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U metodiqkom priruqniku [4], prikazan je niz geometrijskih poliformizama
i ǌihovih primjena u nastavnoj praksi, koji izazivaju dinamiziraǌe nastav-
nog procesa. Ovo je razumǉivo ako znamo da slike predstavǉaju osnovne no-
sioce informacija, koje stabilizuju unutraxǌe predstave uqenika, pa samim
tim predstavǉaju va¼nu komponentu sveobuhvatnog razumjevaǌa datih fenomena.
Me±utim, imaju²i na umu qiǌenicu da i aritmetiqke i algebarske poliformno-
sti daju poboǉxaǌe razumjevaǌa pojmova koje prouqavaju, lako je zakǉuqiti da
kad god to nastavni proces dopuxta, aritmetiqke i algebarske poliformizme
neizostavno treba vezivati za geometrijsko prezentovaǌe prouqavanih fenome-
na. Samim tim, indukovana je potreba da se u nastavi matematike osnovne i
sredǌe xkole uvode kombinacije svih vrsta poliformizama. Metod koordinata
je klasiqan i najpoznatiji takav primjer.

Rene Dekart (R. Descartes, 1596–1650) bio je francuski matematiqar koji
je quven upravo po tome xto je prethodna znaǌa o koordinantnim sistemima pro-
xirio, uveo odgovaraju²e oznake i tako omogu²io da se mnogi zadaci iz algebre
i analize rjexavaju na jednostavniji naqin. Osim Dekarta, gotovo istovremeno
i nezavisno od ǌega, veliki doprinos zasnivaǌu metoda koordinata imao je jox
jedan francuski matematiqar-pravnik Pjer Ferma (P. Fermat, 1601–1665).

Ovdje treba napomenuti da je 17 vjekova pre ǌih Apolonije iz Perge de-
finisao krive drugog reda: parabolu, elipsu i hiperbolu. Pisano rijeqima
danaxǌe simbolike mo¼emo kazati da je radio sa jednaqinama: y2 = px, za pa-
rabolu, y2 = px− p

a
x2, za elipsu i y2 = px +

p

a
x2, za hiperbolu.

Preteqa Dekart-Fermaovog metoda koordinata svakako je i metod francu-
skog matematiqara Orezma koji je u XIV vijeku koristio pravougle koordinate
za grafiqko prikazivaǌe zavisne veliqine y od veliqine x, ali je umjesto sa-
vremenih termina apscise i ordinate upotrebǉavao izraze, xirina i du¼ina.

Nije mi namjera da ovdje prikazujem uobiqajenu tematiku o Dekartovom me-
todu koja se mo¼e na²i u svakom sredǌoxkolskom u­beniku, priruqniku ili zbir-
ci zadataka. ´elim samo da uka¼em na nekoliko suptilnih primjera nepoznatih
tim kǌigama, a koji bogate kombinovanu poliformnu sliku i pokazuju velike
mogu²nosti primjene principa raznovrsnosti u neposrednoj nastavnoj praksi.

Zadatak 1. Izvesti jednaqine elipse i hiperbole na osnovu ǌihovih geo-
metrijskih definicija.
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Podsetimo se najpre geometrijskih definicije ovih krivih. One imaju po
dvije karakteristiqne taqke, dva fokusa. Obiǉe¼imo te taqke sa f1 i f2 u rav-
ni π.

Definicija elipse.

Taqka z ravni π pripada elipsi onda i samo onda kada je d(z, f1)+d(z, f2) =
2a, gdje je a dati pozitivan broj, tj. taqka ravni π pripada elipsi onda i samo
onda, kada je zbir odstojaǌa od te taqke do oba fokusa konstantan.

Definicija hiperbole.

Taqka z ravni π pripada hiperboli onda i samo onda kada je d(z, f1) −
d(z, f2) = 2a, gdje je a dati pozitivan broj, tj. taqka ravni π pripada hiperboli
onda i samo onda, kada je razlika odstojaǌa od te taqke do oba fokusa konstantna.

Izvesti jednaqine ovih krivih znaqi odrediti uslove koje zadovoǉavaju ko-
ordinate (x, y) taqke z, kada ona pripada elipsi ili kada pripada hiperboli. Za

ovu priliku odaberimo takav Dekartov pravo-
ugli koordinantni sistem da je apscisa prava
odre±ena fokusima f1 i f2 u ravni π a ordi-
nata normalna na apscisu u sredixǌoj taq-
ki odsjeqka f1f2, odnosno prolazi sredixtem
du¼i f1f2. Ovo znaqi da je koordinantni poqe-
tak sredixǌa taqka tog odsjeqka, kao na sli-
ci 1. Dakle koordinate fokusa su (−f, 0) i
(f, 0), gdje je sa f obiǉe¼ena brojna vrijedno-
st polovine rastojaǌa izme±u ¼i¼a f1 i f2,
tj. f = 1

2d(f1, f2).
Sl. 1

Uslovi da taqka z pripada elipsi, odnosno hiperboli mogu se objediniti
jednim uslovom

(1) |d(z, f1) + εd(z, f2)| = 2a,

u kojem je ε = 1 kada je u pitaǌu elipsa, odnosno ε = −1 kada se radi o hiper-
boli. Lako je uoqiti da rastojaǌe izme±u taqaka z i f1, odnosno z i f2, iznosi
d(z, f1) =

√
(x + f)2 + y2, odnosno d(z, f2) =

√
(x− f)2 + y2, tj.

d(z, f1) =
√

u + 2v, d(z, f2) =
√

u− 2v,

pri qemu je u = x2 + y2 + f2 i v = xf . Imaju²i u vidu prethodne relacije,
uslov (1) poprima oblik |√u + 2v + ε

√
u− 2v| = 2a. Nakon kvadriraǌa imamo

da je ε
√

u2 − 4v2 = 2a2 − u, a nakon jox jednog kvadriraǌa dobijamo u2 − 4v2 =
4a4−4a2u+u2, tj. da je v2 = a2u−a4. Zamjenom vrijednosti za u i v u prethodnu
jednaqinu dobijamo f2x2 = a2(x2 + y2 + f2) − a4, odnosno x2(a2 − f2) + y2a2 =
a2(a2 − f2), pa imaju²i u vidu da je a 6= f , konaqno dobijamo da je

x2

a2
+

y2

a2 − f2
= 1.
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Ovdje je mogu²e analizirati sǉede²e varijante: (1) a > f i (2) a < f . Ako
u prvoj varijanti oznaqimo b2 = a2 − f2, a u drugoj stavimo da je b2 = f2 − a2,

pri qemu je b > 0, dobijamo u prvom sluqaju jednaqinu elipse
x2

a2
+

y2

b2
= 1, a u

drugom sluqaju imamo jednaqinu hiperbole
x2

a2
− y2

b2
= 1.

Mada izgleda kao da je eliminisan uslov ε = ±1 kojim smo predstavili raz-
liku izme±u jednaqina elipse i hiperbole, radi se o prividu, jer se ta razlika
sada izra¼ava u drugaqijem vidu. Naime, za elipsu imamo da je a > f dok je za
hiperbolu a > f . Ovo se mo¼e pojasniti rijeqima, da kod elipse zbir rasto-
jaǌa od proizvoǉne taqke na elipsi do ¼i¼a mora biti ve²i od rastojaǌa me±u
¼i¼ama (2a > 2f) a kod hiperbole imamo da je razlika odstojaǌa ma koje taqke
na hiperboli do ǌenih fokusa uvijek maǌa od rastojaǌa izme±u ǌih (2a < 2f).

Zadatak 2. Izvesti jednaqinu parabole na osnovu ǌene geometrijske defi-
nicije.

Navedimo najpre geometrijsku definiciju parabole. Parabola je zadata
jednom karakteristiqnom taqkom, fokusom (¼i¼om), obiǉe¼imo je sa f0, i jednom
karakteristiqnom pravom linijom, direktrisom D. Neka je π ravan odre±ena
taqkom f0 i pravom D.

Definicija parabole.

Taqka z ravni π pripada paraboli onda
i samo onda, kada je ǌeno odstojaǌe od taq-
ke f0 jednako ǌenom normalnom rastojaǌu do
prave D.

Neka je q presjeqna taqka normale spuxte-
ne iz ¼i¼e f0 na direktrisu D. Odaberimo
Dekartov pravougli koordinantni sistem ta-
ko da apscisnu osu odre±uje prava odre±ena
taqkama q i f0. Kao ordinantnu osu uzmimo si-
metralu du¼i, tj. odsjeqka qf0. Koordinantni
poqetak predstavǉen je sredixtem tog odsjeq-
ka. U ovako izabranom koordinantnom sistemu
koordinate ¼i¼e f0 su (f/2, 0) (slika 2).

Sl. 2

Ako je z taqka parabole qiju jednaqinu tra¼imo, a p podno¼je normale spu-
xtene iz te taqke na direktrisu D, tada na osnovu definicije parabole imamo
da je d(z, p) = d(z, f0), tj.

∣∣∣∣x +
f

2

∣∣∣∣ =

√(
x− f

2

)2

+ y2,

odnosno da je tra¼ena jednaqina 2fx = y2. Ako stavimo da je 2f = 1/a, jednaqina
parabole poprima oblik x = ay2.
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Kada su u pitaǌu definicije elipse, parabole i hiperbole, evo jednog in-
teresantnog pokuxaja ǌihovog objediǌavaǌa univerzalnom formulacijom. Neka
su u ravni π dati taqka f0 (¼i¼a) i prava D koja je ne sadr¼i. Neka je k
proizvoǉno zadati pozitivan broj.

Univerzalna definicija krive drugog reda (elipse, parabole i hiberbole)
Taqka z ravni π pripada krivoj K onda i samo onda, kada je ǌeno rasto-

jaǌe od taqke f0 jednako ǌenom ortogonalnom odstojaǌu od prave D, pomno¼eno
brojem k.

Simboliqku formulaciju ove definicije zapisujemo jednaqinom d(z, f0) =
k · d(z, p), pri qemu je p podno¼je normale spuxtene iz taqke z na pravu D.
Oqigledno da je za k = 1, kriva K parabola, dok je za 0 < k < 1, kriva K elipsa,
a kada je k > 1, kriva K postaje hiperbola.

Zadatak 3. Pokazati da se pomo²u hiperbole, qija je jednaqina d(z, f0) =
kd(z, p), za k = 2, mo¼e izvrxiti trisekcija ugla.

Rjexeǌe. Neka je u ravni π u kojoj
²emo izvesti tra¼enu konstrukciju izab-
ran pravougli koordinantni sistem kao na
slici 3. Konstruiximo kru¼nicu K′ sa
centrom u koordinantnom poqetku, proiz-
voǉnog polupreqnika. Taqku presjeka te
kru¼nice i pozitivne apscisne poluose obi-
ǉe¼imo sa a, dok sa f0 oznaqimo bilo ko-
ju taqku koja pripada kru¼nici K′ u prvom
kvadrantu.

Sl. 3

U analizi polazimo od pretpostavke da je trisekcija ugla ∠aof0 ve² izvr-
xena (slika 3). Neka su z i b dvije taqke na luku af0 kru¼nice K′ takve da va¼i
∠aoz = ∠zob = ∠bof0. Obiǉe¼imo sa p podno¼je normale spuxtene iz taqke z na
apscisnu osu. Oqigledno da je tada 2d(z, p) = d(z, f0), xto neposredno slijedi iz
podudarnosti pravouglih trouglova 4poz, 4qoz i 4qof0 koji imaju podudarne
hipotenuze i uglove ∠poz = ∠zoq = ∠qof0. Dakle, taqka z pripada hiperboli
K, pri qemu je broj k = 2 za koju je fokus f0, a direktrisa apscisna osa x.
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