HACTABA MATEMATUVEKE HA $ARYJITETUUMA

Ip 3opan Kamendypr

HERKOJIMKO HAUNHA 3A NM3PAUYHABAIGE
JEJHOT ITIO3HATOI 35MPA

Read FEuler, read Euler. He is
the master of us all.
P. S. Laplace

CBaku CTYIEHT ApyTe roAvHe MaTeMaTuke 3Ha (uiau Ou Oap Tpebato ma 3HA)
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Behnua he BeposaTHO 0roBoputu ,nomohy ®ypujeosux penosa“, a Heku he ymern na
TO ¥ OpenusHo MoKy (penumo, npuMenyjyhu [lapceBanoBy jemHakocT Ha (GYHKIU]Y
f(x) = z ma cermenty [—7,7]). Mamno wux, MehyTum, 3Ha Ha TO ypamu U HA HEKU
IPYTY HAUMH, KA0 ¥ Ja HENTO Kaske O 3aHMMJLMBOM KCTOPHjaTy OBOT IHpobieMa. ¥
OBOM WIaHKy liemMo 3aTo HaBecT: TpU (04 MHOTUX TO3HATHX) HAUMHA MPAUyHABAIHA
HoMeHyTOr 36upa, nouesmm o opurnaansor Ojmeposor u3 1735. roauue.

1. Kparak ucropujar mpobiema

Hpyra nmonosura XVII Bera Ouina je Bpeme Kaja Cy MaTeMaTWyapy MOYENU HH-
TEeH3UWBHUje Na TpoydaBajy Oeckonaune pemose. HajaxTuBHUju y ToM cMmucay Owmo je
Jako6 Beprynu (Jakob Bernoulli, 1654-1705), koju je IpBM KOPEKTHO NOKA3a0 Oa
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KOja ce 0OMYHO JaHac HABOAM y yubeHUImMa.
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Bepnynu je ommax mocTaBmo u muTame O KOHBEPIEHIN]U ONMIITUjUX PEIOBA O0TUKA
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Yjenro je nobuo u ma je 2 ounraegHO TOPHE OTPAHUYEHE 38 BPEAHOCT OAroBapajyher
36upa. Csu mokymaju, mehyrum, na mabe m rauny BpemmocT 36mpa ocrauau cy 6e3-
yemenau. Ppycrpupan, mocie mysker 0aBbeEma OBUM TPOOIEMOM, y CBOM IIO3HATOM
neny Tractatus seriebus infinitis (, Tpakrar o Geckonaunum pemosuma“) u3 1689. ro-
[HE, Hamucao je: ,, Axko 6uio ko nponabe u jaBu HaM OBO HITO je M3MAaKJIO CBUM HAILIAM
HamopuMa, Benuka he Gurm Hama saxsagnoct“ [4]. MebyTtumM, HEKO Of HeEroBux mo-
snanuka (yrmyuyjyhu Jlajoruna (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716)) uuje my
nocnao pememe. Tako je Jarob oBaj mpobuem, 3ajenHo ca KATEAPOM 33 MATEMATUKY
y Bazeny, npenao y nacaebe muaabem 6pary Joxamy (Johann Bernoulli, 1667-1748),
a caM 3aJaTak je TMOCTao MO3HAT Kao ,,ba3senacku mpobiem ‘.

Mebyrum, au Joxan Huje 6uo ycmemuuju on CBOr Opata, Te je mpobieM MOpao
Ia caveka meropor cyrpabanuna u, cBakako, Hajoomer yuennka, Ojmepa (Leonhard
Euler, 1707-1783). Maamu Ojnep je BeposaTHo 6uo npusyuen moryhuomhy na pemn
3aJaTaK KOJU HOCU MMe HeTrOBOT POJHOT IPaja, Te je BPJIO PAHO IIOYEO Ca MOKYIIAjUMa.
Jenan on mpBux mpobiiema ca KOjuMa ce Cycpeo Owmiia je UMbeHWIa 13 HABEIEHU Pel
BPJIO CIIOPO KOHBEPIHUPA, T€ Cy MaJe MAHCe fa Ce IUPEKTHUM PaduyHOM OLPeIu HeroBa
npubIMKHA BDENHOCT Ca OoJle Pa3yMHOM TauHomy (30Mp Yak IPBUX XUIbALy YIAHOBA
naje camo mpBe ase Taune nemmmane 36upa (1,64)!). TIpsu kopar koju je Ojuep
Ipeay3eo je 3aTo OMO &ma 0Baj 30Mp 3aMEeHW HEKUM Koju Opike KoHBeprupa. 1o My je
ycmeno 1731. roauHe Kazxa je MOKa3a0 Ja BaKW jeTHAKOCT
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Hawmme, xon mocnenmer 30upa 6umno je moBosmHO cabparu camo 14 unamoBa ma 6u ce
no6uino 6 Taunmx nemumada (1,644934). Cmarpa ce na je Ojuep uspauynao oxo 20
IeNUMaJia Pe3yiaTaTa M Ja ra je TO HaBeJO Ja HACIYyTU TadyaH oaroBop. Pesyarat je
objaBmo 1735. ronune u jacHo je na je Omo BeoMa 3a10BOJbAH 300r TOra, jep je pemerme
nponpartno peunmMa [4, 6]:
,Canma cam, IPOTUBHO CBUM OYEKMBAHUMA, HAIIAO €JIETaHTAaH U3pPa3 3a
30up pena 1+ i + % + 1—16 + UTH, KOjU je IOBE3aH Ca KBAAPATYPOM KPYyTa . . .
Hamao cam na je mecrocTpyka BpeIHOCT TOr 30upa jemHaka KBApary obmma
Kpyra mpedvnuka 1.

Heros menrtop, Joxam Bepmymu, nammcao je: Utinam Frater supererstes effet!
(»Kan 6u camo moj Gpat 6mo xms! ) [4].

Iloka3 koju je Ojnep HaBeo (Majga y CYNITUHM TadyaH) CBAKAKO HE OM MOTao 1a
3a[J0BOJbM CABPEMEHE 3aXTeBe cTporocTu (HapemhemMo Taj IOKA3 KAO WIYCTPAUU]y y
napenHoM onenky). Yak u y XVIII Beky oH je m3a3uBao momo3peme, Te Cy MHOTH,
yrmyuyjyhu Joxamosor cuna u Ojaeposor mobpor mpujarema lanujerna Geprynuja
(Daniel Bernoulli, 1700-1782), me moBomelim y cyMmy caMm De3ynTAT, TPAKAIA KO-
pertauju noka3. Omrosop je mao cam Ojmep, objaBmyjyhu HOBM HOKa3, KOju ce u
nanac (y3 pasjallbemne HEKUX JeTasba) MOKe IPUXBATUTY Kao uctpasaH. Y Taj moka3
fieMo HABECTU Y HAPEIHOM OJEILKY.

Y mapenHUM BekOBUMa HaljeHO je jomr MHOrO mOKa3a OBe BasKHE UMHCHUIE, YKIbY-
uyjyhu momenyTu Koju kopuctu teopujy ®Pypujeosux pemosa. OBme hemo mpuxasartu
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caMo jom jemaH, umju cy ayrtopu Opaha Jariom, u Koju je TMOTIYHO eJleMEHTapAaH.
3auHTEPECOBAHN YMTAJAIl MOKe Hallu Iperien Apyrux, Mame UK BUIIE eJIeMEHTAPHUX,
IOKa3a y 4iaHky [7].

Cam Ojxnep ce, HapaBHO, HUje 3ayCTAaBUO Ha TOMe, Beh je HacTaBwo ma ucmuryje
o0

penose obnuka Yy — 3apE N, uuju 36upoBu cy KacHWje HOCTAJIU MIO3HATU KAO
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spenuoctu (p) Pumanose 3era-dyHkmmje 3a IpupogHe BpeHOCTH apryMenta. Hamao

je Haumu 3a onpebhuBame TUX 30MPOBA 3a MApPHE BPEIHOCTU €KCIOHEHTA P,
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rae cy Beprymijesu 6pojesu Bog oxpebenn momohy passoja
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Ha mpumep, u3pauynao je u objaBuo 1744. ronuue na Basku:
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3a HemapHe BPEIHOCTU EKCIOHEHTa p, MehyTuM, Huje MOrao CKOpO HMIITA Ha Kawke, a
TaKBO j€ CTame CTBApW NPAKTUJIHO N0 maHac. CKOpPO jeIvHM KOHKpPETaH Pe3yJTaT y
ToMm cmucity objasuo je 1978. romuue Poke Amepu (Roger Apéry, 1916-1994) rana

S|
je morazao ma je (3) = > — MpaMoHaNal 6poj.
1 n

n=
2. Tpu mokxaza QjiepoBor pesyJirara

2.1. IIpeu Ojmepos mokas [4, 6].

Axo je P(x) momuHOM M-TOT CTENEHA YUjU CYy KOPEHU G, A, - .. , Gp DASIAYATH
on Hyse, u ako je upuroMm P(0) = 1, rana ce P(x) Moke npeacraButu y o6auKy

o (1-8)(-2)-(-2)

Ojaep je y3e0 Ka0 OUUIIIEIHY YMEEHULY [a Ce OBAKAB 3aK/DbYUaK MOMKe IPUMEHUTH U Ha
o0

36up crenenor pepa f(xz) = Y. bpa™ koju uma GeckoHauHO (MU OUCMO JAHAC PEKIU
n=0

npebpojUuBO MHOTO) HYJI& a1, A2, ... (pasmmuurux ox Hyne). Crenujanaso, MOKEMO 3a
f(x) ma y3memo dyukmmjy

00 n sinx
Fay =Sy ,:{ z *70
: 1, z =0,




42 3. Kamenbypr

ynje cy cBe Hyne obauka ap = km, k € Z \ {0}. Iobujamo na Baxu jeqHakoCT

o0 oo o0
S0 e = I (1 ) =TI (-
2n+ 1) kﬂ' —km k2m2 )"
n=0 (2n+1) k=1 k=1
AKO 3aMECIMMO & CMO M3MHOKUIU CBE UIAHOBE MOCIENHEr DECKOHAYHOT IPOM3BOIA
U pe3yJTaT CPeIUyX IO CTEeleHUMa OJf &, MOKEMO IIOHOBO la IPUMEHUMO aHAJIOIW]Y
ca IOJMHOMHUMA, Te I W3jeJIHAUNMO M3pa3e y3 oAroBapajylie crelnene NpoMeH/LUBE Ha
obema cTpamaMa jemEakocTu. Beh msjemmauasame koepummjenata y3 x2 maje mam

I 11
3T r2 Z n2’
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5

[Ipenymramo unraonuma na nomyse oBaj OjmepoB mOKa3 TAKO Ha MOCTAHE CTPOT
y mamammeM cmucay peud. I[locebno, OjmepoB mpuka3 curyca y o0auky OecKoHa-
YHOT IPOM3BOJA KOjU je OBIe KopuinlieH 0DMYHO Ce ¥ CaBPEMEHUM KyPCEBUMA aHAJM3e
rakobe mokasyje nomohy Pypujeosnx pemosa (B. Hup. [2, 5]).

) x 1 s
MTO 1 jecTe TPAKEHN PesyiaTar ), —
n=1"T

2.2. Hpyrm Ojmepos nokas [4, 6].
Y oBoM moka3y kopuctuhiemo cienehe Tpu unmenue unje je uzpoheme Hajuemhe
yribyueno y Beskbe u3 Amamuse I v IT (unm 6u o Ge3 mpobiema Morio Gurn).

“ arcsint 1 9
(1) e dt = 5 aresin” .
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].'[I/IJB,JIHOM MHTErPanujoM).

-1<t<1.

dt 3a n € N (0Bo ce HApaBHO M3BOAY HAD-

Mobumo ox jemmaroctu (1) u 3amenumo y woj = 1. Hobujamo na je

2 L arcsin t

8 0o V1—12
Samenumo caga arcsint ogrosapajylinM crenenum pegom u3 jemHaxoctu (2), ma mpo-
MEHUMO Topenak unrerpana u cyme. (Onpasnanoct raxsor nocrynka Ojiep, HapaBHO,
Huje KoMeHTapucao. OHa HUje CACBUM TPUBUjAJHA jep MHTETPAJ UMA CUHIYJIAPUTET ¥

ropw0j rpanumu. Wnak, Huje mpobiaem natu oaroBapajyhe o0Opasio:keme, Ha TpUMED,
nomoly uunjesor mpasuia.) HobGuja ce

dt.
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1
Cana, h ——dt=1
A3, KOPHCTENU PeKypeHTHy Besy (3) u ouursneman pesysarar /0 Vi ,
JIAKO HAJIA3UMO Ia je

1 2n+1
¢ 2m)!!
PG neN,

V1—+¢2 (2n+ 1)1V

a 3aMEeHOM Y HpeTXO,ILHO mobujamo ma je

+§: (2n — 1)!! (2n)!! _i 1
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Hame ce maxoMm Tpchq)opMauMJOM nobuja
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INTO je eKBUBAJIEHTHO jeTHAKOCTU KOja Cce NOKa3yje.

2.3. Hoka3 A. M. Jarnoma u VI. M. Jarnoma [5, 8].
Ilorazahemo majupe ciaenehe momohuo TBpheme.
JIEMA. 3a n € N Baxkn

g’ om +1 3

Jloxas. Ha ocuoBy MyaBpOBe ¢popmye nobujamo ma je

cosnf + isinnf = (cos @ + isinh)™ = sin" O(ctg @ + )"

" /n
=sin" 0 i* ctg™ k0.
2 ()

N3jemnavaBame NMarvHAPHUX [EJIOBA Oaj€

sinnf = sin™ 0 { (T) ctg" 1o — (Z) ctg" 3 0 + (g) ctg" 7’ h — - - } .

Croemujanuo, ako je n = 2m + 1 Hemapan Opoj, mpeTxoaHa penanuja nobuja 00IuK

sin(2m + 1)0 = sin®" T 0P, (ctg? ), 0<6 < g,

rae je P, monuroM cremena m ogpeben ca

2 1 2 1 2 1
Pm(l') _ ( m1+ >l’m— ( m3+ >5Em1+ < m;- >xm2_”._’_(_1)m.

Kaxo je sin®™ ™10 £ 03a 0 < 6 < 7/2, a sin(2m + 1)f ce anymupa y m pasmrdu-
km

THX Taudaka f = 1’ k=1,2,...,m, 3akmpyuyjemo ma ce Pp,(x) anynupa y m
Pa3IUNATX TadaKa Tj = ctg> 1 Ha ocuoBy BujeToBux mpasuia cienn
) mem-)

Z ctg’

IMTO je u Tpe6ano MOKA3aTH.

= ka 2m+1) = 3
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[Tpebumo wa moxas ocuoBHOT TBphema. [lomazehu onx ounrnente HejemHaKOCTU

) T
0 <sinzx <z < tge, O<z<§,

IIpesia30M Ha PENUNpOYHE BPEIHOCTU U KBaAPHUpPameM, T00ujaMo

1 1 T
ctg2x<—2<T:1+ctg2x, <z < —.
T sin” x 2

km
2n+1

- km 2n+1)2 < 1 - km
tg? < — < tg? .
;Cg m +1 72 ;1@ ”J’;Cg m+1

Ha OCHOBY JOKa3aHE jJ1eMe, OBO Ce CBOIU Ha

Samemyjyhu BpensocTu T = 3a k=1,2,...,n u cymupajyhu, nobujamo

n2n—1) (2n+1)2 K1 n(2n —1)
< S <n+—-".
3 <t
k=1
2
AKO calla IOMHOKHMO OBY IBOCTPYKY HEjeIHAKOCT Ca 1,3 M IYCTIMO fia n — 00, Ha
n
2
7r

o0
OCHOBY TeOpeMe O TPU Hu3a N00UjaMo skesbeHy (opMysy Y, 26

3a mpyburesse MATEMATHUYKAX KypPUO3UTETa HABEAWMO HA Kpajy u ciexehe.

o0

Kao mro je Beh peueno, pex Y. — HUje HADOUMTO NOTOJAH 3a e(EeKTUBHO IPU-
n=1"T

GJubKHO M3padyHaBame Opoja m, 4ak Hi TOMONy padyyHapa. 3a TakKo HEIITO ce KOPHUCTE

penosu Koju MHOTO Opske komBeprupajy (moues on Ojmeposor pema (1)). Arryennn
CBETCKM PEKOpH y Opojy Tauno oxpebhenux memumata 6poja 7 Op:ke jamaHCKU KOMII)y-
tepckn mmkemepn A. J. Je u I11. Kormo xoju cy 2011. romume onpemum mux 1013 [9].
[pu oM cy kopuctuiu caenehu Yy maosckn-Pamamynanos pen [1, 3]

1 > 6n)! 13591409 + 545140134
— =12 Z(,l)n (3”) + n
7r vt (n!)3(3n)! 64032037+3/2
Ha murame 3amro cy TO paamiu, oaroBapajy: ,3aTo ITO je TO T ... W 3aTO IITO
ymemo!
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