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Motivacija
Na Matematiqkoj olimpijadi u Turskoj (Antalija) 2012. godine u drugom

zadatku je trebalo dokazati da pozitivni realni brojevi x, y i z zadovoǉavaju
nejednakost

(1)
∑

cyclic

(x + y)
√

(z + x)(z + y) > 4(xy + yz + zx),

pri qemu je suma na levoj strani nejednakosti (1) jednaka

(x + y)
√

(z + x)(z + y) + (y + z)
√

(x + y)(x + z) + (z + x)
√

(y + z)(y + x).
Slu¼beno rexeǌe zasniva se na dokazanoj nejednakosti

(2) (x + y)
√

(z + x)(z + y) ≥ 2xy + yz + zx,

a koja nakon kvadriraǌa leve i desne strane i nakon toga prebacivaǌa sabiraka
sa desne na levu stranu postaje ekvivalentna nejednakosti

(xy + yz + zx)(x− y)2 > 0
koja je taqna. U kǌizi [1] navedena su jox tri rexeǌa ovog zadatka koja su vidno
komplikovanija ali i interesantnija od zvaniqnog rexeǌa.

U ovom qlanku bi²e prikazano rexeǌe koje je sliqno zvaniqnom rexeǌu
ovog zadatka i nakon toga bi²e dato uopxteǌe ove nejednakosti na n pozitivnih
realnih brojeva.

Podsetimo se jox operacije +n. Ta operacija primeǌena na cele brojeve z1

i z2 definisana je sa z1 +n z2 = d, gde je d nenegativan ostatak pri deǉeǌu zbira
z1 + z2 sa n.

Glavna nejednakost koja se odnosi na pozitivne realne brojeve x0, x1, . . . ,
xn−1 i koja ²e biti dokazana u ovom qlanku je

(3)
n−1∑

i=0

(xi + xi+n1)
√

(xi+n2 + xi)(xi+n2 + xi+n1) >
n−1∑

i=0

(3xixi+n1 + xixi+n2).

Dokaz nejednakosti (2) pomo�u izvoda
Metoda dokazivaǌa nejednakosti korix²eǌem osobina prvog izvoda funkcije

dobro je poznata (videti npr. [2] i [3]). Da bismo nejednaost (2) dokazali na taj
naqin, posmatrajmo funkciju

F (z) = (x + y)
√

(z + x)(z + y)− 2xy − yz − zx.
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Tada je

F ′(z) = (x + y)
2z + x + y

2
√

(z + x)(z + y)
− (x + y) = (x + y)

(
(z+x)+(z+y)

2√
(z + x)(z + y)

− 1

)
,

pa s obzirom na dobro poznat odnos izme±u aritmetiqke (brojilac u F ′(z)) i
geometrijske sredine (imenilac u F ′(z)) jasno sledi da je F ′(z) > 0 za svako
z > 0.

Primetimo jox i to da je funkcija F (z) neprekidno diferencijabilna na
qitavom intervalu (−min(x, y), +∞). Kako je F (0) = (x + y)

√
xy − 2xy >

2(
√

xy)2− 2xy = 0, to je najmaǌa vrednost funkcije F (zbog pozitivnosti broje-
va x i y i odnosa izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine tih brojeva) broj
F (z) > 0, qime je nejednakost (2) dokazana.

Dokaz nejednakosti (1) sledi sabiraǌem nejednakosti (2) primeǌenih na sa-
birke u sumi na levoj strani nejednakosti.

Dokaz glavne nejednakosti

Primetimo najpre da jednakost u nejednakosti (2) va¼i onda i samo onda
kada funkcija F (z) dosti¼e minimum koji je jednak 0. Taj minimum se dosti¼e u
sluqaju da je F ′(z0) = 0. Sa druge strane, prvi izvod funkcije F jednak je 0 onda
i samo onda kada je x = y zbog nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske
sredine. Zbog toga, va¼i naredna teorema.

Teorema 1. Pozitivni realni brojevi x0, x1, . . . , xn−1 zadovoǉavaju ne-
jednakost (3). Odgovaraju�a jednakost va�i ako i samo ako je x0 = x1 =
· · · = xn−1 = x, kada leva strana nejednakosti (3) dobija vrednost 4nx2.

Dokaz. Kao xto je prethodno naglaxeno, nejednakost (2) se svodi na jedna-
kost ako i samo ako je x = y. To znaqi da k-ti sabirak u nejednakosti (3)
dosti¼e najmaǌu vrednost jednaku mk = 2xkxk+n1 + xk+n1xk+n2 + xk+n2xk ako
i samo ako je xk = xk+n1. Sabiraǌem minimuma mk, k = 0, 1, . . . , n − 1, dobija
se nejednakost (3).

Daǉe, zbog toga xto k-ti sabirak dosti¼e minimum ako i samo ako je xk =
xk+n1 suma na levoj strani nejednakosti dosti¼e minimum ako i samo ako je
x0 = x1 = · · · = xn−1 = x. Zamenom se leva strana nejednakosti (3) svodi na
4nx2.

LITERATURA

1. X. Arslanagi², Matematiqka qitanka 5, Grafiqar promet, Sarajevo, 2013.

2. Z. Kadelburg, D. §uki², M. Luki², I. Mati², Nejednakosti, sv. 42, Druxtvo matematiqara
Srbije, Beograd, 2003.

3. D.J. Simjanovi², N.O. Vesi², Uopxte�a nekih algebarskih nejednakosti, MAT-KOL (Baǌa
Luka) XIX (3) (2013), 23–29.

Prirodno-matematiqki fakultet, Nix, projekat 174012 Ministarstva za prosvetu, nauku i tehno-
loxki razvoj Srbije

E-mail : vesic.specijalac@gmail.com


