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1. Uvodne napomene

Priqa o Jakobu Xtajneru (1796–1863), sinu xvajcarskog seǉaka, koji je u
mladosti bio pastir i tek kasnije kao mladi² nauqio da qita i pixe, da bi nakon
toga dosegao najve²e vrhove matematiqke nauke i postao profesor Univerziteta
u Berlinu, veoma je pouqna. Ovu priqu neizostavno treba iskoristiti u nasta-
vi i nastaviti dokazivaǌem nekih ǌegovih teorema i izvo±eǌem nekih ǌegovih
konstrukcija.

Za ime Jakoba Xtajnera vezuju se poznate konstrukcije sa ograniqeǌima,
tj. konstrukcije u ravni izvedene samo leǌirom, ako je u toj ravni zadata jedna
utvr±ena kru¼nica sa svojim sredixtem i polupreqnikom.

Ovde ²emo razmotriti konstrukciju Xtajner-Fermaove taqke koju ²emo iz-
vesti klasiqnim geometrijskim sredstvima pomo²u xestara i leǌira.

2. Konstrukcija Xtajner-Fermaove taqke trougla

1. Unutar datog oxtrouglog trougla konstruisati taqku tako da zbir
odstojaǌa od ǌe do temena bude minimalan.

Rexeǌe. Neka je O proizvoǉna taqka unutar trougla ABC. Pri rotaciji
za 60◦ u odnosu na taqku A, taqke B,C i O
prelaze (preslikavaju se) u taqke B′, C ′ i O′.
Poxto je AO = AO′ i ∠OAO′ = 60◦, to je
trougao AOO′ jednakostraniqni i AO = OO′,
a kako je rotacija izometrijska transformaci-
ja, to je i OC = O′C ′, pa je BO +AO +CO =
BO+OO′+O′C ′ (slika 1). Du¼ina izlomǉene
linije BOO′C ′ je minimalna kada je ova iz-
lomǉena linija du¼. Lako je uoqiti da je tada
∠AOB = ∠AO′C ′ = ∠AOC = 120◦.

Sl. 1

Konstrukcija Fermaove (Xtajnerove) taqke sastoji se u odre±ivaǌu preseka
GMT iz kojih se du¼ AB vidi pod uglom od 120◦ i GMT iz kojih se du¼ AC
vidi pod uglom od 120◦. Ta konstrukcija se jednostavno izvodi tako xto se
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nad stranicama AB i AC trougla ABC sa spoǉaxǌe strane konstruixu dva
jednakostraniqna trougla oko kojih se opixu kru¼nice. Preseqna taqka te dve
kru¼nice je Fermaova taqka trougla ABC.

Rexavaǌe ovog zadatka pru¼a lepu priliku da se, sem xto se mogu ispriqati
dve lepe priqe iz istorije matematike o dva velikana matematiqke misli, Pjeru
Fermau i Jakobu Xtajneru, mogu rexiti jox neki sliqnih zadaci, poznati iz
istorije matematike.

3. Konstrukcija Brokar-Kreleve taqke trougla

2. Neka je dat proizvoǉan 4ABC. Konstruisati Brokar-Krelevu taq-
ku Ω tog trougla sa svojstvom ∠ΩAB = ∠ΩBC = ∠ΩCA.

Rexeǌe. Zadatak da se odredi takva taqka je rexio i objavio Anri Brokar
(Henri Brocard, 1854–1922) 1875. godine. Me±utim, problem koji nosi Brokarovo
ime, prvi je postavio i rexio Krele (A. L. Crele) 1816. godine.

Pri rexavaǌu ovog zadatka slu¼i²emo se uobiqajenim oznakama.

Analiza. Pretpostavimo da je taqka Ω ve² odre±ena (slika 2). Oznaqimo
∠ΩAB = ∠ΩBC = ∠ΩCA = ϕ. Lako je uoqiti da je (1) ∠BΩC = π−ϕ−(γ−ϕ) =
π − γ. Analogno dobijamo da je (2) ∠CΩA = π − α i (3) ∠AΩB = π − β.

Konstrukcija. I naqin.

Na osnovu ove analize mo¼emo jednostavno konstruisati Brokar-Krelevu
taqku Ω. Konstruiximo kru¼nicu Ka koja sadr¼i teme B i dodiruje stranicu
AC u temenu C. Lako je zakǉuqiti da je periferijski ugao kru¼nice Ka nad teti-
vom BC jednak π−γ. Brokar-Kreleva taqka
Ω mora le¼ati na kru¼nici Ka (slika 3).
Konstruixemo li drugu kru¼nicu Kb koja
sadr¼i teme C i tangira stranicu AB u
taqki A, tada je na analogni naqin pretho-
dnom jasno da Brokar-Kreleva taqka mora
le¼ati i na kru¼nici Kb. Dakle, tra¼ena
taqka le¼i u preseku te dve kru¼nice, tj.
Ω = Ka ∩ Kb.

Sl. 2

Konstruixemo li i tre²u kru¼nicu Kc koja sadr¼i teme A i tangira stra-
nicu BC u taqki B, tada je na analogni naqin prethodnom (jer je periferijski
ugao nad tetivom AB ovde jednak ∠AΩB = π−β) jasno da Brokar-Kreleva taqka
mora le¼ati i na kru¼nici Kc. Ovim smo ujedno dokazali da postoji jedin-
stvena Brokar-Kreleva taqka Ω. Tako±e, iz ovih razmatraǌa sledi jox jedna
definicija Brokar-Kreleve taqke.

Definicija. Presek tri kru¼nice Ka, Kb i Kc, pri qemu kru¼nica Ka

sadr¼i teme B i dodiruje stranicu AC trougla ABC u temenu C, kru¼nica Kb

sadr¼i teme C i tangira stranicu AB u taqki A i kru¼nica Kc sadr¼i teme A
i tangira stranicu BC u taqki B, jeste Brokar-Kreleva taqka trougla ABC.



Konstrukcije nekih maǌe poznatih taqaka u trouglu 21

Slika 3

II naqin. Konstruiximo najpre jednu od pomenute tri kru¼nice, npr. Ka

(slika 3). Prava koja sadr¼i teme C i paralelna je sa AB seqe kru¼nicu Ka

u taqki D. Prava AD seqe kru¼nicu Ka u taqki Ω. Ako oznaqimo ∠ΩAB = ϕ,
tada je ∠ΩDC = ∠ΩAB = ϕ. Tako±e imamo da je i ∠ΩBC = ∠ΩDC = ϕ, jer
se tu radi o periferijskom uglu kru¼ice Ka nad tetivom ΩC. Ali i ∠ΩCA,
koji zaklapaju tangenta AC i tetiva ΩC u krajǌoj taqki C te tetive jednak je
∠ΩDC = ϕ. Dakle to je bax tra¼eni ugao, a taqka Ω je tra¼ena taqka.
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