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DESET ZANIMǈIVIH ZADATAKA O BROJU 2014

Na takmiqeǌima iz matematike se qesto sre²u zadaci u kojima se javǉa broj
teku²e godine. Rukovo±eni time, kroz rad sa nadarenim uqenicima, autori su ko-
riste²i literaturu [1–9] osmislili zadatke u qijim formulacijama se pojavǉuje
broj 2014. Nadamo se da ²e se uqenicima i ǌihovim profesorima dopasti za-
daci i ideje za ǌihovo rexavaǌe koji su predstavǉeni u ovom radu. Poqetni
zadaci su lakxi, dok u nastavku slede nexto komplikovaniji zadaci, dostojni
republiqkog takmiqeǌa.

Zadatak 1. Odrediti prirodne brojeve a, b, c, . . . , m, n, k tako da je

a + b + c + . . . + m + n + k = abc · . . . ·mnk = 2014.

Rexeǌe. Kako je 2014 = 2 · 19 · 53, tra¼eno predstavǉaǌe je

2 + 19 + 53 + 1 + 1 + . . . + 1 + 1 = 2 · 19 · 53 · 1 · . . . · 1 · 1.

Broj 1 se u prethodnoj jednakosti javǉa 1940 puta.

Zadatak 2. Dokazati da je

20142014 + 2014 ≡916370 0.

Rexeǌe. Primetimo da je 916370 = 2 · 5 · 7 · 13 · 19 · 53. Kako je

20142014 + 2014 = 2014 · (20142013 + 1)

i 2014 = 2 · 19 · 53, jasno je da je broj 20142014 + 2014 deǉiv sa 2, 19 i 53. Kako
je jox i

20142013 + 1 ≡5 (−1)2013 + 1 ≡5 0,

to je broj 20142014 + 2014 deǉiv i sa 5. Sliqno, iz

20142013 + 1 ≡13 (−1)2013 + 1 ≡13 0,

zakǉuqujemo da je broj 20142014 + 2014 deǉiv i sa 13. Daǉe, kako je 2014 ≡7 −2
i (−2)3 ≡7 −1, imamo da je

20142013 + 1 ≡7 (−2)2013 + 1 ≡7 (−2)3·671 + 1 ≡7 (−1)671 + 1 ≡7 0,

pa sledi da je broj 20142014 + 2014 deǉiv i sa 7. Odatle, kako su brojevi 2, 5,
7, 13, 19 i 53 uzajamno prosti, zakǉuqujemo da je broj 20142014 + 2014 deǉiv sa
2 · 5 · 7 · 13 · 19 · 53 = 916370.
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Zadatak 3. Dat je niz realnih brojeva tako da je svaki qlan tog niza,
poqev od drugog jednak proizvodu ǌegova dva susedna qlana. Proizvod prvih
17 qlanova je 4, a proizvod prvih 28 qlanova je 48. Odrediti proizvod prvih
2014 qlanova tog niza.

Rexeǌe. Oznaqimo sa a prvi i sa b tre²i qlan tog niza. Na osnovu uslova
zadatka jasno je da su a i b brojevi razliqiti od 0. Zatim, zakǉuqujemo da je
dati niz oblika

a, ab, b,
1
a
,

1
ab

,
1
b
, a, ab, b, . . .

Dakle, niz je periodiqan sa periodom du¼ine 6. Primetimo da je proizvod prvih
6 qlanova jednak 1, jer je

a · ab · b · 1
a
· 1
ab
· 1
b

=
a2b2

a2b2
= 1.

Xtavixe, na osnovu prethodne qiǌenice sledi da je proizvod svakih 6 uzasto-
pnih qlanova jednak 1.

Kako je proizvod prvih 17 qlanova jednak 4 i 17 = 2 · 6 + 5, zakǉuqujemo da
je

a · ab · b · 1
a
· 1
ab

=
a2b2

a2b
= b = 4 .

Kako je proizvod prvih 28 qlanova jednak 48 i 28 = 4 · 6 + 4, zakǉuqujemo da je

a · ab · b · 1
a

=
a2b2

a
= ab2 = 48, odnosno kako je b = 4,

16a = 48, odnosno a = 3.

Konaqno, kako je 2014 = 6·335+4, zakǉuqujemo da je proizvod prvih 2014 qlanova
niza jednak

a · ab · b · 1
a

= ab2 = 3 · 42 = 48.

Zadatak 4. Da li postoji kompleksan broj z takav da taqke odre�ene
brojevima 1, z2013 i z2014 obrazuju temena pravouglog trougla?

Rexeǌe. Neka je |z| = 1. Tada je |z2013| = |z|2013 = 1 i |z2014| = |z|2014 = 1,
odnosno taqke koje odgovaraju brojevima z2013 i z2014 se nalaze na jediniqnoj
kru¼nici. Ako na±emo broj z takav da je z2013 = −1 i z2014 6= ±1, dobi²emo
pravougli trougao qija su temena taqke odre±ene brojevima 1, z2013 i z2014, a
prav ugao ²e biti kod temena z2014.

Neka je z = 1
2 +

√
3

2 .

|z| = 1; z3 = −1, pa je z2013 = (z3)671 = (−1)671 = −1

i z2014 = z2013 · z = −z = − 1
2 − i

√
3

2 6= ±1, odnosno z = 1
2 + i

√
3

2 je tra¼eni
kompleksan broj.

Zadatak 5. Odrediti faktorizaciju najmaǌeg prirodnog broja koji ima
taqno 2014 razliqitih delilaca.
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Rexeǌe. Neka je n prirodan broj i

n = p1
α1p2

α2 · . . . · pk
αk

ǌegova kanonska faktorizacija. Broj delilaca broja n je

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1).

Kako je 2014 = 2 · 19 · 53, mogu²a su slede²a predstavǉaǌa broja 2014:
1. 2014 = 2014,
2. 2014 = 2 · 1007,
3. 2014 = 19 · 106,
4. 2014 = 38 · 53,
5. 2014 = 2 · 19 · 53.
Svakom od ovih predstavǉaǌa odgovara po jedan najmaǌi prirodni broj sa

taqno 2014 razliqitih delilaca. ǋihove faktorizacije su:
1. n1 = 22013,
2. n2 = 21006 · 3,
3. n3 = 2105 · 318,
4. n4 = 252 · 337,
5. n5 = 252 · 318 · 5.
Lako se utvr±uje da je broj n5 najmaǌi od ovih brojeva. Dakle faktorizacija

najmaǌeg prirodnog broja koji ima taqno 2014 razliqitih delilaca je 252 ·318 ·5.
Zadatak 6. Dokazati da se broj 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

2014

22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2014

mo�e napisati kao pro-

izvod dva uzastopna prirodna broja.
Rexeǌe. 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

2014

22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2014

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2014

·102014 + 2 · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2014

=

=
102014 − 1

9
· 102014 + 2 · 102014 − 1

9
=

(102014 − 1)(102014 + 2)
9

=

=
102014 − 1

3
· 102014 + 2

3
= 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸

2014

· 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
2013

4 .

Zadatak 7. Na�i najve�i prirodan broj k za koji va�i

2013k | (201220132014
+ 201420132012

).

Rexeǌe. Oznaqimo a = 2013. Ciǉ je odrediti najve²i prirodan broj k za
koji

ak | ((a− 1)aa+1
+ (a + 1)aa−1

).
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Kako je a neparno, zakǉuqujemo da:

(a− 1)aa+1
daje ostatak −1 pri deǉeǌu sa a,

(a + 1)aa−1
daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa a.

Zato ²emo potra¼iti najve²e stepene broja a koji dele (a − 1)aa+1
+ 1 i

(a+1)aa−1 − 1. Maǌi od ovih stepena, ukoliko budu razliqiti, bi²e tra¼eno k.
Doka¼imo da za svako n ∈ N postoje Sn i tn tako da va¼i

(1 + a)an

= 1 + Sn · an+1 i a - Sn,(*)

(a− 1)an

= −1 + tn · an+1 i a - tn.(**)

Za n = 1 : (1 + a)a = 1 +
(

a

1

)
· a +

(
a

2

)
· a2 + · · ·+

(
a

a

)
· aa

= 1 + a2
(
1 +

(
a

2

)
+

(
a

3

)
a + · · ·

)
= 1 + S1 · a2.

Kako je a neparno, a | (a
2

)
i a - S1, gde je S1 = 1 +

(
a
2

)
+

(
a
3

)
a + · · · .

Ako tvr±eǌe va¼i za neko n, imamo da je

(a + 1)an+1
= (1 + Sn · an+1)a = 1 +

(
a

1

)
Snan+1 +

(
a

2

)
S2

na2n+2 + · · ·

= 1 + an+2
(
Sn +

(
a

2

)
S2

nan + · · ·
)

= 1 + Sn+1a
n+2,

i kako a - Sn, zakǉuqujemo da a - Sn+1. Dakle, va¼i (∗).
(∗∗) se dokazuje analogno.
Iz prethodnog zakǉuqujemo da je aa najve²i stepen broja a koji deli

(a + 1)aa−1 − 1 (n = a − 1 u (∗)) i da je aa+2 najve²i stepen broja a koji de-
li (a− 1)aa+1

+ 1 (n = a + 1 u (∗∗)).
Tra¼eni broj je k(= a) = 2013.

Zadatak 8. Na�i sve prirodne brojeve x i n takve da je

x2n − 4 = 3 · (4 + 42 + · · ·+ 42013).

Rexeǌe. Kako je

3 · (4 + 42 + · · ·+ 42013)

= (−1 + 4)(4 + 42 + · · ·+ 42013)

= −4 + 42 − 42 + 43 − 43 + 44 − · · · − 42013 + 42014 = 42014 − 4,

data jednaqina je ekvivalentna sa x2n − 4 = 42014 − 4, odnosno x2n = 42014.

Odavde je x2n − (22)2014 = 0, odnosno (xn)2 − (22014)2 = 0, pa dobijamo da
je (xn − 22014)(xn + 22014) = 0, odakle je xn = 22014 = 22·19·53. Imamo slede²e
mogu²nosti:
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x = 2, n = 2014,
x = 22, n = 19 · 53 = 1007,
x = 219, n = 2 · 53 = 106,
x = 253, n = 2 · 19 = 38,
x = 238, n = 53,
x = 2106, n = 19,
x = 21007, n = 2,
x = 22014, n = 1.

Zadatak 9. Koliko ima parova celih brojeva (x, y) za koje va�i

(x + y + 2014)2 = x2 + y2 + 20142 ?

Rexeǌe. Kvadriraǌem trinoma dobijamo redom da je

x2 + y2 + 20142 + 2xy + 2x · 2014 + 2y · 2014 = x2 + y2 + 20142,

xy + 2014x + 2014y = 0,

(x + 2014)(y + 2014) = 20142.

Kako je 20142 = 22 ·192 ·532, zakǉuqujemo da broj 20142 ima 3·3·3 = 27 razliqitih
prirodnih delilaca, odnosno ima 2 ·27 = 54 razliqitih celih delilaca, pa ²emo
imati 54 razliqita rexeǌa. Na primer, za x + 2014 = ±1, y + 2014 = ±20142,
dobijamo rexeǌa (x, y) = (−2013, 4054182) i (x, y) = (−2015,−4058210).

Na sliqan naqin nalazimo i ostala celobrojna rexeǌa date jednaqine. Skup
takvih rexeǌa je

{(−2013, 4054182), (−2015,−4058210), (−2012, 2026084), (−2016,−2030112),

(−2010, 1012035), (−2018,−1016063), (−1995, 213484), (−2033,−215498),

(−1976, 104728), (−2052,−108756), (−1961, 74518), (−2067,−78546),

(−1938, 51357), (−2090,−55385), (−1908, 36252), (−2120,−40280),

(−1802, 17119), (−2226,−21147), (−1653, 9222), (−2375,−13250),

(−1292, 3604), (−2736,−7632), (−1007, 2014), (−3021,−6042),

(−570, 795), (−3458,−4823), (0, 0), (−4028,−4028),

(795,−570), (−4823,−3458), (2014,−1007), (−6042,−3021),

(3604,−1292), (−7632,−2736), (9222,−1653), (−13250,−2375),

(17119,−1802), (−21147,−2226), (36252,−1908), (−40280,−2120),

(51357,−1938), (−55385,−2090), (74518,−1961), (−78546,−2067),

(104728,−1976), (−108756,−2052), (213484,−1995), (−215498,−2033),

(1012035,−2010), (−1016063,−2018), (2026084,−2012), (−2030112,−2016),

(4054182,−2013), (−4058210,−2015)}.
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Zadatak 10. Koliko celobrojnih rexeǌa ima jednaqina

x2 · y · |z| = 20142 ?

Rexeǌe. Faktorizacijom broja 2014, 2014 = 2 · 19 · 53, zakǉuqujemo da x
mo¼e imati vrednosti −1, 1,−2, 2,−19, 19,−53 i 53.

Za x = ±1, sledi da je y · |z| = 20142 = 22 · 192 · 532. S obzirom na to
da broj 20142 = 22 · 192 · 532 ima 3 · 3 · 3 = 27 razliqitih prirodnih delilaca,
zakǉuqujemo da ²emo za x = ±1 imati 2 · 27 · 2 = 108 razliqitih rexeǌa (jer x
i z mogu imati pozitivne i negativne vrednosti).

Za x = ±2, sledi da je y · |z| = 192 · 532. Kako broj 192 · 532 ima 3 · 3 = 9
razliqitih prirodnih delilaca, zakǉuqujemo da ²emo za x = ±2 imati 2·9·2 = 36
razliqitih rexeǌa.

Za x = ±19, sledi da je y · |z| = 22 · 532. Kako broj 22 · 532 ima 3 · 3 = 9
razliqitih prirodnih delilaca, zakǉuqujemo da ²emo za x = ±19 imati 2 ·9 ·2 =
36 razliqitih rexeǌa.

Za x = ±53, sledi da je y · |z| = 22 · 192. Kako broj 22 · 192 ima 3 · 3 = 9
razliqitih prirodnih delilaca, zakǉuqujemo da ²emo za x = ±53 imati 2 ·9 ·2 =
36 razliqitih rexeǌa.

Dakle, data jednaqina u skupu celih brojeva ima ukupno 108+36+36+36 =
216 razliqitih rexeǌa.
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