
NASTAVA MATEMATIKE U OSNOVNOJ XKOLI

Dr Mirjana Ili�

BROJNI SISTEMI SA OSNOVOM MAǋOM OD 10
KAO JEDAN TIP NOVOG KORISNOG ZADATKA
U NI�IM RAZREDIMA OSNOVNE XKOLE

1. Uvod

Danas je u najxiroj upotrebi dekadni brojni sistem, mada su se kroz istori-
ju, u raznim civilizacijama, koristili i sistemi brojeva sa osnovom razliqitom
od 10. U ovom qlanku ²emo opisati jedan od naqina na koji se deca u tre²em i
qetvrtom razredu osnovne xkole mogu upoznati i sa brojnim sistemima qija je
osnova maǌa od 10.

Brojni sistemi sa osnovom razliqitom od 10 se nalaze u programima vixih
razreda, u okviru predmeta Informatika i Programiraǌe. Zbog toga je, na
samom poqetku, veoma va¼no pitaǌe, zbog qega bi uopxte bilo potrebno da se ova
tema pojavi ve² u tre²em razredu osnovne xkole. Motiv za to ne bi bio samo da
deca ovladaju tehnikom raqunaǌa u novim sistemima, xto ni samo po sebi nije
zanemarǉivo, nego da boǉe razumeju i sam dekadni sistem.

Naime, ve²ina dece ²e za, na primer, broj 375 re²i da je on

375 = 3 · 100 + 7 · 10 + 5,

xto je, naravno potpuno taqno, jer taj broj ,,ima“ tri stotine, sedam desetica i
pet jedinica, ali ²e mali broj ǌih prepoznati da je i

375 = 3 · (10 · 10) + 7 · 10 + 5 · 1,

xto ²emo ve² u qetvrtom razredu oznaqavati sa

375 = 3 · 102 + 7 · 101 + 5 · 100,

odnosno, da u dekadnom sistemu svaka pozicija u vixecifrenom broju ima ,,te-
¼inu“ koja je deset puta maǌa od ,,te¼ine“ pozicije koja joj je prva sleva i
deset puta ve²u od ,,te¼ine“ pozicije koja joj je prva zdesna u tom broju. To
nerazumevaǌe pozicionog brojnog sistema sa osnovom 10 bi moglo da predstavǉa
ozbiǉan problem u vixim razredima prilikom uvo±eǌa decimalnog zapisa broja.
Raqunaǌe u sistemu sa nekom drugom osnovom, deci bi moglo da pomogne da zaista
shvate ovaj odnos.

Ovaj rad je finansiran od strane Ministarstva za nauku i tehnologiju Republike Srbije, u
okviru projekta ON 174026.
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2. Dekadni i oktalni sistem

Mi dakle, radimo u dekadnom brojnom sistemu. Taj sistem u osnovi ima broj
10, xto se poklapa sa brojem prstiju koje imamo na rukama. Deci, me±utim, ne bi
bilo texko da zamisle bi²a sa planete Okta, koja bi, umesto 10, imala 8 prstiju
i qiji bi sistem brojeva tako±e bio sa tom osnovom. Pitaǌe je, kako bismo
se sporazumeli sa dobroduxnim doxǉacima sa Okte, koji ne poznaju cifre 8 i
9? Za stanovnike Okte, Oktane, mi imamo ,,12“ prstiju, jer u ǌihovom, oktalnom
sistemu, cifra 1 u broju 12, umesto broja desetica, oznaqava broj osmica (ǌihov
broj prstiju!). Dakle, na Okti je

12 = 1 · 81 + 2 · 80

i taj broj odgovara naxem broju 1 · 8 + 2 = 10. Broj 534 na Okti je broj koji
,,ima“ pet (8 ·8)-ca, tri 8-ce i qetiri 1-ce, odnosno, pet 82-ca, tri 81-ce i qetiri
80-ce. On, u naxem, dekadnom sistemu, odgovara broju 348:

5 · 82 + 3 · 81 + 4 · 80 = 348.

Najmaǌi qetvorocifren broj na Okti je, kao i kod nas, broj 1000. Me±utim,
oktanski broj 1000 kod nas ,,vredi“ 512:

1 · 83 + 0 · 82 + 0 · 81 + 0 · 80 = 512.

ǋegov prethodnik na Okti je 777, kojem u naxem sistemu odgovara broj 511:

7 · 82 + 7 · 81 + 7 · 80 = 511,

koji je prethodnik broja 512.

U oktalnom sistemu brojeva, u skupu prirodnih brojeva su slede²i brojevi:

1, 2, . . . , 6, 7, 10, 11, . . . , 16, 17, 20, 21, . . . , 76, 77, 100, . . . ,

dakle, to su svi ,,naxi“ brojevi, koji se mogu zapisati bez upotrebe cifara 8 i
9. Umesto grupisaǌa brojeva po deseticama, koje imamo u dekadnom sistemu, u
sistemu sa osnovom 8, brojevi su grupisani po osmicama, pa su tako brojevi:

prve osmice: 1,2, . . . ,7,10
druge osmice: 11, . . . ,17,20
...
sedme osmice: 61, . . . ,67,70
osme osmice: 71, . . . ,77,100
...

U dekadnom sistemu, broj 10 je deseti broj prve desetice, dok je u oktalnom
sistemu, to osmi broj prve osmice. U dekadnom sistemu broj 10 se zove deset,
a u oktalnom sistemu bi mogao da se zove i drukqije. Sama deca bi mogla daju
predloge za ime broja 10 u novom sistemu. Neka se 10 u novom sistemu zove prosto
osam.
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Daǉe, broj 100 se u dekadnom sistemu zove sto i oznaqava da je req o desetom
broju desete desetice. Za Oktane, taj isti broj oznaqava osmi broj osme osmice,
pa bi mogao da se zove, na primer, osto. Vaǉalo bi re²i i da ǌemu, u dekadnom
sistemu odgovara broj 1 · 82 + 0 · 81 + 0 · 80 = 82 = 64. I broju 1000 bi trebalo
dati ime, recimo osidu, a ǌemu u dekadnom sistemu odgovara broj 83 = 512.
Uqenicima tre²eg razreda, to ²e biti dovoǉno, a sa uqenicima qetvrtog razreda
bi se trebalo dogovoriti i oko imena za brojeve 10000, 100000 i 1000000 u
oktalnom sistemu. Dakle, imali bismo:

DEKADNI OKTALNI

10 deset osam
100 sto osto
1000 hiǉadu osidu

Slede²i zadatak bi bio da pomognemo Oktanima da shvate nax dekadni si-
stem, odnosno da im objasnimo koliko u ǌihovom, oktalnom, sistemu ,,vrede“ naxi
brojevi. To zahteva jasno razumevaǌe samog dekadnog sistema. Naime, xta kod
nas znaqi, na primer, broj 17? Prosto, da se u taj broj mo¼e ,,smestiti“ najvi-
xe 1 desetica i 7 jedinica. Dakle, da bismo preveli ,,nax“ broj 17 u oktalni
sistem, trebalo bi da otkrijemo koliko se najvixe . . . osida, ostotina, osmi-
ca i jedinica, mo¼e ,,smestiti“ u taj broj. Kako ostotina ,,vredi“ 64, a osida
512, jasno je da se nijedan od ǌih ne mo¼e ,,smestiti“ u 17; ostale su osmice i
jedinice. Dakle, trebalo bi popuniti prazna poǉa u:

17 = · 8 + ,

nakon qega dobijamo
17 = 2 · 81 + 1 · 80,

dakle, da naxem broju 17 u oktalnom brojnom sistemu odgovara broj 21.
Do sada bi deci trebalo da bude potpuno jasno da jedan broj u razliqitim

sistemima, razliqito ,,vredi“ pa je pravo vreme da se uvedu i za to odgovaraju²e
oznake:

1710 = 218.

Trebalo bi jox jednom jasno ista²i da se u dekadnom i oktalnom brojnom sistemu,
skupovi cifara razlikuju. Dekadni sistem ima 10 cifara i to su: 0, 1, . . . , 9, dok
oktalni sistem ima samo slede²ih 8 cifara: 0, 1, . . . , 7.

3. Sistem brojeva sa osnovom y > 1

Uopxte, pozicioni brojni sistem sa osnovom y > 1, ima taqno y cifara, i
to su 0, 1, . . . , y − 1. Ukoliko je y > 10, a takve sisteme ne bi trebalo pomiǌati
u tre²em i qetvrtom razredu osnovne xkole, za cifre koje su ve²e od 9, koriste
se velika latiniqna slova. Tako sistem brojeva sa osnovom 16 ima slede²ih 16
cifara: 0, 1, 2, . . . , 9, A, B, C,D, E, F , pri qemu smo umesto 10, 11, . . . , 15 uzeli
redom slova A,B, . . . , F .
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Ceo ovaj koncept se oslaǌa na slede²e tvr±eǌe, koje ²emo u nastavku i
dokazati:

Lema. Svaki prirodan broj x se, za svaki prirodan broj y > 1, na jedin-
stven naqin mo�e predstaviti u obliku

anyn + an−1y
n−1 + · · ·+ a1y

1 + a0y
0,

gde su an, an−1, . . . , a0 brojevi iz skupa {0, 1, . . . , y − 1}. Tada za zapis
(anan−1 . . . a1a0)y ka�emo da predstavǉa broj x u sistemu sa osnovom y.

Dokaz. Da bismo dokazali da se svaki prirodan broj x mo¼e predstaviti
u obliku anyn + an−1y

n−1 + · · · + a1y
1 + a0y

0, postupi²emo na slede²i naqin.
Deǉeǌem broja x brojem y, dobi²emo koliqnik q1 i ostatak a0, pa je

x = q1 · y + a0.

Tako smo dobili a0, cifru koja se nalazi na mestu najmaǌe te¼ine (te¼ine y0)
u zapisu broja x. Slede²u cifru, a1, dobi²emo deǉeǌem broja q1 brojem y, kada
je

q1 = q2 · y + a1.

Nastavǉaju²i ovaj postupak, dobi²emo i ostale cifre u zapisu broja x. Posled-
ǌa od ǌih, cifra an, koja se nalazi na mestu najve²e te¼ine (te¼ine yn), dobija
se na slede²i naqin:

qn = qn+1 · y + an,

gde je qn+1 = 0.
Dakle, svaki prirodan broj se mo¼e predstaviti u datom obliku. Da bismo

dokazali da je ovakav zapis broja jedinstven, pretpostavi²emo suprotno, naime
da se x mo¼e zapisati na dva naqina:

x = anyn + an−1y
n−1 + · · ·+ a1y

1 + a0y
0,

x = bnyn + bn−1y
n−1 + · · ·+ b1y

1 + b0y
0,

pri qemu su cifre an, an−1, . . . , a0 i bn, bn−1, . . . , b0 brojevi iz skupa {0, 1, . . . ,
y − 1} i va¼i ai 6= bi, za bar jedno i, 0 ≤ i ≤ n. Odavde je

0 = x− x = (an − bn)yn + · · ·+ (a0 − b0)y0,

a to je mogu²e jedino za

an − bn = · · · = a0 − b0 = 0,

dakle kada je
an = bn ∧ · · · ∧ a0 = b0,

xto je suprotno pretpostavci. Sledi da se svaki prirodan broj na jedinstven
naqin mo¼e predstaviti u datom obliku.
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4. Primeri

Uvodni zadaci bi svakako trebalo da budu oblika:

356 = 10 3910 = 2

ali i
437 = 3 1235 = 9.

Sabiraǌe se, u poqetku, mo¼e raditi preko izraqunavaǌa u dekadnom siste-
mu:

234 + 114 = 1110 + 510 = 1610 = 1004,

ali kasnije i direktno, sa potpisivaǌem:

137

+ 527

657

647

+ 267

1237

Ovakve zadatke bi trebalo raditi sve dok deca ne shvate ,,prenos“xto u posled-
ǌem zadatku znaqi slede²e. Sabiraǌem cifara koje se nalaze na mestu jedinica,
dobijamo

47 + 67 = 137.

Cifru 3 zapisujemo na mesto jedinica u zbiru, a 1 prenosimo na mesto ,,sedmica“.
Sada na mestu ,,sedmica“ imamo

17 + 67 + 27 = 127.

Dakle, 647 + 267 = 1237.

Neki problemski zadaci bi mogli da glase:

Zadatak 1. Joca je imao 2345 sliqica. Dao je Peci 345 sliqice, a od
Mi²e je dobio 223 sliqice. Koliko sliqica sada ima Joca?

Jasno je da raqunaǌe treba obaviti u jednom sistemu, a najlakxe ja da to
bude, barem u poqetku, dekadni sistem.

Zadatak 2. Ako je 46x + 32x = 100x, koliko je x?

Dakle, pitaǌe je u kom sistemu je izvrxeno sabiraǌe? Onog trenutka, kada
deca budu ,,videla“ da je u tom sistemu 6x + 2x = 10x, shvati²e da je 8 u tom
sistemu, ono xto je 10 u dekadnom, dakle osnova.

I tako daǉe. Naravno da se sliqni zadaci mogu formulisati i sa oduzi-
maǌem (u ovoj, prvoj fazi, trebalo bi izostaviti mno¼eǌe i deǉeǌe).

Posebnu pa¼ǌu bi trebalo posvetiti binarnom sistemu.

Zadatak 3. U jednom razredu ima 111002 dece. Ako je 11012 devojqica,
koliko u tom odeǉeǌu ima deqaka?
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Dakle, trebalo bi izraqunati

1 1 1 0 02

− 1 1 0 12

2

Me±utim, deca bi verovatno to lakxe izraqunala na slede²i naqin:

1 1 0 12

+ 2

1 1 1 0 02

Jasno je da je tra¼eni broj 11112. Jezikom dekadnog sistema, u razredu je 28
dece, 13 deqaka i 15 devojqica.

Svakako da bi, za kraj, deci trebalo skrenuti pa¼ǌu na vrednost svake
pozicije u broju binarnog sistema, dakle na

. . . 25 24 23 22 21 20

xto je i osnova za kodiraǌa, koja ²e se u vixim razredima obra±ivati u predmetu
Informatika.

Osim toga, ovo je osnova i za razumevaǌe nekih drukqijih problemskih za-
dataka. Na primer,

Zadatak 4. a) Kako se uz pomo² tegova od 1 g, 2 g, 4 g, 8 g i 16 g na terazijama
mogu odmeriti sve mase od 1 g do 31 g?

b) Koju je najve²u masu mogu²e izmeriti pomo²u tegova od 1 g, 2 g, 4 g, 8 g,
16 g i 32 g? Kako pomo²u tih tegova odmeriti mase od 19 g, 49 g i 57 g?

Zakǉuqak je da se uz pomo² brojeva 1, 2 i 4 i sabiraǌa, mogu izraziti svi
prirodni brojevi od 1 do 7, da se uz pomo² brojava 1, 2, 4, 8 i 16 i sabiraǌa,
mogu izraziti svi prirodni brojevi od 1 do 31, i tako daǉe.

U vezi sa tim je i slede²i zadatak.

Zadatak 5. Jedan putnik nije imao novca, ali je imao zlatni lanac od
a) sedam, b) dvadeset karika. Vlasnik krqme kome se putnik obratio sa molbom
za preno²ixte, pristao je da ga primi, pod uslovom da svako preno²ixte plati
jednom karikom lanqi²a.

a) Koju, samo jednu, kariku je dovoǉno prese²i, da bi putnik mogao da plati
za bilo koji broj no²eǌa, od 1 do 7?

b) Koliko najmaǌe, i koje karike bi trebalo prese²i da bi putnik mogao da
plati za bilo koji broj no²eǌa, od 1 do 20?

Presecaǌem tre²e karike, putnik ²e, u zadatku pod a), dobiti tri lanca
od 1, 2 i 4 karike, kojima ²e mo²i da plati bilo koji broj no²eǌa od 1 do 7.
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Presecaǌem iste karike, u zadatku pod b), on ²e mo²i da plati jedno, dva i
tri, ali ne²e mo²i da plati i taqno qetiri no²eǌa. Potreban mu je lanac od 4
karike, koji ²e dobiti presecaǌem i osme karike. Tako ²e mo²i da plati bilo
koji broj no²eǌa od 1 do 8, ali ne²e mo²i da plati i taqno 9 no²eǌa. Lanac od
8 karika, koji bi mu je za to bio potreban, dobi²e presecaǌem i 17. karike.

5. Zakǉuqak

Na samom kraju, trebalo bi jasno re²i da naxa namera nije bila da se u
xkolske programe, ravnopravno sa dekadnim, uvrste i brojni sistemi sa osno-
vom razliqitom od 10. Ovakvi pokuxaji su qiǌeni ranije, najpre u xkolskim
sistemima Sjediǌenih Ameriqkih Dr¼ava (u okviru New Math projekta, 60-tih
godina proxlog veka), a kasnije i u zemǉama Zapadne Evrope (Velikoj Brita-
niji, Francuskoj i Zapadnoj Nemaqkoj). New Math je u xkole uxao u okviru
korenite promene u programima, koja je nastala nakon xto su ruski in¼eǌeri i
matematiqari pokazali nadmo² u kosmiqkom programu. Ciǉ je bio da se unapre-
di obrazovaǌe populacije, i odgovori ruskoj intelektualnoj pretǌi za potpunu
prevlast. Me±utim, vreme je pokazalo da su preambiciozni programi i apstrakt-
ni pristup, doveli do toga da deca nisu shvatala osnovne pojmove, zbog qega se
od ovog programa ubrzo i odustalo.

Nax ciǉ ovde je bio da predstavimo jedan naqin na koji se deci, kroz igru,
mo¼e objasniti pozicioni brojni sistem, gde ,,te¼ina“ svake pozicije predstavǉa
stepen ǌegove osnove, za koju smo se dogovorili da u ,,naxem svetu“ bude 10.
Istovremeno, kod dece je ,,osvex²ena“ ideja da je to mogao biti i bilo koji
drugi broj, qak i to da su sistemi sa drugim osnovama podjednako ,,¼ivi“ kao
i nax, a da mostove za prelazak iz jednog u drugi nije texko pre²i. Dakle, ne
zala¼emo se za ravnopravan tretman Zemǉana i Oktana, ve² za kǉuq ǌihovog
me±usobnog razumevaǌa.
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