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GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA NEJEDNAKOSTI
IZME�U BROJEVNIH SREDINA POMO�U ARBELOSA

Smatra se da je Arhimed prvi matematiqar koji je izuqavao arbelos
(αρβηλoς). Iako u ǌegovim saquvanim delima nema pomena o arbelosu, mno-
gi istoriqari smatraju da je upravo Arhimed uveo pojam arbelosa i izuqavao
ǌegove osobine u Kǌizi lema.

Arbelos ili ,,obu²arev no¼“ je lik ograniqen sa tri me±usobno tangentne
polukru¼nice s kolinearnim centrima (slika 1).

Slika 1

α = k(O1, r1), β = k(O2, r2), γ = k(O, r), d1 = 2r1, d2 = 2r2, d = 2r

Osnovna, ali ne i oqigledna svojstva arbelosa, data su u slede²em tvr±eǌu.

Teorema 1. Neka va�e oznake kao na slici 1. Obim arbelosa jednak
je dπ, a povrxina r1r2π. Ako sa D oznaqimo preseqnu taqku polukru�nice
γ i normale na pravu AB u taqki C, tada je povrxina kruga preqnika CD
jednaka povrxini arbelosa.

Dolaz. Posmatrajmo sliku 2.

Va¼i:

d = 2r1 + 2r2 = r1 + r2 + r,

O =
1
2
(Oγ + Oβ + Oα) =

1
2
(2rπ + 2r2π + 2r1π) = π(r + r2 + r1) = dπ.
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Slika 2

Doka¼imo tvr±eǌe o povrxini PA arbelosa. Povrxina kruga dijametra CD je

(1) Pk(CD) =
|CD|2π

4
.

Povrxina arbelosa iznosi

PA =
1
2
(Pγ − Pβ − Pα) =

1
2
(r2π − r2

2π − r2
1π) =

π

2
[(r1 + r2)2 − r2

2 − r2
1]

(2)

=
π

2
· 2r1r2 = r1r2π.

Trougao ABD je pravougli s pravim uglom kod temena D. Du¼ CD je visina
tog trougla. Primenom Pitagorine teoreme na 4ABD dobijamo

|CD|2 = d1 · d2 = 4r1r2.

Odavde i iz (1) i (2) sledi Pk(CD) = PA, xto je i trebalo dokazati.
Uz pomo² arbelosa mo¼emo vizuelno predoqiti nejednakosti harmonijske,

geometrijske, aritmetiqke i kvadratne sredine za dva broja. U tom ciǉu, do-
ka¼imo slede²e tvr±eǌe.

Teorema 2. Neka va�e oznake kao na slici 3. Tada va�i:
a) Du�ina du�i CQ je kvadratna sredina du�ina d1 i d2.
b) Du�ine du�i OQ i du�i OD jednake su aritmetiqkoj sredini

du�ina d1 i d2.
v) Du�ina du�i CD je geometrijska sredina du�ina d1 i d2.
g) Ako je D′ podno�je normale iz taqke C na du� OD, onda je du�ina

du�i DD′ harmonijska sredina du�ina d1 i d2.
d) Ako je d1 > d2, onda je

d2 6 H(d1, d2) 6 G(d1, d2) 6 A(d1, d2) 6 K(d1, d2) 6 d1.

Jednakosti u prethodnim nejednakostima va�e ako i samo ako je d1 = d2.
Dokaz. a) Trougao QOC je pravougli s pravim uglom kod temena O, pri

qemu je

|OQ| = d

2
i |OC| = d1 − |AO| = d1 − d

2
.
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Slika 3

Zbog d = d1 + d2, primenom Pitagorine teoreme na 4QOC, iz |CQ|2 = |OQ|2 +
|OC|2 lako dobijamo da je

|CQ|2 =
(d

2

)2

+
(
d1 − d

2

)2

=
d2
1 + d2

2

2
.

Dakle,

|CQ| =
√

d2
1 + d2

2

2
= K(d1, d2).

b) Du¼i OQ i OD su polupreqnici kru¼nice k(O, (d1+d2)/2), pa je tvr±eǌe
oqigledno.

v) Prema Pitagorinoj teoremi, u 4OCD je

|CD|2 = |OD|2 − |OC|2 =
(d1 + d2

2

)2

−
(d1 − d2

2

)2

= d1d2.

Odavde je |CD| = √
d1d2 = G(d1, d2).

g) Posmatrajmo sliqne trouglove DD′C i DCO. Imamo da je

|DD′|
|CD| =

|CD|
|OD| , tj. |DD′| = |CD|2

|OD| .

Odavde i iz b) i v) dobijamo da je

|DD′| = d1d2

d1+d2
2

=
2

1
d1

+ 1
d2

= H(d1, d2).

d) Iz pravouglog trougla QOC u kojem je CQ hipotenuza, i iz a) i b), sledi
da je

(3) K(d1, d2) = |CQ| > |OQ| = A(d1, d2).

Analogno, u pravouglom trouglu OCD je

(4) A(d1, d2) = |OD| > |CD| = G(d1, d2),

i u pravouglom trouglu CD′D je

(5) G(d1, d2) = |CD| > |DD′| = H(d1, d2).
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Daǉe, uz uslov da je d1 > d2, va¼i:

d1 = |AC| = |AO|+ |OC| = |OQ|+ |OC| > |CQ| = K(d1, d2),
(6)

d2 = |CB| = |OB| − |OC| 6 |OB| − |OD′| = |OD| − |OD′| = |DD′| = H(d1, d2).
(7)

Iz relacija (3)–(7) sledi prvi deo tvr±eǌa d).

Slika 4

Iz prethodnih izvo±eǌa jasno sledi da svaka od navedenih jednakosti va¼i
ako i samo ako je d1 = d2 (slika 4).

Time je dokaz teoreme 2 kompletiran.
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