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Apstrakt. Nastavǉa se prouqavaǌe multiplikativne strukture bloka brojeva do 100 – uspo-
stavǉaju se pravila zdru¼ivaǌa qinilaca, mno¼eǌe zbira i razlike, uvodi se deǉeǌe kao operacija
qiji smisao odre±uje multiplikativna shema koju prate zadaci deǉeǌa: kvotizacija (kolikovaǌe)
i particija (razdvajaǌe), a zatim se uspostavǉaju pravila koja istiqu svojstva i ove operacije:
razmena mesta deliteǉa i koliqnika, deǉeǌe zbira i razlike.

Koristi se pojam invarijantnog zapisa pravila aritmetike pa se ta pravila izra¼avaju pro-
ceduralno, retoriqki i simboliqki. U realnoj nastavi prednost se daje proceduralnom izra¼avaǌu
i ilustrovaǌu putem kojeg se istiqe ǌihovo intuitivno znaqeǌe. Variraǌem primera indukuje se
znaqeǌe koje deca pored invarijantnih formi sa konkretnim brojevima lako izra¼avaju i simboliq-
ki. Za produbǉivaǌe znaǌa nastavnika, ova pravila se vezuju za multiplikativne sheme i izvode
rade²i sa slovima kao oznakama za promenǉivu.

Na kraju, detaǉno se razra±uje deǉeǌe sa ostatkom, brojeva do 20 sa 2, brojeva do 30 sa 3,
. . . , brojeva do 90 sa 9, a xto treba da postane deo usmenog fonda koji se koristi kod deǉeǌa
vixecifrenih brojeva jednocifrenim.

11.4.6. Ostala svojstva mno�eǌa. Poqnimo napomenom da termini
,,zbir“ i ,,proizvod“ imaju dvojaka znaqeǌa – jednom ih treba uzimati sa sin-
taktiqkim znaqeǌem kao zapise a drugi put semantiqki kao brojeve koje ti za-
pisi oznaqavaju. Broj koji je predstavǉen jednim proizvodom (zbirom) naziva
se vrednost tog proizvoda (zbira), dok uobiqajena fraza ,,na²i vrednost datog
poizvoda (zbira)“ znaqi da taj dati zapis treba zameniti cifarskim zapisom
koji predstavǉa taj isti broj.

U jednakostima koje ²e izra¼avati svojstva mno¼eǌa koristi²e se zagrade,
a ǌihovu funkciju deca najboǉe razumeju kroz aktivnosti gde se one koriste. Na
primer kad je jedan qinilac i sam proizvod ili zbir, on se pixe u zagradama
kao xto to biva sa primerima u slede²oj ve¼bi:

Pixi brojeve koji nedostaju da izrazix da su
(i) dati proizvodi pomno�eni sa 7
a) 3 · 5 b) 6 · 2 v) 4 · 3

7 · ( · ) · (6 · 2) · ( · ), itd.
(ii) dati brojevi pomno�eni sa 3 · 8
a) 4 b) 3 v) 2

(3 · 8) · ( · ) · 3 ( · ) · , itd.
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Putem primera deca tako±e usvajaju znaqeǌe zagrada kao komande ,,izraqunaj
prvo ono xto je u zagradama“.

Izraqunaj

2 · (6 · 5) = 2 · = , (6 · 5) · 2 = · 2 = 2 · = ,

6 · (5 · 2) = 6 · = , itd.

11.4.6.1. Pravilo zdru�ivaǌa qinilaca. Napomenimo da sva pravi-
la aritmetike koja se izdvajaju na ovom nivou uzimaju se kao intuitivno pri-
hvatǉive zakonitosti koje su same po sebi istinite, pa se ne trudimo da tu
istinitost dokazujemo. Kad se radi o naqinima izdvajaǌa ovih pravila prikla-
dnim za rad u razredu, primeri koje biramo su konkretniji kao xto je, recimo,
slede²i:

Gledaj slike

Slika 53

Vidix 4 police, svaka ima 3 pregrade i na svakoj pregradi su 2
xoǉe. Broj pregrada je · , a broj xoǉa (4 · 3) · . U svakoj polici
je · xoǉa. Ukupno to je · (3 · 2) xoǉa. Broj xoǉa zapisali
smo jedanput kao (4 · 3) · 2, a drugi put kao 4 · (3 · 2). Ta dva zapisa
predstavǉaju jedan te isti broj (broj xoǉa), pa pixemo jednakost
(4 · 3) · 2 = 4 · (3 · 2).

Razra±uju±i ovaj primer daǉe, nastavnik nastoji da demonstrira da ²e do-
bijena jednakost va¼iti i kad se brojevi 4, 3, i 2 zamene bilo kojom drugom
trojkom brojeva. U tom smislu zadaje ve¼be poput ove:

Xta bi pisao (pisala) da je bilo

a) 6 polica b) 7 polica v) 9 polica?

( · 3) · 2 = 6 · ( · ) (7 · ) · = 7 · ( · ) ( · ) · = · ( · ).

Xta bi pisala (pisao) da su bile

a) 4 pregrade b) 6 pregrada v) 8 pregrada

(4 · ) · = · (4 · 2) ( · 6) · = · (6 · ) ( · ) · = · ( · ).

a) 3 xoǉe b) 4 xoǉe v) 7 xoǉa?

( · 3) · 3 = · (3 · 3) ( · ) · 4 = · ( · 4) ( · ) · = · ( · ).
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Xta bi pisala (pisao) da su bile 3 police, svaka sa 6 pregrada i 4
xoǉe na svakoj pregradi?

( · ) · = · ( · ).
Putem ovakvih ve¼bi deca ²e biti pripremǉena da prihvate pravilo zdru-

¼ivaǌa qinilaca: Zdru�uju�i qinioce na bilo koji od dva naqina vrednost
proizvoda se ne meǌa.

11.4.6.2. Invarijantna forma pravila aritmetike. U prethodnom
odeǉku uspostavili smo jednakost (4 · 3) · 2 = 4 · (3 · 2) i uz dodatne ve¼be videli
da ona va¼i i kad se trojka 4, 3, 2 zameni bilo kojom drugom trojkom brojeva. Za
takvu aritmetiqku jednakost ka¼emo da ima invarijantnu formu. Jednakosti
kao xto su 7 + 9 = 9 + 7, 7 + (5 + 4) = (7 + 5) + 4, 8 · 6 = 6 · 8 tako±e imaju
invarijantnu formu a qitaocu je to jasno i iz naqina kako smo te jednakosti
indukovali, jer u tom indukovaǌu sve ostaje isto kad se parovi, odnosno trojke
brojeva koje u ǌima figurixu zamene bilo kojim drugim. Jednakosti kao, na
primer, 6 + 10 = 9 + 7, 7 + 9 = 12 + 4 su taqne ali nemaju invarijantnu formu,
jer zameǌuju²i u ǌima samo jedan broj nekim drugim, takva jednakost prestaje
da bude taqna.

Na primer jednakost 10− 9 = (10− 5)− (9− 5) je taqna i ima invarijantnu
formu. Kad se koriste slova da oznaqe bilo koju drugu trojku brojeva dobija se
taqna jednakost koju izvodimo na slede²i naqin.

U kutiji je k klikera, od kojih je m u boji, a me±u ǌima n crvenih. Bezbojnih
je klikera k −m. Uklaǌaju²i crvene klikere, ostaje ih k−n, a onih u boji m−n.
Bezbojnih je (k − n)− (m− n). Jednaqe²i dva zapisa za broj bezbojnih klikera,
dobijamo jednakost

k −m = (k − n)− (m− n).

11.4.6.3. Proceduralno, retoriqko i simboliqko izra�avaǌe
pravila aritmetike. Naqin izra¼avaǌa pravila aritmetike kad se koriste
posebni brojevi i jednakosti pixu u invarijantnom obliku nazivamo procedural-
no izra�avaǌe. Napomenimo da je u vremenu pre kreiraǌa simboliqke algebre
naqin rexavaǌa jednaqina prikazivan na jednom konkretnom primeru jednaqine,
pa se oqekivalo da ²e se tako postupati i u svim drugim sluqajevima. To su is-
torijski primeri izra¼avaǌa odre±enih procedura putem konkretnih sluqajeva,
pa otuda za takvo izra¼avaǌe koristimo pridevsku odrednicu ,,proceduralan“.

Kad pravilo izra¼avamo reqima za taj naqin izra¼avaǌa ka¼emo da je re-
toriqki, xto je istorijski vezano za retoriqku algebru koja je prethodila sim-
boliqkoj. A kad pixemo jednakosti gde proizvoǉne brojeve oznaqavamo slovima,
tada taj naqin izra¼avaǌa nazivamo simboliqki.

Da bismo formirali pravilo zdru¼ivaǌa qinilaca mo¼emo da koristimo
model koga qine k paketa od po m kutija, a u svakoj kutiji je po n klikera. Tada
je broj kutija k · m, a broj klikera (k · m) · n. S druge strane broj klikera u
svakom paketu je m · n, pa u k paketa to je k · (m · n) klikera. Jednaqe²i dva
zapisa za broj klikera dobijamo (k ·m) · n = k · (m · n). Ovaj model sa paketima
kutija u kojima su klikeri predstavǉa multiplikativnu shemu za trostruki
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proizvod koju opisujemo apastraktno kao k familija od po m skupova od kojih
svaki ima n elemenata.

Svakako da i naqin primene pravila treba pojasniti deci (za koju to ne
mora biti jasno kao xto je za nas odrasle). Najboǉi naqin da to uradimo je kroz
ve¼be koje ²emo im nameniti, kao xto je ova:

Misli na

(1) pravilo razmene qinilaca

(2) pravilo zdru�ivaǌa qinilaca.

Kad primeǌujex pravilo (1)
na dobijax i mo�ex da pixex
3 · 8 8 · 3 3 · 8 = 8 · 3
7 · 5 · · = 5 · 7
4 · (2 · 5) · (5 · 2) 4 · (2 · 5) = · ( · )
(3 · 8) · 4 ( · ) · 4 (3 · 8) · 4 = ( · ) · , itd.

Kad primeǌujex pravilo (2)
na dobijax i mo�ex da pixex
(3 · 5) · 4 3 · (5 · 4) (3 · 5) · 4 = · ( · )
8 · (5 · 4) (8 · 5) · 4 8 · (5 · 4) = ( · ) · , itd.

Pixi u ( ) 1 ili 2 da naznaqix koje je pravilo primeǌivano

4 · 6 ( )
= 6 · 4, 3 · (7 · 2)

( )
= (3 · 7) · 2, 3 · (7 · 2)

( )
= 3 · (2 · 7), (5 · 6) · 7 ( )

= (6 · 5) · 7, itd.

Primer koji sledi ima posebno va¼nu ulogu.

Misli na

(1) pravilo razmene qinilaca

(2) pravilo zdru�ivaǌa qinilaca

i pixi 1 ili 2 da naznaqix koje je pravilo primeǌivano.

3 · (4 · 5)
( )
= 3 · (5 · 4)

( )
= (3 · 5) · 4 ( )

= (5 · 3) · 4 ( )
= 5 · (3 · 4)

( )
= 5 · (4 · 3)

( )
= (5 · 4) · 3 ( )

= (4 · 5) · 3 ( )
= 4 · (5 · 3)

( )
= 4 · (3 · 5)

( )
= (4 · 3) · 5 ( )

= (3 · 4) · 5.

Vidix da se qinioci trostrukog proizvoda mogu zdru�ivati na
oba naqina i proizvoǉnim redosledom.

Verovatno da ²e nastavnik ,,uz pomo² svojih uqenika“ pore±ati sve te redo-
slede:

345, 354, 435, 453, 534, 543

i uoqiti odgovaraju²e parove jednakosti (3 · 4) · 5 = 3 · (4 · 5), (3 · 5) · 4 = 3 · (5 · 4)
itd.

U ovom sluqaju moglo bi se re²i da mi ovim putem izvodimo opxte pravilo
zdru¼ivaǌa qinilaca na osnovu navedena dva pravila pod (1) i (2). Ipak ovo
nije formalno izvo±eǌe nego jedna vo±ena primena tih pravila i sagledavaǌe
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onog xto je tim putem dobijeno. Uostalom, za decu ovog uzrasta deduktivno
zakǉuqivaǌe i nije karakteristiqno.

11.4.6.4. Pravila mno�eǌa zbira i razlike. Ovde ²emo, kao podesne,
koristiti ,,pravougaone slagalice“. Na primer, deca rade slede²u ve¼bu:

Gledaj slagalicu

Slika 54

U svakom redu je 5 plavih i 3 crvena kru�i�a. U 4 reda je 4 · (5+3)
kru�i�a. U 4 reda je 4 ·5 plavih i 4 ·3 crvenih kru�i�a. Ukupno to
je 4 ·5+4 ·3 kru�i�a. Jednaqe�i dva zapisa za ukupni broj kru�i�a,
dobijamo

4 · (5 + 3) = 4 · 5 + 4 · 3.

Variraju²i broj plavih i crvenih kru¼i²a kao i broj redova, nastavnik
priprema svoje uqenike da prihvate ovo pravilo i kad se trojka 4, 5, 3 zameni
bilo kojom drugom trojkom brojeva (iz bloka S100). (Videti razradu primera iz
odeǉka 11.4.6.1). Reqima, pravilo mno¼eǌa zbira izra¼avamo ovako: Mno�e�i
zbir nekim brojem, mno�imo sabirke tim brojem pa te proizvode saberemo.

Koriste²i istu slagalicu (sl. 54) broj plavih kru¼i²a pixemo na dva na-
qina kao 4 · (8− 3) i 4 · 8− 4 · 3. Jednaqeǌem tih zapisa dobija se

4 · (8− 3) = 4 · 8− 4 · 3.

Opet se variraǌem trojke 4, 8, 3 dobijaju jednakosti ovog istog tipa, a nakon
takvih ve¼baǌa deca prihvataju pravilo mno¼eǌa razlike: Razlika se mno�i
nekim brojem tako xto se pomno�e tim brojem umaǌenik i umaǌilac pa
se ti proizvodi oduzmu.

Na kraju za uspostvǉaǌe pravila o mno¼eǌu zbira koristimo model koji
qine k kutija gde je u svakoj m plavih i n crvenih klikera. U kutiji je m + n
klikera, a u k kutija to je k ·(m+n) klikera. U svakoj od k kutija je po m plavih
klikera a to je k ·m klikera i po n crvenih pa je to k · n klikera. Ukupno to je
k ·m + k · n klikera. Jednaqeǌem dva zapisa za ukupni broj klikera dobijamo

k · (m + n) = k ·m + k · n.

Sliqno, kad je u svakoj od k kutija m plavih i crvenih klikera od kojih
je n crvenih. Broj plavih klikera mo¼emo pisati na dva naqina k · (m − n) i
k ·m− k · n, pa jednaqe²i ove zapise, dobijamo

k · (m− n) = k ·m− k · n.

Tako smo formirali pravila mno¼eǌa zbira i razlike u simboliqkoj formi.
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11.5. Komentar
Neka od navedenih pravila su aksiome poǉa kao xto su pravila razmene

mesta sabiraka ili qinilaca (komutativni zakoni za sabiraǌe i mno¼eǌe) i
pravilo mno¼eǌa zbira (distributivni zakon). Napomenimo da se iz kompletnog
spiska aksioma poǉa mogu izvesti sva svojstva sabiraǌa i mno¼eǌa. U didak-
tici uspostavǉamo pravila aritmetike kao principe koji stoje nezavisno jedan
od drugog, a va¼niji su oni koji se qex²e primeǌuju.

Kad se slova koriste kao oznake za proizvoǉne brojeve, dobijeno pravilo
oqigledno ne zavisi od posebnih vrednosti tih slova. Ali mi smatramo da je
prihvatǉivije za decu da se ta pravila uspostave rade²i sa konkretnim brojevi-
ma i da se kroz ve¼be variraǌa vidi da ona ostaju da va¼e kad se na odgovaraju²i
naqin ti brojevi zamene proizvoǉnim drugim. Tek posle takvih ve¼bi mo¼e se
od dece zahtevati da takve jednakosti ispixu koriste²i slova. Mi smatramo
da korix²eǌe slova i, uopxte, elementi rane algebre predstavǉaju mo¼da naj-
znaqajniju obnovu nastave aritmetike koja ²e kao takva postepeno sticati svoje
mesto i dobijati svoje pravo oblikovaǌe.

I najzad, primetimo da se jednaqeǌe razliqitih zapisa za isti broj zasni-
va na Kantorovom principu invarijantnosti broja, a xto znaqaj tog principa
posebno istiqe.

11.6. Deǉeǌe u bloku brojeva do 100
Kad nastavnik obra±uje tablicu nno¼eǌa i pita, na primer,

– kojim brojem treba pomno¼iti 7 da se dobije 56,
– koji broj kad se pomno¼i sa 7 daje 56, itd.

onda su to zadaci deǉeǌa u implicitnom obliku.
Kad se u nastavi matematike rano, tj. ve² od prvog razreda poqne da koristi

,,x“ kao oznaka za nepoznati broj i kad se ,,rexavaju“ najjednostavniji oblici
jednaqina x+a = b, a+x = b, a ·x = b, x ·a = b), onda se to mo¼e koristiti da se
rexavaju zadaci oduzimaǌa i deǉeǌa u implicitnom obliku. Umesto iskazivaǌa
pitaǌa reqima lakxe je to raditi zahtevom da se ,,rexavaju“ jednaqine, kao na
primer:

Odredi x

5 · x = 35 x · 6 = 36 x · 8 = 48 7 · x = 56
x = x = x = x = , itd.

Koristi tablicu mno�eǌa koja je xtampana u tvojoj kǌizi da pro-
verix svoje odgovore.
Qesto se uzima da je svrha jednaqina rexavaǌe tekstualnih problema. No

tada takve jednaqine treba rexavati formalno (tj. na efikasan naqin), a xto ne
mo¼e biti sluqaj sa rexavaǌem jednaqina u ni¼im razredima osnovne xkole. U
ovom ranom periodu svrha jednaqina je korix²eǌe slova kao oznake za nepoznati
(tra¼eni) broj. Ali i to se deci saopxtava na neki stvarniji naqin da bi ona
usvojila tu ulogu slova. Na primer:
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– Xaka je zatvorena i u ǌoj su lexnici. Ne znamo koliko je lexnika pa taj
broj oznaqavamo sa x (slovo iks). Kad se xaka otvori vidimo da je 6 lexnika,
pixemo x = 6 (daju²i tako smisao ovoj jednakosti).

– Kutija sa olovkama je zatvorena, ne znamo koliko je u ǌoj olovki i taj broj
oznaqavamo sa x. Kad se kutija otori i olovke prebroje, pixemo x = 10.

– Ne znamo odmah koji broj kad se pomno¼i sa 7 daje 56, pa ga oznaqavamo
sa x. Da je taj broj pomno¼en sa 7 pixemo 7·x a da to iznosi 56 pixemo 7 ·x = 56.
Kad pogledamo u xtampanoj tablici mno¼eǌa, vidimo da je x broj 8, pa pixemo
x = 8.

(Sa ovakvim primerima i ǌima sliqnim mno¼eǌe sa x, tj. ovde izraz 7 · x
stiqe odre±eni smisao kao i jednakosti kao xto je ovde 7 · x = 56).

Ovo je samo kra²i osvrt i ne²emo ulaziti u detaǉe koji bi predstavǉali
razradu teme ,,jednaqine“. Izraz ,,rexavaǌe jednaqina“ je pretenciozno upo-
trebǉavati u ovom kontekstu gde se jednaqine koriste da bi se slovom obele¼avao
nepoznati broj koji varira od primera do primera stiqu²i smisao promenǉive
koja prolazi kroz odre²eni skup vrednosti (npr. blok brojeva do 100). Na ovom
nivou, razvijaǌe ideje o promenǉivoj je mnogo va¼nije od rexavaǌa tekstualnih
zadataka jednaqinama (a xto bi tako±e bio jedan peuraǌeni didaktiqki zadatak).

Razmixǉaju²i o naqinu uvo±eǌa deǉeǌa mogli bismo postupiti formal-
no: Broj x u jednaqini 7 · x = 56 oznaqavamo sa 56 : 7 i ovaj zapis qitamo ,,56
podeǉeno sa 7“, itd. Me±utim, ako ta operacija treba da stekne dubǉi smisao
treba je vezati za primere multiplikativne sheme koju prati zadatak deǉeǌa.
Kad imamo familiju od m jednakobrojnih skupova od kojih svaki sdr¼i n ele-
menata i kad je ukupan broj tih elemenata p, pa kad su dati brojevi p i m a
tr¼i se broj n, taj broj oznaqavamo sa p : m a ovaj zadatak deǉeǌa nazivamo
kvotizacija (kolikovaǌe), dok kad su dati brojevi p i n a tra¼i se broj m,
taj broj oznaqavamo pixu²i p : n, a ovaj zadatak deǉeǌa nazivamo particija
(razdvajaǌe na jedanake delove).

I kod deǉeǌa u poqetku se zadr¼avamo na ve¼bama gde se tra¼eni brojevi
samo zapisuju (a ne raqunaju).

Kupǉeno je 48 olovki u 6 kutija, Koliko je to olovki u svakoj ku-
tiji: : ?

Kupǉeno je 48 olovki u kutijama koje sadr�e po 8 olovki. Ko-
liko je to kutija: : ?

Zapis 48 : 6 qitax ,,48 podeǉeno sa 6“, a zapis 48 : 8 qitax
,, “.
Prvi zadatak u ovom primeru je kolikovaǌe, dok je drugi razdvajaǌe.

Kupǉeno je 56 sadnica koje treba posaditi u 7 jednakih redova. Ko-
liko je to sadnica po redu: : ?.

Kupǉene su 72 sadnice koje treba posaditi po 8 u svakom redu.
Koliko je to redova: : ?

Zapis 56 : 7 qitamo ,, “ a zapis 72 : 8 qitamo ,, “.
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Posle jednog broja ovakvih primera, prelazi se na ,,raqunaǌe“, tj. deca se
oslaǌaju na znaǌe tablice mno¼eǌa da zapise u vidu koliqnika izjednaqe sa
ǌihovom vrednox²u izra¼enom u cifarskom zapisu.

Kojim brojem mno�ix

broj da dobijex Taj broj je pa pixex
6 48 48 : 6 = 8
8 48 48 : 8 =
7 56 : =
8 72 : = , itd.

11.6.1. Veza izme�u mno�eǌa i deǉeǌa. Slede²a ve¼baǌa slu¼e da
se iska¼u veze izme±u mno¼eǌa i deǉeǌa.

Kad znam da je tada bez raqunaǌa pixem ili
4 · 7 = 28 28 : 4 = 7 28 : 7 = 4
5 · 8 = 40 40 : 5 = 40 : 8 =
6 · 9 = 54 54 : 6 = 54 : 9 =
8 · 9 = 72 72 : = 72 : = , itd.

11.6.2. Veza izme�u deǉeǌa i mno�eǌa. Vezi deǉeǌa i mno¼eǌa
nameǌuju se ve¼be poput ove:

Kad razmislim koliko je i na�em da je bez raqunaǌa pixem
36 : 4 9 4 · 9 = 36
36 : 9 4 9 · 4 =
64 : 8 8 8 · 8 =
72 : 9 8 · = , itd.

Ove i ovakve ve¼be su tako±e vid provere da je zadatak deǉeǌa ispravno
ura±en.

11.6.3. Razmena mesta deǉenika i koliqnika. U svrhu uoqavaǌa i
korix²eǌa ovog svojstva sastavǉaju se ve¼baǌa poput ovog:

Kad proverim da je pixem bez provere i
45 : 9 = 5 9 · 5 = 45 45 : 5 = 9
42 : 7 = 6 7 · 6 = 42 : =
63 : 9 = 7 9 · 7 = 63 : 7 = , itd.

U ovim ve¼baǌima koliqnik se ve¼e za proizvod a preko tog, proizvod za
drugi zapis koliqnika nastao razmenom mesta deliteǉa i koliqnika. Posle ovih
ve¼baǌa slede ona gde se razmena mesta deliteǉa i koliqnika vrxi neposredno.

Kad proverix da je bez provere mo�ex da pixex
63 : 9 = 7 63 : 7 =
63 : 7 = 9 63 : 9 =
90 : 10 = 9 90 : 9 = , itd.
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Napomenimo da je svojstvo razmene mesta deliteǉa i koliqnika kod deǉeǌa
korespodentno svojstvu razmene mesta qinilaca kod mno¼eǌa.

11.6.4. Opxti vid veze mno�eǌa i deǉeǌa. Qesto se ka¼e da je
deǉeǌe operacija suprotna mno¼eǌu. Tu vezu iskazujemo sa vixe preciznosti
kad ka¼emo da qim je taqna jedna od jednakosti

m · n = p, p : m = n, p = m · n, n = p : m,

n ·m = p, p : n = m, p = n ·m, m = p : n,

taqne su i ostale pri qemu su ovde ukǉuqena svojstva razmene qinilaca i svojstvo
razmene deliteǉa i koliqnika uz svojstvo refleksivnosti jednakosti. Strikt-
nije govore²i, iskǉuqivo veza dve operacije svodi se na to da qim je taqna jedna
od relacija

m · n = p, p : m = n,

taqna je i ona druga.
Napomenimo da operacija deǉeǌa nije asocijativna jer, na primer, jednakost

(9 : 3) : 3 = 9 : (3 : 3) nije taqna i sliqne jednakosti koje bi izra¼avale
asocijativnost deǉeǌa ne bi bile taqne u mnogim drugim sluqajevima.

11.6.5. Deǉivost sa 2, 3, 4 i 5. Predstavǉau²i deǉivost, slu¼i²emo
se brojevnim slikama kojima ²emo predstaviti deǉivost sa 2, a zatim sa svakim
od brojeva 3, 4 i 5 ponaosob.

Gledaj slike

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10
Slika 55

Vidix da su brojevi 2, 4, 6, 8 i 10 deǉivi sa 2: 2 : 2 = , 4 : 2 = ,
6 : 2 = , 8 : 2 = , i 10 : 2 = .
Mo�ex da pixex te jednakosti i ovako: 2 = 2 ·1, 4 = 2 ·2, 6 = 2 ·3,
8 = 2 · , 10 = 2 · .
Brojevi 1, 3, 5, 7 i 9 nisu deǉivi sa 2, pa mo�ex da pixex jednako-
sti: 3 = 2 · 1 + 1, 5 = 2 · 2 + 1, 7 = 2 · + 1, 9 = 2 · + .
Produ�uju�i mo�ex da pixex
11 = 2 · 5 + , 12 = 2 · , 13 = 2 · 6 + , 14 = 2 · , 15 = 2 · + 1,
16 = 2 · , 17 = 2 · + , 18 = 2 · , 19 = 2 · + , 20 = 2 · .
Me�u ovim brojevima deǉivi su sa 2: , , , , .
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Nastavnik podstiqe uqenike da zapaze da su brojevi deǉivi sa 2 proizvodi
broja 2 i nekog drugog broja. Tako±e podse²a da se za te brojeve ka¼e da su
parni, dok one koji nisu deǉivi sa 2 nazivamo neparni brojevi.

Gledaj slike

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12
Slika 56

Vidix da su brojevi 3, 6, 9 i 12 deivi sa 3: 3 : 3 = 1, 6 : 3 = ,
9 : 3 = , 12 : 3 = , a ove jednakosti mo�ex da pixex i ovako:
3 = 3 · 1, 6 = 3 · , 9 = 3 · , 12 = 3 · .

Brojevi 12, 4, 5, 7, 8, 10, 11 nisu deǉivi sa 3 pa mo�ex da pixex je-
dnakosti: 4 = 3 · 1 + 1, 5 = 3 · 1 + 2, 7 = 3 · 2 + , 8 = 3 · 2 + ,
10 = 3 · 3 + , 11 = 3 · 3 + .

Pixi brojeve deǉive sa 3 od 3 do 30: 3, 6, 9, , , , , , , ,
pa istiqu�i deǉivost sa 3 pixex: 3 = 3 · 1, 6 = 3 · 2, 9 = 3 · ,
12 = 3 · , 15 = 3 · , 18 = 3 · , 21 = 3 · , 24 = 3 · , 27 = 3 · ,
30 = 3 · .

Zapa�ax da kad je broj deǉiv sa 3 mo�e da se napixe kao proizvod
broja 3 i nekog dugog broja.

Brojevi: 7, 8; 16, 17; 25, 26 nisu deǉivi sa 3 pa pixex jednakosti:
7 = 3 · 2 + 1, 8 = 3 · 2 + 2; 16 = 3 · + 1, 17 = 3 · + 2; 25 = 3 · + 1,
26 = 3 · + 2.

Vidimo da kad brojevi nisu deǉivi sa 3 bez ostatka, kao ostatak
budu brojevi 1 ili 2.

Sliqno obra±ujemo deǉivost sa 4 i 5.

Pixi brojeve koji su deǉivi sa 4: 4, 8, , , , , , , , 40,
pa pixex 4 = 4 ·1, 8 = 4 ·2, 12 = 4 ·3, ,
40 = 4 · 10.
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Gledaj slike

12 13 14 15 16
Slika 57

Pixex: 12 = 4 · 3, 13 = 4 · 3 + 1, 14 = 4 · + , 15 = 4 · + ,
16 = 4 · .
Vidimo da kad brojevi nisu deǉivi sa 4 bez ostatka, ostatak bude
1, 2 ili 3.
A uz deǉivost sa 5 imamo:
Pixi brojeve deǉive sa 5: 5, 10, , , , , , , , 50. Pixi
i jednakosti: 5 = 5 · 1, 10 = 5 · 2, 15 = 5 · , 20 = 5 · , 25 = 5 · ,
30 = 5 · , 35 = 5 · , 40 = 5 · , 45 = 5 · , 50 = 5 · .
Gledaj slike

10 11 12 13 14 15
Slika 58

Pixex

10 = 5 · 2, 11 = 5 · 2+1, 12 = 5 · +2, 13 = 5 · +3, 14 = 5 · 2+4, 15 = 5 · 3.

Vidix da brojevi 11, 12, 13, 14 nisu deǉivi sa 5 bez ostatka. Za 11
ostatak je 1, za 12 je 2, za 13 je 3 i za 14 je 4.
Nastavnik podstiqe zapa¼aǌe da je broj deǉiv sa 4 odn. sa 5 kad se mo¼e

napisati kao proizvod broja 4, odn. 5 i nekog drugog broja. Tako±e podstiqe
zapa¼aǌe da je ostatak uvek maǌi od broja sa kojim se deli.

Za uve¼bavaǌe ovog gradiva i usmeno izvo±eǌe deǉeǌa sa ostatkom, nastav-
nik priprema i slede²e ve¼be:

Jednakosti

17 = 4 · 4 ·+1, 23 = 4 · 5 + 3, 32 = 5 · 6 + 2, 39 = 5 · 7 + 4, itd.

pixemo i ovako

17 : 4 = 4, 23 : 4 = 5, 32 : 5 = 6, 39 : 5 = 7, itd .

1 3 2 4
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i qitamo: 17 podeǉeno sa 4 je 4 i ostatak je 1, 23 podeǉeno sa 4 je
5 i ostatak je 3, 32 podeǉeno sa 5 je 6 i ostatak je 2, 39 podeǉeno
sa 5 je 7 i ostatak je 4.

11.6.6. Deǉivost sa 6, 7, 8 i 9. Na sliqan naqin kao xto je skicirana
obrada deǉivosti sa 4 i 5, obra±uje se deǉivost sa 6 brojeva do 60, sa 7 brojeva
do 70, sa 8 brojeva do 80 i sa 9 brojeva do 90. I ovde se zapa¼a (a ne definixe)
da je broj deǉiv sa 6 kad je proizvod broja 6 i nekog drugog broja i tako ide i
iskazivaǌe deǉivosti sa 7, 8 i 9. Ovo je tipiqno za uqeǌe kroz aktivnosti kroz
koje uqenik formira svoje znaǌe.

Va¼no je napomenuti da se ova obrada deǉivosti ne podudara sa onom gde
se izvode pravila kad je broj deǉiv sa 2, sa 3 itd. Ciǉ ove teme je deǉeǌe sa
ostatkom, brojeva do 20 sa 2, brojeva do 30 sa 3, . . . , brojeva do 90 sa 9. Tipiqne
ve¼be su poput ove:

Raqunaj i pixi xta treba

(i) 17 : 2 = , (ii) 26 : 3 = , (iii) 37 : 4 = , (iv) 44 : 5 = ,

(v) 56 : 6 = , (vi) 67 : 7 = , (vii) 78 : 8 = . (viii) 88 : 9 = , itd.

Kad se uve¼ba deǉeǌe sa ostatkom tada te ve¼be treba izvoditi kao usmeno
raqunaǌe. I kao xto je tablica mno¼eǌa obavezan usmeni fond koji se pretpo-
stavǉa kod izvo±eǌa mno¼eǌa vixecifrenih brojeva jednocifrenim, tako je i
ovo deǉeǌe sa ostatkom obavezan usmeni fond za deǉeǌe vixecifrenih brojeva
jednocifrenim. Znaqaj ove teme objaxǌava i du¼inu ǌene obrade u ovom qlanku.

11.6.7. Daǉa svojstva vezana za odnos mno�eǌa i deǉeǌa. Mno-
¼e²i neki broj drugim (ve²im od 1) dobija se ve²i broj. A dele²i ga, dobija
se maǌi broj. Taj smisao vezan za dve operacije, mno¼eǌe i deǉeǌe, dolazi do
izra¼aja kad se ka¼e da su one suprotne jedna drugoj. To preciznije izra¼avamo
jednakostima gde neki broj prvo mno¼imo (delimo) nekim drugim brojem pa zatim
delimo (mno¼imo) tim istim brojem.

Iz relacija
p = m · n, p : m = n, p : n = m

kad se u drugoj i tre²oj od ǌih p zameni sa m · n dobija se

(m · n) : m = n, (m · n) : n = m.

Kad se u prvoj od ǌih n zameni sa p : m, a m sa p : n, dobija se

p = m · (p : m), p = (p : n) · n.

Odnosno, drukqije pisano

(p : m) ·m = p, (p : n) · n = p

a xto je jedna te ista jednakost.
Kad se obra±uju ova svojstva u realnoj nastavi, oqiglednost koja se posti¼e

korix²eǌem brojevnih slika i rad sa posebnim brojevima dolaze u obzir, a ne
ovakvi formalni postupci.
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Gledaj sliku

4 3 · 4 (3 · 4) : 3
Slika 59

Kad 4 mno�imo sa 3 dobijamo 3 · 4, a kad 3 · 4 delimo sa 3 dobija se
(3 · 4) : 3, a to je 4. Pixemo jednakost

(3 · 4) : 3 = 4.

Da smo mno�ili
sa pisali bismo
4 (4 · 4) : 4 = 4
5 (5 · 4) : 5 =
6 (6 · 4 : ) =
7 ( · 4) : = , itd.

Da smo mno�ili
broj pisali bismo
5 (3 · 5) : 3 = 5
6 (3 · 6) : =
7 (3 · ) : =
8 ( · ) : = , itd.

Da smo mno�ili
sa broj pisali bismo
4 5 (4 · 5) : 4 =
6 7 (6 · ) : =
7 5 ( · 5) : =
8 9 ( · ) : = , itd.
m n (m · n) : m = .

Deca koja su nauqila da koriste slova kao oznake za proizvoǉne brojeve lako
²e dopuniti jednakost u posledǌem redu prethodne ve¼be. Deca takvu jednakost
ne izvode (kao xto smo to mi uradili) jer je to karakteristiqno za deduktivno
mixǉeǌe, nego to svojstvo indukuju iz niza primera zapisuju²i ga u nizu slu-
qajeva u invarijantnom obliku, pa ga na kraju slovno (simboliqki) izra¼avaju.

Tako±e sluqaj kad se neki broj deli pa zatim mno¼i istim brojem obra±ujemo
na sliqan naqin.



14 M. M. Marjanovi²

Gledaj sliku

12 12 : 3 (12 : 3) · 3
Slika 60

Kad 12 podelix sa 3, pa broj 12 : 3 pomno�ix sa 3 dobijax (12 : 3)·3.
Vidix da je to 12 i pixex

(12 : 3) · 3 = 12.

Variraǌem, zamenom para 12, 3 provima 15, 3; 18, 3; 21, 3 itd. kao i
parovima 12, 2; 12, 4; 12, 6, a zatim bilo kojim drugim parom brojeva gde
je prvi od ǌih deǉiv drugim od ǌih razra±uje se navedeni primer i indukuje
slovni zapis (m : n) · n = m.

Qitalac ²e svakako razumeti zaxto insistiramo da je prvi broj u ovim paro-
vima deǉiv onim drugim. Kad nije tako i kad, na primer, pixemo
(17 : 4) · 4 = 17 onda je ova jednakost taqna u skupu racionalnih i realnih
brojeva. Me±utim, u skupu prirodnih brojeva ona nije niti taqna niti netaqna.
U tom skupu ona je besmislena! (U skupu prirodnih brojeva zapis 17 : 4 nema
smisla kao prirodni broj, pa niti to ima izraz (17 : 4) · 4.

11.6.8. Deǉeǌe zbira i razlike. I ovde pravila indukujemo posma-
traju²i posebne sluqajeve i ǌihove ilustracije.

Tri drugara dele 12 crvenih i 6 plavih klikera.

Slika 61

Svaki od ǌih dobija (12 + 6) : 3 klikera. Svaki od ǌih dobija 12 : 3
crvenih i 6 : 3 plavih klikera, a to je 12 : 3+6 : 3 klikera. Mo�ex
da pixex

(12 + 6) : 3 = 12 : 3 + 6 : 3.
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Slika 62

Zamisli slagalicu sa 15 crvenih i 9 plavih klikera. Svaki od ǌih dobija

Slika 63

Mo�ex da pixex

(15 + 9) : 3 = : + : 3.

Posle jednog broja ovako obra±enih primera kad se slagalice ili vide ili
zamixǉaju, deci se zadaju ve¼be poput slede²e.

Pixi brojeve koji nedostaju

(16 + 19) : 2 = 16 : 2 + 10 : 2 = + = .

(36 + 42) : 6 = : + : = + = ,

(48 + 32) : 8 = : + : = + = , itd.

Sliqni primeri se koriste i da se obradi deǉeǌe razlike. Navedimo jox
izvo±eǌe tih pravila u opxtem obliku, koriste²i model sa kutijama u kojima
su dvobojni klikeri.

U svakoj od k kutija nalazi se jednak broj crvenih i plavih klikera. Ukupno
crvenih klikera je m a plavih n. U jednoj kutiji je (m+n) : k klikera. U jednoj
kutiji je m : n crvenih i n : k plavih klikera, a to je m : k + n : k klikera.
Jednaqe²i zapise za broj klikera u jednoj kutiji, dobijamo

(m + n) : k = m : k + n : k.

U svakoj od k kutija nalazi se jednak broj crvenih i plavih klikera. Ukupno,
to je n klikera od kojih su ǌih m plavih. Crvenih klikera je m− n, a u jednoj
kutiji ih je (m− n) : k. U jednoj kutiji je m : k klikera, ǌih n : k su plavi, a
crvenih je m : k−n : k. Jednaqe²i dva zapisa za broj crvenih klikera , dobijamo

(m− n) : k = m : k − n : k.

Navedimo jox primere koji pokazuju primenu prvog od ovih pravila na
deǉeǌe u skupu S100.
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Raqunaj

39 : 3 = (30 + 9) : 3 = 30 : 3 + 9 : 3 = + = ,

52 : 4 = (40 + 12) : 4 = ,

91 : 7 = (70 + 21) : 7 = , itd.
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