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O NEJEDNAKOSTI TROUGLA U AKSIOMATICI
EUKLIDSKE GEOMETRIJE ZA SREDǋE XKOLE

Nesporan je veliki znaqaj tvr±eǌa o nejednakosti trougla u svoj matematici.
Zato bi ovo tvr±eǌe trebalo uvesti, u nastavi euklidske geometrije sredǌe
xkole, na adekvatan naqin. Za takvo uvo±eǌe Hilbertova aksiomatika euklidske
geometrije, za sredǌoxkolce, nije pogodna, texka je. Iz tih razloga je akademik
A. N. Kolmogorov predlo¼io prikladniju aksiomatiku, koju prikazujemo.

Dobro je poznato svakom predavaqu euklidske geometrije (EG) da se nijedan
ǌen kurs ne mo¼e solidno realizovati bez adekvatne aksiomatike. To je bilo
poznato jox Euklidu (oko 330. do 275. g. p.n.e) koji je sadr¼aj svojih epohalnih
Elemenata izlo¼io aksiomatski. Ne²emo se ovde baviti raznim nedostaci-
ma ǌegove aksiomatike (postulata i aksioma). Neki od tih nedostaka bili su
poznati ve² ǌegovim nastavǉaqima, kao xto je Arhimed koji je Euklidovim po-
stulatima dodao 5 novih metriqkih. Ali kasnije, proxli su mnogi vekovi, novih
principijelnih pomaka u aksiomama i dokazima iz Euklidovih Elemenata nije
bilo. U svojoj kapitalnoj kǌizi [2] N. V. Jefimov ka¼e: ,,Strogost Euklidovih
dokaza do 19. veka je bila dovoǉna. Tek krajem tog veka pojavio se kompletan
sistem aksioma na osnovu koga se logiqki ispravno mogla izgraditi euklidska
geometrija“. Pojavila se tzv. Hilbertova aksiomatika (HA) 1899. godine.
Tom aksiomatikom definitivno su napravǉene temeǉne osnove EG na najvixem
nivou. Ona je postala uzor za stvaraǌe aksiomatika i drugih matematiqkih
disciplina.

Ali, ako se radi o nastavi geometrije u sredǌim xkolama, potpun sistem
Hilbertovih aksioma nije preporuqǉiv. Iz slede²ih razloga.

Nastava bilo koje geometrije, pa i drugih matematiqkih predmeta, ne mo¼e
poqeti bez pojma mere du�i i mere ugla. Qak i u nastavi EG na matematiq-
kim fakultetima uvo±eǌe ovih pojmova na osnovu HA podudarnosti, pretstavǉa
te¼ak zadatak. Studenti jedva mogu da usvoje dokaze postojaǌa i jedinstvenosti
pojma du¼ine du¼i. Pri tome se koristi osnovni pojam HA – relacija ,,biti
izme�u“. O Hilbertovoj aksiomatici i zasnivaǌu EG na ǌoj najboǉe je konsul-
tovati enciklopedijsku geometrijsku kǌigu [2].

Qak i jox elementarnija tvr±eǌa, od tvr±eǌa koja definixu du¼inu du¼i,
nije jednostavno dokazati pomo²u HA. Zato se ona u nastavi sredǌe xkole obiqno
pretpostavǉaju kao poznata i ne dokazuju se. Takva su, na primer, tvr±eǌa:
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egzistencija taqke izme±u dve date taqke, egzistencija sredixta du¼i i tvr±eǌe
da su pravi uglovi me±usobno podudarni.

Na primer, da bi se dokazala veoma znaqajna teorema o egzistenciji taq-
ke izme±u dve date taqke, potrebno je kombinovati vixe Hilbertovih aksioma
pripadnosti i aksioma rasporeda, me±u ǌima Paxovu aksiomu. Tek posle ove
teoreme mo¼emo dokazati da izme±u dve date taqke postoji beskonaqno mnogo ta-
qaka, tek se posle ǌe mo¼e definisati pojam du¼i, pojam unutraxǌe taqke du¼i,
pojam vektora, pojam poluprave, pojam ugla itd, pojmova bez kojih geometrija ne
bi ni postojala.

Ali vrlo retko se dokazuje u nastavi sredǌe xkole i tzv. nejednakost tro-
ugla: jedna stranica trougla nije ve�a od zbira druge dve stranice. Ovo
tvr±eǌe ulazi u osnove raznih matematiqkih disciplina, u osnove mehanike, fi-
zike, u osnove tehnike itd. Nejednakost trougla je jedna od intuitivnih osobina
pojma rastojaǌa.

Ovo tvr±eǌe nije lako dokazati na bazi HA a dokazivao ga je jox Euklid u
svojim Elementima, na bazi svojih nepreciznih aksioma. To tvr±eǌe je kori-
stio Arhimed kad je izraqunavao povrxinu ograniqenu parabolom. Euklid je za
dokaz ovog tvr±eǌa koristio slede²u shemu tvr±eǌa: 1) Spoǉaxǌi ugao trougla
je ve²i od bilo kog nesusednog unutraxǌeg ugla, 2) Naspram ve²e stranice le¼i
ve²i ugao, 3) Naspram ve²eg ugla le¼i ve²a stranica. Ta shema dokaza i danas
je prisutna u nekim u­benicima. Prikaza²emo tu shemu koriste²i HA.

Posmatrajmo 4ABC na slici 1. Neka je d(A,C) najve²a du¼ina strani-
ca ovog trougla (qim je ,,najve²a“, ve² se koriste HA kongruentnosti i nepre-
kidnosti). Postoji taqka D na pravoj AB, takva da je d(B, C) = d(B,D) i
da je B izme±u A i D. Tada je 4DCB jednakokrak sa osnovicom CD. Za-
to je ∠BDC = ∠DCB. Budu²i da je B izme±u A i D, to je, u 4ADC,
∠ACD > ∠ADC. Ako iskoristimo tvr±eǌe da naspram ve²eg ugla le¼i ve²a
stranica, mo¼emo zakǉuqiti da je

d(A,B) + d(B, C) = d(A, B) + d(B,D) = d(A,D) > d(A,C).

Kao xto vidimo, da do±emo do ove nejednakosti potrebno je prethodno do-
kazati dva tvr±eǌa: ,,uglovi na osnovici ravnokrakog trougla su jednaki“ i
,,naspram ve²eg ugla le¼i ve²a stranica“. Za dokaze ovih tvr±eǌa koristi se
vixe Hilbertovih aksioma, me±u kojima su aksiome kongruentnosti i aksiome
neprekidnosti.

Slika 1 Slika 2
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Me±utim, ako su uqenici usvojili Pitagorinu teoremu, prema kojoj kateta
nije ve²a od hipotenuze (c2 = a2 + b2 =⇒ c > a ∧ c > b), onda se dokaz lako
mo¼e dobiti prate²i sliku 2. Neka je E projekcija temena A na stranicu BC.
Tada je ∠BEA prav. Zato je d(B,E) < d(A,B) i d(E, C) < d(A,C), xto znaqi
da je d(B,C) < d(A,B) + d(A,C).

Uprkos tome xto je nejednakost trougla jedno od najznaqajnijih tvr±eǌa u
matematici, u nastavi sredǌe xkole ne istiqe se dovoǉno znaqaj ovog tvr±eǌa,
i qesto se i ne dokazuje. Tako da, i danas, mnogi uqenici ne znaju zaxto je
du¼ina du¼i najkra²e rastojaǌe izme±u krajǌih taqaka te du¼i, zaxto je du¼ina
kru¼nog luka ve²a od du¼ine odgovaraju²e tetive itd. Potrebno je u sredǌo-
xkolskoj nastavi ovoj nejednakosti posvetiti malo vixe pa¼ǌe i isticati ǌen
znaqaj u geometriji i drugim matematiqkim oblastima.

Nejednakost trougla se qesto direktno koristi u praksi (pogotovu ǌene po-
sledice). Navedimo jedan dobro poznati praktiqni primer. Sa jedne strane
reke r nalaze se dva sela, selo A i selo B (slika 3). Na²i mesto E na obali
reke gde treba postaviti pumpu koja ²e napajati vodom oba sela ali da du¼ina
ukupnih vodovodnih cevi bude minimalna. Rexeǌe tog zadatka direktno koristi
nejednakost trougla. Odredi se taqka C, simetriqna sa B u odnosu na r. Ta-
da je E = AC ∩ r tra¼ena taqka, jer je, za bilo koju drugu taqku D na reci,
AD + DB = AD + DC > AC = AE + EC = AE + EB. Ovaj primer objaxǌava
i zakon odbijaǌa svetlosti od ogledala.

Slika 3

Pomo²u nejednakosti trougla dokazuje se tvr±eǌe: jedna strana triedra
(bilo da se radi o strani kao delu ravni ili se radi o ǌenoj meri, meri ugla)
maǌa je ili jednaka od zbira druge dve strane a ve�a od razlike druge dve
strane.

Nejednakost trougla se koristi u teoriji realnih brojeva u obliku: za sve
realne brojeve a i b va�i

|a + b| 6 |a|+ |b|
(apsolutna vrednost zbira dva realna broja nije ve�a od zbira apsolutnih
vrednosti tih brojeva). Tvr±eǌe va¼i za bilo koji konaqan broj sabiraka (a
u odre±enim sluqajevima, i za beskonaqni broj sabiraka).
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Ovo tvr±eǌe se lako dokazuje ako se koristi slede²a definicija apsolutne
vrednosti: |x| = x sgnx i ǌena osobina |x| > x. Naime, budu²i da je

sgnx =





1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0,

neposredno dobijamo

|a + b| = (a + b) sgn(a + b) = a sgn(a + b) + b sgn(a + b) 6 |a|+ |b|.

Nejednakost trougla va¼i i za module komleksnih brojeva, za intezitete
vektora, za norme vektora u normiranim prostorima itd.

Posebno, za realnu funkciju f(x) = |x| va¼i nejednakost

f

(
a + b

2

)
6 f(a) + f(b)

2
,

tj. ta funkcija zadovoǉava tzv. Jensenovu definiciju konveksnih funkcija koja
se izra¼ava prethodnom nejednakosti. Ponekad ka¼emo da je u tom sluqaju funk-
cija konveksna ,,na dole“, jer se koristi i pojam konveksne funkcije ,,na gore“
(ustvari, konkavne funkcije) definisane sa

f

(
a + b

2

)
> f(a) + f(b)

2
, a, b ∈ Df .

A sa konveksnim funkcijama postoji veoma mnogo suptilnih nejednakosti koje
se koriste u realnoj matematiqkoj analizi. Na primer, za konveksnu (na gore)
funkciju f(x) = log x, va¼i

log
a + b

2
> log a + log b

2
, a, b > 0.

Odavde dobijamo i odnos geometrijske i aritmetiqke sredine

a + b

2
>
√

ab, a, b > 0.

I mnoge druge poznate nejednakosti u matematiqkoj analizi su uopxteǌa
nejednakosti trougla za realne brojeve. Ilustracije radi navedimo samo jednu.
Kod Rimanovog integrala poznata nejednakost

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|f(x)| dx

qesto se, sa pravom, zove nejednakost trougla za Rimanov integral, jer se
ona dokazuje pomo²u nejednakosti trougla za realne brojeve. Inaqe, ako se u ǌoj
uzme: f(x) = 1, a, b > 0 i ako se umesto a stavi −a, ona se svodi na |b + a| 6
b + a = |a|+ |b|.

Nejednakost trougla se koristi pri definisaǌu raznih pojmova savreme-
ne matematiqke analize kao xto su pomenuti Rimanov integral i du¼ina krive



24 P. Miliqi²

linije. Zatim, nejednakost trougla je omogu²ila da se definixu nove savreme-
ne oblasti matematike. Pomo²u tog pojama se definixu metriqki prostori i
normirani prostori. Pojam raznih mera skupova koristi nejednakost trougla.
Koristi ga i Kolmogorov za aksiomatsko uvo±eǌe pojma verovatno²e itd.

Napomenimo da se u metriqkom prostoru, osim prave nejednakosti trougla
d(x, y) 6 d(x, z) + d(y, z), nekad upotrebǉava i tzv. jaka nejednakost trougla

d(x, y) 6 max{d(x, z), d(y, z)},
koja sa prve tri aksiome metriqkog prostora definixe tzv. ultrametriku i
ultrametriqke prostore.

Zbog nemogu²nosti da se EG u sredǌim xkolama prikladno deduktivno za-
snuje na osnovama HA, metodiqari i pedagozi matematike u bivxem Sovjetskom
Savezu, u drugoj polovini dvadesetog veka, napisali su vixe namenskih sredǌo-
xkolskih u­benika u kojima se navode i posebni sistemi primerenih aksioma,
koje mogu biti osnove za deduktivno usvajaǌe ostalog gradiva iz EG. Prvi takav
sistem aksioma potiqe od A. N. Kolmogorova i ǌegovih saradnika. Posle ǌega
su se pojavile geometrije (sa aksiomatikom) za sredǌe xkole od raznih autora,
jedan od ǌih je A. V. Pogorelov (1983. godine).

Zajedniqka ideja u svim u­benicima koje su ovi metodiqari matematiqari
napisali jeste da se izbegnu Hilbertove aksiome podudarnosti i ǌihove posledi-
ce (uvo±eǌe pojma du¼ine du¼i i mere ugla), kao i Hilbertova osnovna relacija
,,biti izme±u“.

Mi ²emo ovde prikazati Kolmogorovǉevu aksiomatiku (KA), a posebno is-
tiqemo ǌegovu grupu aksioma – aksiome rastojaǌa.

Kao i kod Hilberta, i ova aksiomatika se sastoji iz tri dela: osnovnih
pojmova (koji se ne definixu), osnovnih relacija izme±u osnovnih pojmova (koje
se ne definixu) i osnovnih tvr±eǌa (aksioma) koja se ne dokazuju.

Me±u osnovnnim pojmovima koji se koriste u aksiomatici geometrije svakako
se koriste i pojmovi koji se koriste u celokupnoj matematici: pojam skupa,
pojam realnog broja, pojam preslikavaǌa.

Osim toga, pored osnovnih pojmova taqka, prava, ravan Hilbertove aksi-
omatike, ovde se za osnovne pojmove uzimaju i rastojaǌe izme�u dve taqke i
kretaǌe kao odre�eno preslikavaǌe.

Treba napomenuti da pojmovi taqka, prava, ravan, u realnom svetu, kao neki
stvarni objekti, ne postoje. Ne postoji ni objekat koji odgovara geometrijskoj
definiciji sfere. Ali ovi pojmovi su uobliqeni posmatraǌem realnog sveta,
apstrahovaǌem.

Otuda postoje sumǌe nekih savremenih fiziqara da realnost osnova geo-
metrije ne korespondira sa realnim svetom. (Poznato je, recimo, Ajnxtajnovo
mixǉeǌe o tome.) Ali, to nije nikakv nedostatak geometrije kao nauke, koja je
nastala na pomenutim apstraktnim pojmovima. Naprotiv, sumǌa je potrebna, uo-
stalom, da nije bilo sumǌe u opravdanost petog postulata EG, ne bi postojale
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ni neeuklidske geometrije. S druge strane, nauka (a posebno geometrija) napra-
vila je prve prave korake u svom razvitku onog trenutka kada je apstrahovala i
idealizovala predmete realnog sveta, odnosno, realnog okru¼eǌa.

Dakle, sumǌe u osnovne postavke u nauci i apstrakovaǌa u nauci su nu¼ne.
Da bismo jednostavnije prikazali KA, koristimo slede²e oznake.
Sa E oznaqavamo skup svih taqaka realnog prostora. Osim toga koristi-

mo slede²e oznake: taqke oznaqavamo velikim latiniqnim slovima A,B, C, . . . ;
prave oznaqavamo malim latiniqnim slovima p, q, r, . . . ; ravni oznaqavamo ma-
lim grqkim slovima α, β, γ, . . . . Tako±e koristimo standardne skupovne oznake
∈,⊂,∪,∩, . . . .

Kolmogorovǉeva aksiomatika ima 14 aksioma podeǉenih u 5 grupa. Navodi-
mo ih.

I. Aksiome pripadnosti
I.1. Postoji bar jedna taqka, bar jedna prava i bar jedna ravan. Svaka

prava p i svaka ravan α su neprazni pravi podskupovi skupa svih taqaka E.
I.2. Za svake dve razliqite taqke A i B postoji jedna i samo jedna

prava kojoj pripadaju ove taqke.
I.3. Za svake tri taqke koje ne pripadaju jednoj pravoj postoji jedin-

stvena ravan koja ih sadr�i.
I.4. Prava koja sadr�i dve taqke neke ravni pripada toj ravni.
I.5. Ako dve ravni sadr�e jednu zajedniqku taqku tada one imaju jednu

zajedniqku pravu.
II. Aksiome rastojaǌa
II.1. Za svake dve taqke A i B postoji nenegativan broj d(A,B) koji

nazivamo rastojaǌe od taqke A do taqke B. Pri tome je d(A,B) = 0 ako i
samo ako je A = B.

II.2. Za bilo koje taqke A i B va�i d(A,B) = d(B, A).
II.3. Za svake tri taqke A, B i C va�i d(A,C) 6 d(A,B) + d(B, C).
Sada je mogu²e definisati relaciju ,,biti izme±u“: Taqka B le�i izme�u

taqaka A i C ako su te tri taqke me±usobno razliqite i ako je d(A,C) =
d(A,B)+d(B, C). Ostaje jox da se vidi da li za svaki par taqaka postoji taqka
izme±u ǌih.

III. Aksiome poretka
III.1. Svaka taqka O prave p deli ostali skup taqaka te prave na dva

neprazna podskupa po slede�em pravilu:
1) taqke A i B pripadaju raznim podskupovima ako taqka O le�i iz-

me�u ih;
2) taqke A i B pripaaju jednom podskupu ako jedna od ih le�i izme�u

taqke O i druge taqke.
Taqka O zajedno sa bilo kojim podskupom nastalim od prave p (aksioma III.1)

naziva se poluprava (zrak) sa poqetkom u taqki O.
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III.2. Za svaki nenegativan realan broj a na odre�enoj polupravoj sa
poqetkom u taqki O postoji jedinstvena taqka A takva da je d(O, A) = a.

Sada mo¼emo dokazati tvr±eǌe da za svake dve taqke A i B postoji tre²a
taqka C, tako da je A–C–B.

III.3. Ako jedna od tri date taqke le�i izme�u ostale dve tada te
tri taqke pripadaju jednoj pravoj.

III.4. Svaka prava p ravni α razdvaja skup taqaka koji ne pripadaju
pravoj p na dva skupa α1 i α2 po slede�em pravilu:

1) Ako taqke A i B (A,B ∈ α) ne pripadaju pravoj p (A /∈ p ∧ B /∈ p)
i ako du� AB nema zajedniqkih taqaka sa p (AB ∩ p = ∅) onda obe taqke
pripadaju istovremeno jednom od skupova α1 ili α2, slika 4.1).

2) Ako taqke A i B ne pripadaju pravoj p (A /∈ p∧B /∈ p) i ako du� AB
seqe pravu p (AB ∩ p 6= ∅), tada taqka A pripada jednom od skupova α1 ili
α2 a taqka drugom od tih skupova, slika 4.2).

Slika 4

Posle aksioma rastojaǌa mo¼emo definisati kretaǌe prostora E: Nepre-
kidno preslikavaǌe k : E → E koje odr¼ava rastojaǌa izme±u taqaka, tj. za koje
va¼i

d(k(A), k(B)) = d(A,B),
za sve A,B ∈ E, zove se kretaǌe prostora E.

IV. Aksioma kretaǌa

Ako taqke A,B, A1, B1 pripadaju ravni α i ako je d(A,B) = d(A1, B1),
tada postoje dva i samo dva kretaǌa k1 i k2 koja prevode A u A1 i B u
B1. Ako je α1 jedna poluravan ograniqena pravom AB, tada ona takvim
kretaǌem prelazi u jednu od dve poluravni β1 i β2 ograniqene pravom A1B1.

V. Aksioma paralelnosti

Neka taqka A i prava p pripadaju jednoj ravni α. Ne postoji vixe od
jedne prave u datoj ravni koje prolaze kroz taqku A i paralelne su pravoj p.

Oqigledno je velika razlika izme±u Kolmogorovǉeve aksiomatike i Hilber-
tove aksiomatike EG. Formalno gledano, razlika je i u broju osnovnih pojmova
i u broju osnovnih relacija i u broju aksioma.
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Osnovni pojmovi u obe aksiomatike su isti (taqka, prava, ravan), sa razli-
kom xto kod KA imamo i pojam rastojaǌa koji se mo¼e shvatiti i kao jedna od
osnovnih relacija.

Tri osnovne relacije u HA (,,biti izme±u“, ,,kongruentnost du¼i“ i ,,kon-
gruentnost uglova“), u KA ne postoje.

Prva grupa aksioma (5 aksioma pripadnosti) razlikuju se po sadr¼ini. Ali,
u obe se aksiomatizacije govori o me±usobnim odnosima taqaka, pravih i ravni.
Aksioma paralelnosti iz pete grupe je ista u obe aksiomatizacije. Druga, tre²a
i qetvrta grupa aksioma HA ne postoje u KA. Druga aksioma KA ne postoji u
HA. Dakle, velika je razlika izme±u ove dve aksiomatike i u formalnom i u
suxtinskom pogledu.

Najve²a razlika je u tome xto u KA nemamo dve grupe aksioma HA: 5. grupu,
aksiome podudarnosti i 2. grupu, aksiome neprekidnosti. Zato, da bi se
KA prihvatila kao ekvivalent HA, moraju se napraviti kopqe izme±u aksiome
rastojaǌa KA i aksioma podudarnosti i aksiome neprekidnosti HA.

Pomo²u druge grupe aksioma KA, ,,aksioma rastojaǌa“, kao xto smo videli,
definixe se relacija ,,taqka le¼i izme±u druge dve taqke“, zatim pojam ,,du¼i“
i pojam ,,unutraxǌe taqke du¼i“. Posle toga se definixe izlomǉena linija
(zatvorena, otvorena), te povezani skupovi taqaka ravni i pojam ugla. Uz po-
mo² ,,aksiome kretaǌa“ lako se konstatuje da su dve du¼i podudarne ako su iste
du¼ine. Inaqe se, kao i kod Euklida ka¼e da su dve figure podudarne ako se kre-
taǌem mogu prevesti jedna u drugu. Ali, kod Euklida se ,,kretaǌe“ smatralo kao
osnovni pojam koji se ne definixe. Ovde se pod kretaǌem skupa E podrazumeva
preslikavaǌe E → E koje odr¼ava rastojaǌa.

Hilbertove aksiome neprekidnosti (Arhimedova aksioma i Kantorova aksi-
oma koje se odnose na du¼i) u KA se svode na odgovaraju²e aksiome o realnim
brojevima budu²i da u KA va¼i aksioma rastojaǌa, tj. da je svakoj du¼i jedno-
znaqno dodeǉen jedan nenegativan realan broj.

Dakle, sve aksiome HA mogu da se reprodukuju pomo²u KA pa je KA kompletna
aksiomatika euklidske geometrije.

LITERATURA

[1] L. S. AtanasÂn, V. T. Bazylev, Geometri� I, II, «Prosvewenie rnavb, Moskva, 1987.

[2] N. V. Efimov, Visxa� geometri�, «Nauka», Moskva, 1978.

[3] P. M. Miliqi², Vektorska aksiomatika euklidske geometrije, ,,Arhimedes“, Beograd,
2004.

[4] P. M. Miliqi², Deset tema iz matematike, Zavod za u­benike, Beograd, 2010.

[5] G. P. Sudibor, �lementy analitiqesko� geometrii i geometriqeskih preobrazovani�,
«Vyx®ixaÂ xkola», Minsk, 1981.

[6] ¤. Z. Xuvalova, V. I. Kaplun, Geometri�, «VysxaÂ xkola», Moskva, 1980.

Matematiqki fakultet, Beograd

E-mail : pavle.milicic@gmail.com


