HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEAIBHOJ IITKOJIN

Ip Bepuamua Vopaxumnamuh, np Apud 3omauh

YETNPM METOIE 3A PJEITABAILE
JINMHEAPHUNX KOHI'PYEHIINJA

Teopujy xourpyenruja je yBeo I'ayc y csom njeny Disquisitiones Arithmeticae
1801. roguee. Ou je yBeo U O3HAKY 3a KOHI'DYEHIMje = KOja je U maHac y ymorpebu.
Kao mTo je 1 03HaKa 3a KOHI'DyEHLHUje CINYHA 3HAKY jeJHAKO, TAKO U CaMe KOHIDY-
eHIje MMajy IOCTa CIMYHOCTH C jemHAKOCTMMAa. VIcTakHuUMO ma je penamnuja ,,0uTy
KOHIDYEHTaH MOIYJIO M peslalija eKBUBAJEHIU]je Ha CKyIy Z, Tj. OHA je pe(IeKCUB-
HA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA.

JESUHUIMIA 1. Ako umjenu 6poj m # 0 mujenu pasiury a — b OHZA KaKeMO
na je a xkonezpyenwmar b moxymo m u mamemo a = b (mod m). Y mpoTUBHOM KasKeMO
na a Huje kKonepyewmar b Momyso m u numemo a £ b (mod m).

Tpeba namoMenyTH ma, Kako je @ — b mjesuBO C M aKO U CaMO aKoO je OjesbUBO
¢ —Mm, TO je NOBOJAHO Da3MaTpaTH CaMO CIydajeBe Kaja je 1 IO3UTHUBAH IVjesu
6poj, Tj. kama je m mpupoman. Tarxobhe Tpeba youwru ma moctoju pasnuka uzmebhy
KOHI'DYEHIM]a U OCTaTaKa IIPU IUjesbemy NpUpoaHuM OpojeM. Ako je a uujemu m m
mpuponan 6poj, Tama a mod m TmpencTaB/bha OCTATAK IPU AUjebemy Opoja a Opojem
m. Tako nvmamo ma je 23 = 13 (mod 5), anu je 23 mod 5 # 13.

Jenna kapakrepmsanuja KOHIDYEHIUja je IWPEKTHA mocjkeiuna leopeme O au-
jeBEBmY C OCTATKOM.

TEOPEMA 1. [Teopema 0 mujememy C OCTATKOM| .3a Npou3eo.nar Npupooar
bpoj b u uujeau 6poj a mocmoje jeduncmeenu yujeau bpojesu q u r maxeu 0a je
a=qb+r, 0<r<b.

Bpoj @ Ce 30B€ KOJIMYHUEK a 7" C€ 30B€ OCTaTaK.

Cana u3 medununuje penanuje OUTH KOHTDYEHTAH W MPETXOJHE TEOPEME 3aKJby-
uyyjemo na ako je a = b (mod m), To 3HauM ma noctoju mmjeau Gpoj k Takas ma je
a=km+b.

Mu hemo aHaIM3UpaT PjEITUBOCT JTMHEAPHE KOHI'PYEHIM]e C je THOM HETIO3HATOM,
Tj. KOHI'pYeHIuje 00nnKa

ar =b (mod m),

raje cy a m m mpupoanu 6pojeBu, a b mujenau 6poj.
[Tpuje mero maBegeMo MeTOME 3a PjeMaBame JIUHEAPHUX KOHIDYEHINja, HABEIUMO
HEeKe 0CcOOMHe KOHI'PYEHIN]a.
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TEOPEMA 2. Hexa cy a,b,c,d yujeau 6pojesu, m,my, Mo, ... , My NPUPOOHU

bpojesu u f noaurom ¢ yjesobpojrum Koeduyujenmuma.

I.a=b (mod m) & a—b=0 (modm).

2. Axo je a = b (mod m) u ¢ =d (mod m), onda je ac = bd (mod m), a+ ¢ =
b+d (mod m) ua—c=b—d (modm).
Axo jea =b (mod m) u d|m, onda je a =b (mod d).
Axo je a = b (mod m), onda je ac = be (mod mc) za ceaxu ¢ > 0.
a=b (mod m;),i=1,...,r & a=b (mod nzs(my,...,m;)).
Axo je a =b (mod m) onda je f(a) = f(b) (mod m).

ax = ay (mod m) < z =y (mod %)

P NS R W

Axo je m > 1, nzd(a,m) = nzd(b,m) = 1, me spujedu a® = b¢ (mod m) u
a® = b (mod m), mada je a™*d (> = pr#d(ed) (mod m).

1. Pjemene iuHeapHe KOHI'PYEHIUjE

Pjeweme wonepyenyuje f(x) =0 (mod m), raje je f(x) nomuuom ¢ ujenobpoj-
HUM KOe(UIMjeHTUMA, JeCTe CBAKY [Ujeqau OpOoj & Koju je 3amoBosmaBa. AKO je 21 HEKO
pjememe rourpyeruuje f(x) = 0 (mod m), u x2 = x1 (mod m), ouga je u xo Ta-
koDe pjememe Te KORrpyeHnmje. 3a IBa pjemema T 1 & KaKeMO Ia CY eKeUBaAeHMMa
ako je x = ¢’ (mod m). Ilox Gpojem pjememna KOHIPYeHIUje MOAPA3yMUAjeBaMO 6PO]
HEEKBUBAJIEHTHUX Djellemha.

TEOPEMA 3. Hexa cy a u m npupodnu bpojesu, me b yujeau 6poj. Kowepy-
enyuja
(1) axr =b (mod m)

uma pjewemna ako u camo axo d = nzd(a,m) dujeau b. Axo je osaj ycaos ucnywen,
0HO0G 20PBHa KONZPYERUUIA UMG MawHo d pjeulema MoOYa0 M, U MO

m
—, t=0,1,...d—-1
da s Ly )

20je je xg jeduncmeeno pjewene Konzpyeryuje

xo+t-

Y pany hie OuTu onucaHe 4eTUPU METOJE 3a PjellaBakhe JIMHeAPHUX KOHTPYEHIIN)a
C jeTHOM HEmMO3HATOM, U TO:

1. MeTona cBobema HA MUOYAHTCKY jeIHAYMHY,
2. MeToza TpaHCcopMaluje KoepunrjeHara,
3. Ojneposa meTona,
4. Meromna Koja KopucTu EyKIumoB aaropuram
ITPUMJIEP 1. Pujemmntn rourpyennmjy 42 = 7 (mod 10).

Pjewewe. Karo nzd(4,10) = 2 me mujenu 7, To mocMaTpaHa KOHIDYEHLUja HEMA
pjemema. A
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2. Merona ceobema Ha mUOPaHTCKY jemHAUUHY

Axo je az = b (mod m), onma 6poj m mujenu pa3aury ax—b, Tj. MOpa MOCTOjaTH
ax —b
mujenu 6poj y TakaB ga je

= Yy WIN § eKBUBAJEHTHOM OOJIUKY

(2) ar —my = b.

Bumumo ma e kourpyennumja (1) umatu pjememe ako muodantcka jenpauraa (2) uma
pjememe. Ako je xo pjememe kourpyernuje (1), j. ako je (xg,yo) pjemene mmoGanT-
cke jemnauuue (2), omga Mopa OuTH

(3) axg — myo = b.
Onyamemo smt on jenmaunue (2) jemmaunuy (3) mobujamo za je

alx — xg
y—yozi( )-
m

Karo d = nzd(a, m) mujenu a u m, o Bpujen

&(x — x0)
Y=Y ="—"7—>

d

a Kako ¢y Opojesu a/d m m/d penaTMBHO MPOCTH, Te KAKO je JUjeBa CTPAHA IWjeNn
6poj, To ma 6u u necHa crpaHa Ouia nujean Gpoj Mopa Guth & — xo Ajemuso ¢ m/d.
Taro mobujamo na je

m ) m
r—xg=1t-— maje r=x9+t-—, teZ

d d
Tako nobujamo d HEKOHIDYEHTHUX pjelnema MOLYJIO m KoHrpyenuuje (1), u To:
LI 2m n (d—1)m
o, To+ —, %0+ —,..., & e
050 a4’ 0 d ) s 40 d

IIPUMJIEP 2. Pujemuru MeronoM cBohema Ha AMOMAHTCKY jeqHAUMHY KOHTDYEH-
je
a) 3x =5 (mod 7), 6) 22 =6 (mod 10).
Pjeweme. a) Kako je nzd(3,7) = 1 u xaro 1 | 5, T0 Hama KOHTpyeHIMja UMa
jemuHCTBEHO pjememe. V3 marte koHrpyeHnuje ciaujenu na 6poj 3z — 5 mopa Ourwm

ZjesbuB ca 7, Tj. IOCTOjU nujenu OPOj Y TakaB na je -

=y. To 3maunm ma je
(4) 3z —Ty=5.

Ouuro je jenHo mApTUKYIAPHO pjemene ose jenHauuue (xo,yo) = (4,1) u Bpujean
(5) 3z — Tyo = b.

Onysuvajyhin jemaauunne (4) u (5) nobujamo 3(x—xz)—T7(y—yo) = 0, omakne canjenn
na je x —xg = Tt, t € Z. 3arbyuyjeMo na je pjelemne MmoJa3He KOHIDYyeHI)je

r=Tt+4,t€Z, rtj. z=4 (mod7).
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6) Cama je nzd(2,10) = 2, ma gako 2 | 6, TO mOJAa3HA KOHTPYeHIUja UMa 2
pjemema. AHAJIOTHO TPETXOIHOM IPUMjepy, LOOUjaMO HPUAPYKEHY AUOPAHTCKY je-
muauuay 2@ — 10y = 6 uuje je jeano maprukyiapHo pjememne (8, 1), ma joj je pjemerme

-10

Tj. ¢ = 8+ dbw, w € Z. Iobunu cMo ma je pjememe maTe KOHTpyeHnuje © = 8
(mod 5), mTO MOKEMO 3aIUCATH KAo

r=10t+3 wm x=10t+4+8, t€Z. A

3. Merona TparncpopManuje KoepumujeHara

Kopucrehu uumenuiy ma je penanuja OUTU KOHIPYEHTAH jelHa Pesalnja eKBUBa-
JeHIYje, Te HeHe HaBeleHe 0COOUHe, MU 3aJaH0] KOHIDYEHIUU 104ajeMo (O04y31MaMo)
HEeKYy TPUKJIAIHO OJa0paHy MCTUHUTY KOHTPYEHIN]y KAKO OMCMO TOjeTHOCTABUIN ITTO-
CTYIIaK PjelraBama.

IIpuMJIEP 3. Metomom Tparchopmanuje KoehunujeHaTa pUjemUTH KOHIDYEHIIje
a) 7x =3 (mod 11), 6) 172 = 25 (mod 28).

Pjewemwe. a) Karo je nzd(7,11) = 1 u rako 1 | 3, T0 Hama KOHrpyeHOuja
rMa jeUMHCTBEHO pjememe. lomamo nu 3a1ar0j KOHrpyeHuuju Kourpyermujy 0 = 11
(mod 11), xoja je ounrmemno uctuaMTa, K06UjaMo KoHrpyermmjy 7z = 14 (mod 11).
CrpaTuMo a1 0By KOHTpyeHmujy ca 7 (IITO je H03BOJLEHO) mobujamo

x=2 (mod 11),

IITO U TPEICTaB/ba pjellehe MoJa3He KOHI'PYeHIu]e.

6) 36or nzd(17,28) = 1 u oBa KOHIpyeHUMja UMa jeIUHCTBEHO Djememe. Jo-
namo s joj komrpyenmujy 28z = 0 (mod 28) noGujamo komrpyenuumjy 45x = 25
(mod 28) kojy mokemo ckparuru ¢ 5. Hakom ckpaliuBama mMamMo KOHIDYEHIU)Y

92 = 5 (mod 28), kojoj momajemo kourpyenuujy 0 = —140 (mod 28) u nobujamo
92 = —135 (mod 28). Hakon ckpahusama ¢ 9 mobujamo koHrpyenumjy x = —15
(mod 28), Tj.

=13 (mod 28). A

4. OjnepoBa meToma

3a pjemaBame nuHeapHuX KoHrpyermmja OjrepoBoM MeTOmOM IOTPeOHA HaM je
Ojmneposa Teopema.

AeenHUInIA 2. Pymrmmja ¢:N — N, koja mpupomroM Opojy m OPUAPYXKYje
6poj mpupomHrx OpojeBa MAmLUX WM jeAHAKAX M, KOJU Cy PEJaTUBHO MPOCTU C M,
nazuBa ce Ojaeposa pynryuja.

OjnepoBa ¢yHKUMja je MyJTUIIMKATABHA, Tj. aKO Cy M W N PEIATUBHO MPOCTHU
npupomun 6pojesu, ouna 3a Ojneposy ¢yuruujy spujemn @ (mn) = ¢ (m)-¢ (n). Aro
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jen =p{*-pg?- ... p pacrasmame npupomHor 6poja n > 1 Ha mpocre dakrope,

OHZIa BpUjean
1 1 1
pn)=n- <1—> . (1—> <l—>.
P P2 Pr

Cuernumjanno umMaMo na 3a npoct 6poj p spujemu ¢(p) =p — 1.
IIPUMJIEP 4. Uspauynatu Bpujenuoct Ojnepose ¢yurmuje 3a 13 u 778635.
Pjewewe. Kaxo je 13 upoct 6poj, 1o je ¢(13) = 13 — 1 = 12. Ogpenumo au
KaHOHCKO pacTaBihame bpoja 778635 mobujamo

¢(778635) = ¢ (3% - 5-11% - 13)

1 1 1 1
= A1=Z) (1=2) (1==) - (1=
= 348480. A

TEOPEMA 4. [Ojnep] Heka cy a um npupodnu bpojesu. Axo jenzd(a,m) =1,
onda je
a?™ =1 (mod m).

ITpema Ojireposoj Teopemu mvamo na je a¥(™ = 1 (mod m), a 36or peduek-
CUBHOCTH pesanuje Kourpyernuje spujemu b = b (mod m). V3muoxkumMo am oBe nsuje
korrpyermuje nobujamo ma je a?(™ -b=b (mod m), Tj.

a- (a“’(m)_l : b) =b (mod m).

Ynopeaumo s OBy KOHIDYEHIU]Y ¢ KOHrpyeHnujoM (1), umje pjememe TPaKuUMO, BU-
IAMO Ma je HEHO pjellemhe

z=a?"™"1. b (mod m).

IIpuMIEP 5. OjaepoBoMm MeTOZOM pujemutu KoHrpyeuujy bSx = 4 (mod 12).
Pjewewe. Karo je nzd(5,12) = 1, 1o Hama KOHIDyeHIHMja MMa jeUHCTBEHO
pjememe. Wcropuctumo nu OjrepoBy TeopeMmy M ONUCAHY MeTomy mobujamo ma je
pjeleme moaa3He KOHIPYEHIN]je
z=5°1271 .4 (mod 12) = 5*7! -4 (mod 12)
=125-4 (mod 12) =5-4 (mod 12)
=20 (mod 12) =8 (mod 12). A

5. Merona xoja xopuctu Eykinnor amaropuram

Eyraumos anropuram 3a oxpebusame HajBelier 3ajeJHUUKOr mjesuorna IBa IpU-
poxmna (mujena) 6poja npsu myT je omucan y Eykmumosum FEaemenmuma, aHTUUKOM
ZIjeny o MaTeMaTunu Koje je Hactasno oko 300. roouHe mp.H.e, MAKO ce Bjepyje ma je
asnropuram 6uo mo3rat 6ap 200 roguna paruje. ¥ VII kmusu Faemenama je ncka3au
3a mpupojHe 6pojeBe, a y X KiLU3M je OAaTa HEroBa IPUMjeHA HA VKA.
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Eykaunos aaropuraM je IpBU HETPUBUjAJTHEI AJTOPUTAM KOjU je TPEKUBUO IO Ja-
Hac. Bpuo je eduracan 3a pauyHame HajBeher 3ajeJHMUKOT Ajeamona IBa MPUPOTHA
6poja Koju He 3aXTHjeBa HUXOBY IPETXOAHY (AKTOPU3AINM]Y, 33 KOjy Tpeba Hamome-
HyTW [a OPEeACTABbA jeNaH O TEIKAX MATEMATHUYKUX IPODIIeMa.

AsropuraM mMa BeTUKY ¥ TEOPUjCKY W MPaKTWUHy mpuMjery. Y [4] cy omucame
HeKe OJ IPAKTUYHUX IIPUMjeHa Kao IITO Cy pjellaBame JNHEAPHUX ANO(AHTCKUX jelHa-
UMHA, PjellaBambe JMHeAPHUX KOHIPYEHIMja, oapehuBame My ITUIINKATUBHOT UHBEP3a
y KOHAUHOM IIOJbY U 3a Pa3BOj PALMOHANHOI Opoja y BepwkHK pasioMak. ¥ [3] je
OIIIICAHA METOJWYKA 00pana HACTaBHE TeMe EyKIMIOB ajaropuraM.

Eykmunos asropuram je 3acHoBaH Ha TeopeMu O MUjebeHy C OCTATKOM U Ha
YMLEHUIM MCKA3aHOoj v cibenenoj Teopemu.

TEOPEMA 5. Hexa cy a,b,q ur yujeau 6pojesu maxsu da jeb>0,0<r <b
ua=bg+r. Tada je nzd(a,b) = nzd(b,r).

TEOPEMA 6. [Eyrammos anropuram| Hexa ¢y a ub > 0 yujeau 6pojesu. IIpem-
nocmasumo 0a je yaacmonmom npumjenom Teopeme o dujeseny ¢ ocmamrom 0o-
bujen Hu3 jedHakocmu

a=bq + 11, 0<r <b,
b:7‘1q2+T2, 0<’f‘2<7“1,
T1 = T2q3 + T3, 0<r3<ry,

ri—2 =Tj-1q4; + 7y, 0< ri <Tji-1,
Tj-1 = Tjgj+1-
Tada je nzd(a, b) jeonax r;, mj. nocoedmem 0CMAMEY Pazauumonm o0 nyse. Bpu-

jeornocmu 3a Ty u Yo y uspasy nzd(a,b) = axo+byy Mmozy ce dobumu uspancasamem
c8aKO2 0CMAMKG T; KA0 AuHeapHe Kombunayuje 00 a u b.

Pjememe konrpyennuje (1) mobujamo IpuMjeHOM DEKypP3UBHE pejaluje
1'71:17 1'0:07 Tj=Tj—2 — qiTi—1, Z:1727 7ja

raje je j MHIEKC HOCJbeJier OCTaTKa y EyKInI0BOM alaropuTMy koju je paznuuut ox 0,
a ¢; cy KonuuHuAny 13 EykannoBor anroputMa. ¥ TOM CIydYajy pjellere KOHI'DYEHIH]je

(1) je
rz=ux; (modm).

Kpo3 npumjepe fiemo mokasatu pjemasame xourpyennuje ax = b (mod m) y 4 cuy-
vaja:
1. nzd(a,m) =b =1, 2. nzd(a,m)=1,b>1,
3. nzd(a,m) =b # 1, 4. b > nzd(a,m) > 1.
IIpumjep 6. Pujemmru kourpyenmujy 5x = 1 (mod 7).
Pjewewe. Onpenumo nzd(5,7) EyrmunoBuM ajaropurMom.

5=7-0+5 7=5-1+2, 5=2-241, 2=1-2.
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Ilo6unu cmo ma je nzd(5,7) = 1, ma HaIa KOHTDYeHIUja UMa jeIUHCTBEHO Djellene
Koje moOmjaMo IPUMjEeHOM HaBeNEHE PEKYyp3UBHE pejaluje.

¢ | —=1]0(1 2 13
Qi 0] 1
| 1 lol1]=1]3

Ilobumu cmo na je x =3 (mod 7) pjememe nmonasue KoHrpyernuje. A\

IIpuMJIEP 7. Pjemuru xourpyennujy 7z =5 (mod 9).
Pjewemwe. Onpenumo nzd(7,9) EyrmunoBuM ajaropurMom.
7=9-04+7, 9=7-1+2, 7=2-3+1, 2=1-2.
Hobumu cmo u ozaje na je nzd(7,9) = 1 na Hama KOHIpyeHOUja UMa jeIUHCTBEHO

pjeneme.

1 | —=1]0]1]| 2
q; 0 1
z; | 1 |01 -1

Amanorno nperxomaoM npumMjepy je ' =4 (mod 9) pjemene kourpyenmmje 7Tx =
1 (mod 9), ma je pjemene nosasHe KOHTPYEHIN]e
x=5-4=20=2 (mod9). A

IMpuMJEP 8. Pujemuru xourpyennujy 24x = 3 (mod 39).
Pjewewe. Ilpumujernmo EykmmnoB amropura.
24=39-0+24, 39=24-1+15, 24=15-1+9,
15=9-14+46, 9=6-14+3, 6=3-2.
Bumavo na je d = nzd(24,39) = 3, na kako 3 | 3 T0 KOHrpyeHIMja UMa 3 pjemena.
Pjememe nonasne kourpyenmnuje je

xE@—}—t-% (mod m), t=0,1,...,d—1,

raje je k MHIEKC MOC/LeIIer HEHYJITOT OCTATKA y EyKIMITOBOM aJropuTMy.

i|-1]lol1] 2 [3]|4]5
@ 0] 1 1] 1 |1
0[1|-1]2]-3|5

ZT; 1

Iobumu cmo 1a je pjememe Hame kourpyernuje 24z = 3 (mod 39) mato ¢
1:55—!—2%%:54—1315, t=0,1,2,

tj. £ =5,18,31 (mod 39). A
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ITPUMJIEP 9. Pujemmtu rourpyenumjy 1952 = 57 (mod 231).

Pjewewe. pumujernvo Eyrimmnos anropuram xa oxpeaumo nzd(231,195).

195=231-0+195, 231=195-1+36, 195=236-5+ 15,
36=15-2+6, 15=6-24+3, 6=3-2.

Hobumu cvo na je d = nzd(195,231) = 3. Kako 3 | 57 To mara KOHrpyeHIuja uma
pjememe (uma 3 pjememna).

dopuupajmo kourpyenunjy ¢'u = b (mod m’), raje je o’ = a/d, ¥ = b/d u
m’ = m/d. Kako je nzd(a’,m’) = 1, To mocmenma KOHIDYEHIMja UMA jeUHCTBE-
HO pjememe. Y HameMm mpumjepy mMamo na je o' = 195/3 = 65, b/ = 57/3 = 19
um' = 231/3 = 77. HanomennMo ga cy komuyeniy y EyRImmoBoM aaropurmy
3a ogpebusame nzd(a’,m') jenmaku xonuurumMa u3 Eykmumosor amropurMa 3a of-
pebusame nzd(a,m). Vickopuctumo Ty UMIEHUIY M NPUMUjEHAMO HABENEHY DEKYpD-
3UBHY peJanujy Ia pujemnmo Kourpyenuujy 65u = 19 (mod 77).

il —-1]0]1] 2 [3] 4
¢ 0| 1 ]5] 2 |2
w | 1 ]o|l1|-1]6]|-13]32

Nmamo ma je
u=wu;- b =32-19=608=69 (mod 77)
pjememe rourpyernuje 65u = 19 (mod 77). Ha kpajy, kopucrehu gopmyiy
r=u+t-m" (modm), t=0,1,...,d—1,
mobujamMo pjemema MoJa3He KOHIPYeHImje.

T = 69,69+ 77,60 +2- 77 = 69,146,223 (mod 231). A
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