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Matematika i realni svet

Xta je to matematika? Odgovori na sliqna pitaǌa vezana za druge nauke
obiqno govore o qemu su one. Na primer, da je zoologija nauka o ¼ivotiǌama,
botanika – nauka o biǉkama, itd. A o qemu je matematika?

Matematika je nauka o kvantitativnim odnosima i prostor-
nim formama realnog sveta.

(Andrej N. Kolmogorov1)

Za pravilno shvataǌe ove formulacije va¼no je biti naqisto s tim da kvan-
titativni odnosi i prostorne forme ne postoje u prirodi u qistom vidu. A u
matematici se oni upravo izuqavaju u qistom vidu: brojevi, a ne skupovi mate-
rijalnih objekata, geometrijske figure, a ne oblici tela koja realno postoje u
prirodi. To se posti¼e zahvaǉuju²i misaonom procesu odvajaǌa od materijal-
nog sadr¼aja objekata realnog sveta i koncentrisaǌa na kvantitativne odnose
i prostorne oblike. U filozofiji se takav misaoni proces naziva apstrako-
vaǌem, a ono xto se dobija kao rezultat apstrakovaǌa – apstrakcijama, ili
apstraktnim objektima. Na taj naqin, matematika je apstraktna nauka,
tj. nauka o apstraktnim objektima.

Matematika je nauka o apstraktnim koliqinama; apstrakt-
na koliqina je ono xto izuqavamo samo umom, odvajaju�i ga u umu
od materije i sluqajnih pojava.

(Kasiodor, VI v.n.e.)

Apstraktni objekti se ne pojavǉuju samo u matematici. U fizici se, na
primer, razmatraju modeli atomskog jezgra, u botanici vrste rastiǌa, u zoo-
logiji klase ¼ivotiǌa; sve su to apstraktni objekti, ali ni za fiziku, ni za
botaniku, ni za zoologiju ne ka¼emo da su apstraktne nauke. Radi se o tome da se
sva razmatraǌa apstraktnih objekata u tim naukama sprovode uz neprekidno upo-
re±ivaǌe dobijenih rezultata sa staǌem stvari u realnom svetu. Matematika,

1 «Matematika»// Bol~xaÂ SovetskaÂ ¤nciklopediÂ
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me�utim, ne izlazi van granica svojih apstrakcija. Ona ih razmatra kao po-
lazne qiǌenice, ne vode²i raquna o ǌihovom poreklu i potpuno iskǉuquju²i
realnost dok ih izuqava.

Apstrakcija se u matematici povezuje s idealizacijom, tj. davaǌem
apstraktnim objektima takvih osobina kojih nema u ǌihovim realnim izvorima.
Na primer, zbog karakteristika ustrojstva materije, nijedan realni predmet ne-
ma taqne dimenzije. U matematici, me±utim, svaka du¼ ima potpuno odre±enu
du¼inu, svaki ugao potpuno odre±enu ugaonu meru itd. Zahvaǉuju²i tome je u
matematici mogu²e dobiti taqne rezultate o ǌenim objektima. Matematika je
egzaktna nauka.

Kao polazni materijal za apstrakciju i idealizaciju u matematici se kori-
ste ne samo predmeti realnog sveta, ve² i ranije apstrakovani objekti. Tako se
formiraju ,,apstrakcije od apstrakcija“ (na primer, topoloxke algebre) u koji-
ma je, na prvi pogled, texko primetiti kvantitativne odnose i prostorne forme
okru¼uju²e realnosti, ali koje ipak vode poreklo od ǌih.

Na taj naqin, mada su objekti matematike apstraktni, oni ipak nisu qisto
misaone konstrukcije, ve² su povezani s realnox²u. Zbog toga svako otkri�e u
matematici govori nexto novo i o realnom svetu.

Nema nijedne oblasti matematike, koliko god apstraktna ona
bila, koja ne�e kad-tad na�i primenu na pojave realnog sveta.

(Nikolaj I. Lobaqevski)
Koliko god da su, reklo bi se, daleki od realnosti neeuklidska geometri-

ja ili funkcije sa vrednostima u Klifordovim algebrama, i oni nalaze svoju
primenu pri izuqavaǌu fiziqkih procesa. Xirina primena matematike je
neograniqena, i razlog tome se krije upravo u ǌenoj apstraktnosti, jer xto je
apstraktniji neki pojam, to je xiri krug pojava koji on obuhvata.

Jezik

Mada su matematiqki objekti misaoni, a svako misli na svoj naqin, matema-
tiqarima ipak uspeva da se usaglase u vezi svojih apstraktnih objekata. To se
posti¼e zahvaǉuju²i jednom od najve²ih dostignu²a qoveqanstva – jeziku.

ǈudska civilizacija je proizvod jezika, a jezik je proizvod ci-
vilizacije koja se razvija. Sloboda misli je mogu�a zahvaǉuju�i je-
ziku: blagodare�i ǌemu se osloba�amo potpune zavisnosti od tre-
nutnog raspolo�eǌa.

(Alfred Uajthed)
Jezik predstavǉa sredstvo komunikacije me±u ǉdima. Pomo²u jezika iz-

ra¼avamo svoje misli i saopxtavamo ih drugima. Pisani jezik slu¼i kao sred-
stvo quvaǌa informacija i ǌihovih prenoxeǌa, ne samo od qoveka qoveku, ve² i
od pokoleǌa k pokoleǌima. Zahvaǉuju²i ǌemu, qoveqanstvo nagomilava znaǌa i
i kre²e se napred u svom razvitku.

Vixe od toga, jezik poma�e i u dobijaǌu znaǌa. Verovatno bismo i bez
jezika nekako shvatili da qovek ima isto toliko nogu koliko ruku. Ali nije
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mogu²e bez jezika dobiti tako jednostavan rezultat kao xto je jednakost

9 876 543 210− 123 456 789 = 9 753 086 421.

Ovaj primer pokazuje da nam jezik poma�e da shvatimo takve stvari koje se-
bi qak ne mo�emo predstaviti. Nemogu²e je sebi predstaviti gore napisani
rezultat; shvatiti ga koriste²i jezik sposoban je svaki uqenik qetvrtog razre-
da. Isto tako, nemogu²e je predstaviti sebi da se svetlost prostire brzinom od
300 000 km/s, dok je shvataǌe toga pomo²u jezika sasvim dostupno.

Na taj naqin, jezik je oru�e misli, ne samo sredstvo ǌihovog izra¼avaǌa,
ve² i naqin ǌihovog postojaǌa. Misli se izvrxavaju jezikom. Dexava se da
nam se qini da sve razumemo ali ne mo¼emo da iska¼emo. Ali uvek se posle
poka¼e da smo mogli da iska¼emo i nexto xto nismo razumeli. Zato je najboǉi
naqin da sebi razjasnimo misli – da pokuxamo da ih pretoqimo u reqi. Biraju�i
reqi, preciziramo misli.

Misli se meǌaju u zavisnosti od reqi kojima su izra�ene. Ne
daju misli znaqaj reqima ve� reqi mislima.

(Blez Paskal)

Qesto se stvari koje su mi se qinile istinite dok sam samo
mislio o ǌima ispostave la�ne kada ih zapixem na papiru.

(Rene Dekart)

Matematika i jezik

Jezik igra veliku ulogu u nauci.

Vextina razmixǉaǌa svodi se na dobro razvijeni jezik . . . Req
treba da dovede do ideje; ideja treba da izra�ava delo; to su tri
otiska jednog istog peqata; i kako se ideje quvaju i izra�avaju
reqima, to, ako se ne usavrxava jezik, ne usavrxava se ni nauka, i
obratno; i koliko god bili taqni podaci, i koliko god bile isprav-
ne ideje ǌima generisane, oni bi ipak izazivali la�ne predstave
ako ne bismo imali taqne izraze da ih prenesemo . . .

(Antoan Lavoazje)

Ali posebno je bitno va¼na uloga jezika u matematici. Razlog je ǌena
apstraktnost. Matematiqki objekti su misaoni, a mixǉeǌe se usavrxava je-
zikom, zato se svo matematiqko stvaralaxtvo usavrxava jezikom. Jezik
poma¼e matematiqarima da se izbore sa svetom apstraktnih objekata pomo²u
konkretnih znakova.

Apstraktne objekte ne mo¼emo videti ,,oqima lica“, mogu se videti samo
,,oqima uma“ (Galilej). Informaciju o tome xta treba videti oqima uma mo¼emo
dobiti samo pomo²u jezika. Zato matematiqari dr¼e najstro¼u disciplinu pri
upotrebi jezika, i vrlo su netrpeǉivi prema najmaǌim netaqnostima formu-
lacija. To mo¼e izgledati kao preterani pedantizam, ali uslovǉen je samom
prirodom matematike.
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Konstrukcija bilo koje matematiqke teorije vrxi se pomo²u jezika. Ona
poqiǌe upoznavaǌem objekata prouqavaǌa, ali ne sasvim obiqnim upoznavaǌem.
Kako su objekti uzuqavaǌa apstraktni, ne mogu se pokazati. Ostaje samo da se
iska¼e xta su oni. Zato matematiqka teorija poqiǌe opisivaǌem objekata izuqa-
vaǌa. Na takvom opisivaǌu poqivaju sva daǉa tvr±eǌa o objektima izuqavaǌa.
Teorija, pak, predstavǉa sistem tvr±eǌa koji izra¼avaju sudove o objektima
prouqavaǌa, zasnovanih na tim opisima.

Istina i la�

Sloboda izra¼avaǌa koju jezik omogu²ava ima i svoje naliqje – jezik mo¼e
da nas udaǉi od realnosti. Jednakom lako²om mo¼emo da ka¼emo da je sneg beo i
da je on crn, da je 2×2 = 4 i da je 2×2 = 5. Neophodno je u iskazima razlikovati
istinu i la¼.

Istina – u najxirem smislu te reqi – jeste saglasnost sa realnox²u. O
tome govori i sama req ,,istina“, u kojoj se bez truda prepoznaje mnogo starija
req ,,jestina“, koja oznaqava ,,to xto jeste (ustvari, u realnosti)“. Na taj naqin,
istina – to je ono xto jeste, zaista.

ISTINA ≡ JESTINA ≡ To xto jeste (ustvari)

Onaj koji govori o stvarima u saglasnosti s tim kakve one
jesu, govori istinu, onaj koji govori o ǌima drugaqije – la�e.

(Platon)

Saglasno prethodnom, iskaz se smatra: istinitim ako on govori o takvom
staǌu stvari koje odgovara realnosti; la�nim ako on govori o staǌu stvari
koje u realnosti ne va¼i.

Na primer, tvr±eǌe

Volga se uliva u Kaspijsko more

je isitinito jer se Volga zaista uliva u Kaspisjko more. A tvr±eǌe

Volga se uliva u Baltiqko more

je la¼no jer u realnosti stvari stoje drugaqije.

Obratimo pa¼ǌu: istinite ili la¼ne mogu biti samo one reqenice koje go-
vore o nekom staǌu stvari. Takve reqenice nazivamo potvrdnim. Za razliku od
ǌih, upitne reqenice (,,Koliko je sati?“), uzviqne (,,´ivele muze!“), naredbo-
davne (,,Obrij se!“) i mnoge druge ne saopxtavaju o nekom staǌu stvari i zato ne
mogu biti ni istinite ni la¼ne. U daǉǌem, kada budemo govorili o iskazima,
uvek ²emo imati u vidu potvrdne reqenice.

Postoje jox i takozvane besmislene reqenice, koje su gramatiqki konstrui-
sane kao potvrdne, ali, za razliku od ǌih, ne govore ni o kakvom staǌu stvari.
ǋih ne treba mexati s la¼nim iskazima. Reqenica ,,broj 3 je paralelan broju
2“ besmislena je, jer relacija paralelnosti za brojeve nije definisana. Zbog



Realni svet, matematika, jezik, logika 5

toga ona nije ni istinita ni la¼na. Za razliku od ǌe, reqenica ,,broj 3 je jednak
broju 2“ la¼na je, ali nije besmislena. Vixe od toga, proglaxeǌe te reqenice
la¼nom zasnovano je na ǌenoj smislenosti – razumemo o qemu se govori u toj
reqenici, i vidimo da stvari stoje drugaqije.

Istina i dokaz

Da li je iskaz taqan ili la¼an, zavisi, po pravilu, ne samo od samog iskaza,
ve² i od objekata o kojima se u ǌemu govori. Ukoliko bismo posmatrali iskaz
,,Ivan je vixi od Petra“, ne mo¼emo da znamo da li je on taqan jer to zavisi jox
i od Ivana i Petra.

Mo¼e se dogoditi da je najboǉi naqin da se ustanovi da li je neki iskaz
taqan – da se o tom uverimo na oqigledan naqin, sliqno kao xto se uveravamo u
istinitost (ili la¼nost) iskaza ,,Pada sneg“. Me±utim, qesto je takav pristup
nerealan. I ne radi se qak ni o tome da objekti koji se pomiǌu u iskazu mogu
biti nedostupni neposrednom posmatraǌu, ve² o tome xto savrxeno oqigledna
tvr±eǌa mogu da se poka¼u netaqnim. ,,Oqigledno“ je da je kaxika koja stoji u
qaxi s vodom prelomǉena; u stvarnosti ona je cela. ,,Oqigledno“ je da se Sunce
okre²e oko Zemǉe – u realnosti stvari stoje drugaqije. Istinu je potrebno
potvrditi.

Misaone procedure pomo²u kojih se potvr±uje taqnost tvr±eǌa nazivaju se
dokazom tog tvr±eǌa. Ciǉ dokaza je da se tako pove¼e ono xto se tvrdi s realnim
staǌem stvari, da istinitost tvr±eǌa postane oqigledna. U nekim sluqajevima
je za to dovoǉno prosto posmatraǌe, u drugim je neophodan specijalno postavǉen
eksperiment, a u tre²im – jox ponexto. Svaka nauka raspola¼e sopstvenim sred-
stvima za potvrdu istinitosti svojih rezultata.

Znaqajno je da dokaz ne samo da potvr±uje istinitost tvr±eǌa, ve² i poma¼e
u razumevaǌu onoga xto se tvrdi. Jer, upore±uju²i tvr±eǌe s realnim staǌem
stvari, mi uspostavǉamo veze izme±u ǌih i, zahvaǉu²i tome, shvatamo zaxto
dato tvr±eǌe va¼i. Na taj naqin, dokaz je jedan od puteva pomo²u kojih dolazimo
do razumevaǌa.

Ali ne treba misliti da zahvaǉuju²i dokazima dobijamo mogu²nost da se
vixe ne oslaǌamo na oqiglednost.

Oqiglednost je osnovni fakat iz kojeg sledi sve veliko.
(Alfred Uajthed)

Ne oslaǌaju²i se na oqiglednost, mi vadimo kaxiku iz qaxe s vodom. I
vidimo da kaxika nije prelomǉena. Jednu oqiglednost zameǌujemo drugom ko-
ja nam se qini verovatnijom. Dokaz je sredstvo kojim ograniqavamo primenu
oqiglednosti u takav okvir kojim je, kako nam se qini, grexka iskǉuqena.

Me±utim, dokaz nije samo to. Zahvaǉuju²i dokazima oblast onoga xto nam se
qini oqiglednim postepeno se proxiruje. Dokazuju²i popuǌavamo razmak izme±u
onog xto tvrdimo i onog xto realno postoji, pomo²u niza oqiglednih detaǉa,
povezanih oqiglednim vezama. Vremenom stiqemo sposobnost da uoqavamo neke
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od tih koraka ,,na prvi pogled“ – tada takvi nizovi detaǉa i qiǌenice koje oni
potvr±uju postaju oqigledni.

I razumevaǌe dokaza se u krajǌoj liniji oslaǌa na oqiglednost. Prouqa-
vaju²i gotov dokaz, u poqetku posmatramo ǌegove posebne korake. Kada nam ti
koraci postanu oqigledni, ka¼emo da smo ih razumeli. Zaim pokuxavamo da
,,ulovimo“ vezu izme±u tih koraka, posle qega nam postanu jasni qitavi delovi
dokaza. Onda pokuxavamo da razumemo veze izme±u tih delova itd. Najzad na-
stupa momenat kada uspevamo da misaono obuhvatimo dokaz kao nexto celo. Tada
nam dokaz postaje jasan u celini i ka¼emo da smo ga razumeli.

Analogno stoji stvar s razumevaǌem uopxte. U poqetku razumemo samo ono
xto je neposredno oqigledno. Ali oblast neposredno oqiglednog je za nas ogra-
niqena. Dokaz je sredstvo kojim se ta oblast proxiruje. Dokaz je instrument
proxireǌa naxe sposobnosti za uvi±aǌe oqiglednog i za razumevaǌe.

Istina u matematici

Posmatrajmo neko jednostavno matematiqko tvr±eǌe, na primer,

(1) 1 + 1 = 2.

Texko da bi neko posumǌao u ǌegovu istinitost, ali priznati ga istinitim
na prvi pogled nije u saglasnosti s reqenim vixe. Zaista, istinitim smo se
dogovorili da nazivamo tvr±eǌa koja odgovaraju realnosti, a u realnosti ne
postoje takve stvari kao xto su 1 i 2 (jer su brojevi, kao i svi matematiqki
objekti, apstraktni). Sledi da tvr±eǌe (1) govori o staǌu stvari koje ne postoji
u realnosti (jer u ǌoj ne postoje objekti o kojima je req u tvr±eǌu) i zato bi
ga trebalo proglasiti la¼nim.

Izlaz bi se mogao potra¼iti tako xto bi se objavilo: istinitost jednako-
sti (1) oznaqava da su istinite ǌegove ,,konkretne realizacije“: 1 jabuka + 1
jabuka = 2 jabuke, itd. Proxirivaǌe takvog shvataǌa istinitosti na ostala
matematiqka tvr±eǌa znaqilo bi da se istinitost u matematici pokazuje putem
eksperimenata s predmetima sveta koji nas okru¼uje. To se, me±utim, uopxte ne
sla¼e s praksom matematiqkog istra¼ivaǌa: geolog proverava ispravnost svojih
izvo±eǌa na geoloxkoj ekspediciji, aviokonstruktor na trena¼nom poligonu, a
matematiqar – za pisa²im stolom. Ne, ispravno rexeǌe ovog problema treba
tra¼iti na drugi naqin.

Podsetimo se da je matematika apstraktna nauka. ǋeni apstraktni objekti
qine apstraktnu matematiqku realnost koja i predstavǉa objekat neposrednog
izuqavaǌa u matematici. Sva tvr±eǌa matematiqara odnose se upravo na tu
apstraktnu matematiqku realnost. Zbog toga se pod istinitox²u u matemati-
ci podrazumeva saglasnost s upravo tom matematiqkom realnox²u. Tvr±eǌe je
istinito u matematici ako ono opisuje staǌe stvari koje postoji u matematiq-
koj realnosti; ono je la¼no u matematici ako opisuje staǌe stvari koje u toj
realnosti ne va¼i.

Naravno, mo¼e nas interesovati da li se staǌe stvari u matematici sla¼e
s onim koje postoji u realnom svetu. Me±utim, pre nego xto odgovorimo na to
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pitaǌe, treba ga razumeti, a za to je potrebno na²i naqin kako matematiqko
tvr±eǌe protumaqiti kao tvr±eǌe o realnom svetu. Jasno je da ²e posle takve
interpretacije tvr±eǌe prestati da bude qisto matematiqko, tako da ²emo, ume-
sto da govorimo o istinitosti u matematici, ustvari govoriti o istinitosti
primene matematike. Ona, pak, ne zavisi samo od matematike, ve² i od toga
ko i kako primeǌuje matematiku na realni svet i kako on tumaqi tako dobijene
rezultate.

Jedno isto tvr±eǌe mo¼e da dopuxta i ispravne i neispravne primene. Tako
tvr±eǌa

1 slon + 1 slon = 2 slona

i
1 slon + 1 slon = 2 ¼ivotiǌe

predstavǉaju ispravnu, odnosno neispravnu primenu jednakosti (1).

Matematika i dokaz

Kako je ve² reqeno, tvr±eǌe je istinito ako odgovara realnosti. Iz tvr±eǌa
samog po sebi, uopxte govore²i, nije mogu²e utvrditi da li je istinito ili
la¼no – potrebno ga je uporediti s realnox²u.

To upore±ivaǌe je priliqno te¼ak posao. Qak i ako se u tvr±eǌu govori o
dobro poznatim objektima, mogu se pojaviti ozbiǉne texko²e – dovoǉno je setiti
se tvr±eǌa ,,Sunce se okre²e oko Zemǉe“. Kako onda stoji stvar s matematikom
qiji su objekti apstraktni? Kako uporediti tvr±eǌe o apstraktnoj realnosti
sa samom tom realnosti?

Podsetimo se da su u matematici sva naxa znaǌa o objektima koje prouqavamo
sadr¼ana u tvr±eǌima o tim objektima. Znaqi, da se ubedimo u istinitost
ili la¼nost nekog matematiqkog tvr±eǌa mo¼emo samo putem upore±ivaǌa tog
tvr±eǌa s onim tvr±eǌima za koje je ve² obavǉena procedura proveravaǌa. To
upore±ivaǌe ostvaruje se putem specijalnih misaonih procedura koje nazivamo
rasu±ivaǌem. Rasu±ivaǌe kojim se ube±ujemo u istinitost tvr±eǌa nazivamo
dokazom tog tvr±eǌa. Tvr±eǌa za koja su dokazi na±eni zovu se dokazanim
tvr�eǌima, ili teoremama.

Dokaz teoreme mo�e se opisati kao putaǌa koja, polaze�i od
tvr�eǌa . . . , jasnih samih po sebi, vodi kroz uzastopne etape do
takve psiholoxke situacije u kojoj teorema postaje oqiglednom.

(Rene Tom)

U drugim naukama, za potvrdu istinitosti tvr±eǌa koriste se posmatraǌa,
ogledi, specijalno postavǉeni eksperimenti. U matematici se koristi samo
jedan metod potvrde istinitosti – dokaz. Zato ka¼u: matematika – to je
dokaz.

Svi znaju u qemu se sastoji predmet matematike i da se on
sastoji iz dokaza.

(Blez Paskal)



8 A. H. Naziev

Granice matematike obuhvataju oblasti svih dokaznih raz-
matraǌa koja se odnose na bilo koju nauku koja je dostigla ta-
kav stepen razvitka pri kojem ǌeni pojmovi mogu biti opisani
u apstraktnoj logiqko-matematiqkoj formi.

(§er± Poja)

Od vremena starih Grka, re�i ,,matematika“ znaqi re�i
,,dokaz“.

(Nikola Burbaki)

Ali dokaz ne samo da nas uverava u istinitost tvr±eǌa, on tako±e pokazuje
iz kojih qiǌenica sledi to xto se tvrdi. Samim tim, dokazi uspostavǉaju veze
me±u tvr±eǌima matematiqara. To, izme±u ostalog, pokazuje da poznavaǌe dokaza
obezbe±uje boǉe usvajaǌe materijala, jer dokazi sistematizuju znaǌa, a odavno je
prime²eno da je sitematizovano znaǌe dubǉe i korisnije od nesistematizovanog.
Dokazi qine povezuju²u nit pomo²u koje matematika postaje ¼ivi organizam a ne
gomila tvr±eǌa.

Kako je matematika – dokaz, to je svaki matematiqki zadatak, zadatak do-
kazivaǌa. Zato, rexiti matematiqki zadatak znaqi: a) formulisati i
b) dokazati neku teoremu. Rexiti jednaqinu 3x + 4x = 5x znaqi formulisati
i dokazati teoremu: ,,3x + 4x = 5x ako i samo ako je x = 2“. Rexiti zadatak u
kojem se tra¼i da se na±e povrxina trougla sa stranicama 13, 14 i 15 cm zna-
qi formulisati i dokazati teoremu: ,,Ako su stranice trougla jednake 13, 14 i
15 cm, tada je povrxina trougla jednaka 84 cm2“. Isto tako stoje stvari s bilo
kojim drugim zadatkom.

Praksa kao kriterijum istine u matematici

Posle svega reqenog u prethodnom odeǉku o dokazima, mo¼e se uqiniti da
upravo dokazi predstavǉaju kriterijum istinitosti u matematici. Naglasimo
da to nije taqno. Kao i u drugim naukama, kriterijum istinitosti u mate-
matici je praksa. Samo xto ovde pod praksom ne treba razumeti materijalnu,
ve² matematiqku realnost, tj. praksu matematiqkih istra¼ivaǌa. Razjasnimo
ovo.

Tipiqni matematiqki tekst ima slede²i obrazac:

Teorema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dokaz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Req ,,teorema“ u sliqnom kontekstu jeste skra²ena formulacija iskaza:
,,Tekst koji sledi predstavǉa teoremu“; req ,,dokaz“ zameǌuje iskaz: ,,Tekst koji
sledi predstavǉa dokaz prethodno navedene teoreme.“

Da bi se opravdao prvi iskaz, treba ustanoviti da je prvonavedeni tekst
zaista teorema (tj. treba dokazati tvr±eǌe). Najboǉi naqin za to jeste da se
navede dokaz, xto se i qini nakon toga. Na taj naqin, tvr±eǌe nazvano ,,teorema“
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se dokazuje. Ali da li se dokazuje drugi iskaz, tj. ono xto sledi iza reqi
,,dokaz“? Da li se dokazuje da tekst koji se navodi kao dokaz teoreme zaista
to predstavǉa? Obiqno ne. A ustvari je jasno da taj tekst mo¼e i ne biti
tra¼eni dokaz, tako da bi ǌemu, strogo govore²i, trebalo dodati dokaz toga
da on stvarno predstavǉa dokaz. Me±utim, to bi malo toga promenilo, jer bi
posle toga ostalo nedokazanim da je novi dokaz zaista to. I tako daǉe. Koliko
god dokaza da navedemo, ,,dokaznost“ posledǌeg dokaza ostala bi nezasnovana.
Konaqno, nemogu²e je dokazati da da je tekst naveden kao dokaz, zaista dokaz.
Zato se obiqno to i ne pokuxava da uradi. Jednostavno se ispisuje tekst koji
se smatra dokazom, i prepuxta se svakom koji to ¼eli da se samostalno ubedi
u to. Teorema, zajedno sa svojim dokazom, ulazi u opxti spisak matematiqkih
rezultata i poqiǌu da je koristi matematiqari u svom radu. Kasnije su mogu²a
dva sluqaja: ili nastupa momenat kada se ustanovi netaqnost teoreme i/ili
ǌenog dokaza, ili do toga ne dolazi. U oba sluqaja, sudbina teoreme i ǌenog
dokaza bi²e rexena u procesu primene od strane matematiqara u ǌihovom radu.
Matematiqka delatnost, na taj naqin, i jeste ta praksa koja slu¼i kriterijumom
istine u matematici.

Matematika i aksiomatski metod

Razmotrimo sada osnovne principe koji se primeǌuju pri izgradǌi matema-
tiqkih teorija. Izuqavaju²i bilo koju nauku, va¼no je sebi razjasniti metode
koje se u ǌoj primeǌuju. U vezi s matematikom, poznavaǌe tih metoda ima posebno
duboko znaqeǌe, jer je bez toga nemogu²e shvatiti samu prirodu matematike.

Ve² znamo da se u matematici priznaje za istinito samo ono xto je dokazano.
S te taqke gledano, idealan bi bio takav metod izgradǌe teorije pri kojem svako
tvr±eǌe koje se priznaje za istinito mo¼e biti dokazano. Jasno je, me±utim,
da je takav ideal nedosti¼an. Dokazuju²i bilo koje tvr±eǌe, mi se neophodno
pozivamo na druga tvr±eǌa. Pritom mora postojati dokaz koji se izvodi prvi.
Znaqi, bar ona tvr±eǌa koja se koriste u prvom dokazu moraju biti prihva²ena
bez dokaza.

Analogno stoji stvar s terminima. Trebalo bi da se smisao svakog termina
koji se koristi u teoriji razjasni u odre±enoj definiciji. Lako je videti da je
i takav zahtev neostvarǉiv. Zaista, objaxǌavaju²i smisao bilo kog termina, mi
koristimo druge termine. Pritom neka definicija mora biti prva. Znaqi, bar
oni termini na osnovu kojih se uvodi prva definicija moraju se prihvatiti bez
definisaǌa. I pojavu aksiomatskog metoda mo¼emo posmatrati kao ostvareǌe
prirodne ¼eǉe da se xto vixe ograniqi i jasno fiksira izbor termina koji se
koriste bez definisaǌa, kao i izbor tvr±eǌa koji se koriste bez dokaza.

Pri aksiomatskoj igradǌi teorije najpre se izdvaja nevelika grupa termina
pomo²u kojih se zatim opisuju objekti izuaqavaǌa teorije. Termini koji su uxli
u tu grupu nazivaju se osnovnim. Kako se oni u teoriji ne definixu, nazivaju
ih jox i nedefinisanim (u datoj teoriji). Bilo koji drugi termin se mo¼e
koristiti u teoriji tek kada bude opisan pomo²u osnovnih termina. Ti opisi
se zadaju posebnim konstrukcijama koje se nazivaju definicijama date teorije.
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Zatim se pristupa opisu objekata teorije koja se izgra±uje. To opisivaǌe
se sastoji od tvr±eǌa, formulisanih u osnovnim terminima. U svakom od tih
tvr±eǌa se navodi neko potpuno odre±eno svojstvo objekata teorije. Tvr±eǌa
koja predstavǉaju polazne opise objekata teorije nazivaju se osnovnim tvr-
�eǌima, osnovnim teoremama ili aksiomama date teorije. Oni se smatraju
istinitim u datoj teoriji, bez bilo kakvog dokazivaǌa. Svako drugo tvr±eǌe
mo¼e se prihvatiti kao istinito u datoj teoriji tek nakon xto je ǌegova istini-
tost ustanovǉena na osnovu aksioma. Samo takva tvr±eǌa se nazivaju teoremama
aksiomatske teorije. Na taj naqin, teorema aksiomatske teorije je tvr�eǌe
qija je istinitost utvr�ena na osnovu aksioma te teorije.

Razume se, pri praktiqnoj izgradǌi aksiomatske teorije, iz aksioma se ne-
posredno izvodi samo maǌi broj prvih teorema, a daǉe se zajedno s aksiomama
koriste ve² dokazane teoreme. Pritom se ipak dobijaju samo takva tvr±eǌa ko-
ja bi se mogla dobiti i neposredno iz aksioma – za to bi samo bilo potrebno
zajedno s korix²enom teoremom ukǉuqiti u razmatraǌe i ǌen dokaz. Analogna
napomena bi mogla biti data i u vezi s definicijama.

Upravo opisani metod izgradǌe teorije naziva se aksiomatskim ili de-
duktivnim metodom. Teorije izgra±ena po tom metodu zovu se aksiomatske ili
deduktivne teorije.

Dodajmo ovome nekoliko napomena. Najpre, primetimo da se aksiome prihva-
taju kao istinite u datoj teoriji. Aksiome su dogovorna tvr±eǌa koja ulaze u
osnove teorije. Prihvataju²i aksiome, dogovaramo se da smatramo da su objekti
izuqavaǌa u teoriji takvi, i samo takvi, kako su predstavǉeni u aksiomama. Na
primer, prihvataju²i aksiome geometrije, saglaxavamo se da su taqke, prave i
ravni takvi, i samo takvi, kakvi se opisuju u aksiomama. Pritom je besmisleno
pitati se da li su oni ,,stvarno“ takvi – jer sami po sebi oni uopxte ne posto-
je. U euklidskoj geometriji oni imaju jedna svojstva, u geometriji Lobaqevskog
druga, a sami po sebi – nikakva.

Sada je jasno zaxto se aksiome smatraju istinitim u datoj teoriji. Pro-
sto zato xto one, kako je reqeno, predstavǉaju polazne opise objekata teorije.
Prihvataju²i aksiome, prihvatamo objekte upravo onakvim kako su oni opisani
u aksiomama. Samim tim, aksiome su u potpunosti u saglasne s onom realnox²u
koju one predstavǉaju, tj. istinite su kad se primene na objekte koje opisuju.

Naglasimo na kraju da se aksiome neke teorije smatraju istinitim upravo
u datoj teoriji. U drugim teorijama su druge aksiome, pa i druga svojstva
objekata koji se izuqavaju. Zato aksiome koje su istinite u jednoj teoriji uopxte
ne moraju biti istinite u drugim teorijama (ili same za sebe). Tvr±eǌe ,,Kroz
taqku koja ne pripada datoj pravoj prolazi taqno jedna prava paralelna datoj“
– istinito je u euklidskoj geometriji i la¼no u geometriji Lobaqevskog. Samo
za sebe, ono se ni na xta ne odnosi i zato nije ni istinito ni la¼no.

U tom smislu je aksiomatska teorija sliqna igri. Svaka igra je potpuno
odre±ena svojim pravilima. Promenite pravila, i igra²ete drugu igru u kojoj
pravila prve igre vixe ne va¼e ili su qak besmislena. Na primer, pravilo
,,Kraǉu je dozvoǉeno da izvrxi rokadu jedanput u toku partije“ va¼i u savre-
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menoj xahovskoj igri, ali ne va¼i u ǌenoj prvobitnoj varijanti, a besmisleno
je u igrama sa kartama.

Kao i u asiomatskim teorijama, osnovnim terminima u opisanim igrama ne
daju se nikakve definicije. Xta je xahovski koǌ? Mo¼e se pomsliti da je to
figura koja ima oblik glave koǌa. Ali, ako izgubimo tu figuru, mo¼emo mesto ǌe
da stavimo na tablu kutiju xibica i tada kutija xibica postaje xahovski koǌ.
To nam pokazuje da je, za shvataǌe toga xta je xahovski koǌ, potpuno neva¼no
od qega je on napravǉen i kakvu formu ima; va¼no je samo kako on uqestvuje
u xahovskoj igri. Xahovski koǌ je jedna uloga u xahovskoj igri i da bismo
odgovorili na gore postavǉeno pitaǌe treba opisati tu ulogu. Da bismo je
opisali, moramo najpre pomenuti xahovsku tablu i poǉa na ǌoj, druge figure,
ǌihova kretaǌa itd. Na taj naqin, odgovor na pitaǌe xta je xahovski koǌ, isto
kao i na druga sliqna pitaǌa, predstavǉa potpuni opis xahovske igre.

Ako sada uporedimo xahovsku igru s geometrijom, primeti²emo da u ovoj
posledǌoj stvari stoje sliqno. Osnovnim terminima geometrije ne daju se ni-
kakve definicije. ‘Taqka’, ‘prava’, ‘ravan’, ‘rastojaǌe’ – to su nazivi uloga u
,,geometrijskoj igri“. Odgovor na pitaǌe xta su taqka, prava, ravan, rastojaǌe,
predstavǉa potpuni opis te ,,igre“, tj. sistem aksioma geometrije. Potpuno isto
tako stoje stvari i u drugim aksiomatskim teorijama.

Na taj naqin, istinitost u aksiomatskim teorijama je relativna i uslovna.
Ona je relativna zato xto je svako tvr±eǌe u aksiomatskoj teoriji istinito samo
primeǌeno na onu klasu objekata koji se prouqavaju u datoj teoriji. I ona je
uslovna jer svojstva te klase objekata zavise od prihva²enih aksioma. Teoreme
su istinite ako su istinite aksiome. Kao rezultat, sva tvr±eǌa u aksiomatskoj
teoriji su istinita samo onda ako su istinite aksiome. Sve te ,,istine“ imaju
uslovni karakter – ako su taqne aksiome, taqne su i teoreme. I te istine se
ustanovǉuju pomo²u dokaza. Strogo govore²i, samo ti dokazi su matematiqka
dostignu²a. Tako ponovo dolazimo do onoga o qemu smo govorili vixe:

Matematika – to je dokaz.

Samo, ovaj put imamo u vidu dokaze u aksiomatskim teorijama. Postoji, me±utim,
osnova da se tvrdi da aksiomatski metod i predstavǉa bitnu specifiqnu crtu
matematike. Navedimo nekoliko iskaza koji potvr±uju ovo tvr±eǌe.

Mislim da sve xto mo�e biti objekat nauqnog istra�ivaǌa,
qim sazri do formiraǌa nauqne teorije, postaje dostojnim aksio-
matskog metoda i, ǌegovim posredstvom, matematike.

(David Hilbert)

Deduktivni metod je jedinstvena suxtinska crta koja raz-
likuje matematiku od svih drugih nauka; ne samo da je svaka ma-
tematiqka disciplina deduktivna teorija, ve� i obratno, svaka
deduktivna teorija je matemaiqka disciplina.

(Alfred Tarski)
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Vidimo da je predmet matematike odre�en samo [deduktiv-
nim] metodom i da se svaka deduktivna teorija mo�e smatrati
matematikom.

(Hugo Xtajnhauz)

Aksiomatski metod i primene matematike

Na samom poqetku ovog qlanka je reqeno da je matematika nauka o kvantita-
tivnim odnosima i prostornim formama realnog sveta. Sada, pak, tvrdimo da
je matematiqka istina uslovna i da su osnovno dostignu²e matematike dokazi
tih uslovnih istina. Me±utim, to nikako ne protivreqi naxem prvom iskazu.
Jednostavno, ne treba mexati matematiku i ǌene primene.

Matematika i ǌene primene su dva predmeta koje je pogodno
izuqavati odvojeno.

(Van Hao)

Da li matematiqke aksiome i teoreme odgovaraju onome xto va¼i u realnom
svetu – to je potpuno opravdano i veoma va¼no pitaǌe, ali to pitaǌe se ne
odnosi na samu matematiku ve² na ǌene primene. Da bi se odgovorilo na to
pitaǌe, potrebno je, kako je ve² reqeno vixe, matematiqke aksiome i teoreme
primeniti na realni svet, tj. ukazati kojim objektima i odnosima realnog sveta
odgovaraju (u datoj primeni) termini korix²eni u datoj teoriji. Pritom je
neophodno razumeti da, qim je takva korespondencija uspostavǉena, tvr±eǌa te
teorije prestaju da budu deo matematike, ve² postaju tvr±eǌa o realnom svetu,
i odgovor na pitaǌe o ǌihovoj istinitosti zahteva, ne vixe matematiqke, ve²
neke druge, pre svega eksperimentalne metode. I kakav god odgovor da se dobije,
on ²e se odnositi ne na postavke teorije, ve² na ǌihovo tumaqeǌe. To, dakle,
ne²e biti istinitost rezultata teorije, ve² istinitost ǌenih primena.

Snaga aksiomatskog metoda sastoji se u tome xto nas on osloba±a neophodno-
sti da pitaǌe o istinosti primene rexavamo za svako tvr±eǌe teorije ponaosob.
Kako su teoreme teorije svakako istinite ako su istinite aksiome, dovoǉno je
rexiti pitaǌe istinitosti aksioma. I ako nexto – nebitno je da li konkretno
ili apstraktno, iz oblasti matematike ili druge oblasti znaǌa – zadovoǉava
aksiome teorije, to onda zadovoǉava i sve ǌene teoreme. Zato, svaki put kad su
aksiome ispuǌene, mo¼emo primeniti bilo koji rezultat teorije. Nije neopho-
dno ponovo provoditi qitav posao izgradǌe teorije za svaku primenu posebno –
jedna teorija obuhvata sve sluqajeve ǌenih mogu²ih primena.

Aksiomatski metod i matematiqka delatnost

Nixta se ne dobija na poklon, pa se i za uspeh aksiomatskog metoda mora
platiti. Sre²om, cena je nevelika i potpuno razumna. Ako ¼elimo da teore-
me teorije va¼e svaki put kada su ispuǌene ǌene aksiome, ne smemo u dokazima
teorema da koristimo nikakva svojstva objekata koje prouqavamo, sem onih ko-
ji slede iz aksioma. Treba da jednom zauvek sebi ka¼emo: objekti teorije koju
prouqavamo su oni i samo oni koji zadovoǉavaju ǌene aksiome, ni maǌe ni vixe.
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Ako je potrebno iskoristiti bilo koje svojstvo objekata koje prouqavamo, potre-
bno je dokazati ga na osnovu aksioma ili tvr±eǌa koja su na osnovu ǌih ranije
dokazana. Pojavi li se potreba za novim terminom, on mora biti definisan na
osnovu osnovnih termina ili onih koji su bili ranije definisani na osnovu ǌih.
Ako nije potrebno da se nexto dokazuje ili definixe, odlo¼i²emo to do boǉih
vremena, a zasad ²emo koristiti ono xto je ve² dokazano i definisano. Nikakva
pozivaǌa na ,,oqiglednost“ ili ,,intuitivnu jasnost“ ne treba uzimati u obzir.

Va¼no je razumeti da sva ova ograniqeǌa ne samo da ne dovode do osiroma-
xeǌa matematike, ve² je, naprotiv, oboga²uju. Na primer, upravo izbegavaǌe
bilo kakvog pozivaǌa na intuiciju u matematiqkim konstrukcijama predstavǉa
izvor oboga²ivaǌa intuicije. Radi se o tome da, ako bismo se pri izgradǌi
teorije oslaǌali na neke fiksirane intuitivne predstave, tada bi rezultati
teorije bili primenǉivi samo u onim sluqajevima koji odgovaraju tim pred-
stavama. Izbacivxi iz izgradǌe teorije sva pozivaǌa na intuiciju, dobijamo
mogu²nost da rezultate primenimo u bilo kojoj situaciji u kojoj su ispuǌene
aksiome, bez obzira s kojim intuitivnim predstavama povezivali te primene. I
qesto upravo nove mogu²nosti primene ukazuju na nove interpretacije teorije,
daju²i na taj naqin mogu²nost da se ti rezultati pove¼u s novim intuitivnim
slikama.

Iskǉuqivaǌe bilo kakvih pozivaǌa na intuiciju iz matematiqkih konstruk-
cija ne znaqi da za bavǉeǌe matematikom intuicija nije nu¼na. Oni koji tako
misle, mexaju matematiku sa bavǉeǌem matematikom. Akisome i definicije, teo-
reme i dokazi – to su rezultati matematike. A ti rezultati ne padaju s neba, oni
se dobijaju radom ¼ivih ǉudi. Taj rad se ne mo¼e zamisliti bez emocija, maxte,
intuicije i svih ostalih bogatstava qovekove liqnosti. Sve se to zanemaruje u
samoj matematici, ali je neophodno za bavǉeǌe matematikom. Slikovito govo-
re²i, za bavǉeǌe matematikom su potrebni vru²e srce i hladna glava. Vru²e
srce – to je dubina inutuicije, smelost maxte, oqiglednost predstava, ¼arke
emocije – sve to u procesu pokuxaja rexavaǌa zadatka. Hladna glava – to je
vextina da se, naxavxi rexeǌe, trezveno oceni svoja maxta, uklone emocije i
svi uticaji sa strane i izvede dokaz oslaǌaju²i se samo na ono xto je ve² de-
finisano i dokazano. Nekoga mo¼e privu²i bavǉeǌu matematikom jedna od tih
strana, nekog druga. Ali obe su neophodne za matematiqku delatnost, bez bilo
koje od ǌih ona ostaje siromaxna.
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