
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dragoǉub Miloxevi�, Alija Muminagi�

JEDNA ALGEBARSKA NEJEDNAKOST

Neka su a, b, c, k pozitivni realni brojevi i k > 1. Tada va�i nejedna-
kost

a

ka + b + c
+

b

a + kb + c
+

c

a + b + kc
6 3

k + 2
.

Dokaz 1. Uoqavamo da je

a

ka + b + c
=

a

(k − 1)a + (a + b + c)
=

1

k − 1 +
a + b + c

a

.

Ako levu stranu nejednakosti koju dokazujemo oznaqimo sa S, imamo

S =
1

k − 1 +
a + b + c

a

+
1

k − 1 +
a + b + c

b

+
1

k − 1 +
a + b + c

c

.

Sada uvodimo smene
a + b + c

a
=

1
x

,
a + b + c

b
=

1
y
,

a + b + c

c
=

1
z
, gde je x + y +

z = 1, pa dobijamo

S =
x

(k − 1)x + 1
+

y

(k − 1)y + 1
+

z

(k − 1)z + 1
(1)

=
1

k − 1

(
3−

(
1

(k − 1)x + 1
+

1
(k − 1)y + 1

+
1

(k − 1)z + 1

))
.

Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i harmonijske sredine za tri pozi-
tivna broja imamo

1
(k − 1)x + 1

+
1

(k − 1)y + 1
+

1
(k − 1)z + 1

> 9
(k − 1)(x + y + z) + 3

(2)

=
9

k − 1 + 3
=

9
k + 2

.

Iz relacija (1) i (2) sledi S 6 1
k − 1

(
3− 9

k + 2

)
=

3
k + 2

za k > 1. Lako je

proveriti da data nejednakost va¼i i za k = 1.
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Dokaz 2. Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i harmonijske sredine

za dva pozitivna broja je
1

k
2a + b

+
1

k
2 + c

> 4
ka + b + c

, odnosno

1
ka + b + c

6 1
2

(
1

ka + 2b
+

1
ka + 2c

)
,

tj.
a

ka + b + c
6 1

2

(
a

ka + 2b
+

a

ka + 2c

)
.

Na sliqan naqin dobijamo

b

a + kb + c
6 1

2

(
b

kb + 2c
+

b

kb + 2a

)
i

c

a + b + kc
6 1

2

(
c

kc + 2a
+

c

kc + 2b

)
.

Sabiraǌem posledǌe tri nejednakosti imamo
(3)

S 6 1
2

((
a

ka + 2b
+

b

kb + 2a

)
+

(
b

kb + 2c
+

c

kc + 2b

)
+

(
c

kc + 2a
+

a

ka + 2c

))
.

S obzirom da je

ak

ka + 2b
+

bk

kb + 2a
=

k2ab + 2k(a2 + b2) + k2ab

k2ab + 2k(a2 + b2) + 4ab
= 1 +

(k2 − 4)ab

k2ab + 2k(a2 + b2) + 4ab
,

zbog a2 + b2 > 2ab sledi

ak

ka + 2b
+

bk

kb + 2a
6 1 +

k2 − 4
k2 + 4k + 4

=
2k

k + 2
,

tj.
a

ka + 2b
+

b

kb + 2a
6 2

k + 2
.

Analogno dobijamo

a

ka + 2c
+

c

kc + 2a
6 2

k + 2
i

b

kb + 2c
+

c

kc + 2b
6 2

k + 2
.

Konaqno, sabiraǌem posledǌe tri nejednakosti, zbog (3), imamo

a

ka + 2b
+

b

kb + 2a
+

a

ka + 2c
+

c

kc + 2a
+

b

kb + 2c
+

c

kc + 2b
6 6

k + 2
,

tj. S 6 1
2

6
k + 2

=
3

k + 2
.

Dokaz 3. Uvodimo smenu ka + b + c = x, a + kb + c = y i a + b + kc = z.
Odavde dobijamo

a =
1

k2 + k − 2
((k + 1)x− y − z), b =

1
k2 + k − 2

(−x + (k + 1)y + z),

c =
1

k2 + k − 2
(−x− y + (k + 1)z).
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Sada je

S =
1

k2 + k − 2

(
(k + 1)x− y − z

x
+
−x + (k + 1)y − z

y
+
−x− y + (k + 1)z

z

)

=
1

(k − 1)(k + 2)

(
3(k + 1)−

(
x

y
+

y

x

)
+

(
z

y
+

y

z

)
+

( z

x
+

x

z

))

6 1
(k − 1)(k + 2)

(3k + 3− 2− 2− 2), tj. S 6 3
k + 2

za k > 1.

Dokaz 4. Budu²i da je

a

ka + b + c
=

1
k
· ka + b + c− (b + c)

ka + b + c
=

1
k

(
1− b + c

ka + b + c

)
,

imamo da je

(4) S =
1
k

(
3−

(
b + c

ka + b + c
+

c + a

a + kb + c
+

a + b

a + b + kc

))
.

Primenom nejednakosti

a2

x
+

b2

y
+

c2

z
> (a + b + c)2

x + y + z

za pozitivne brojeve a, , b, c, x, y, z (v. Tangenta, broj 55/3 (2008/09), str. 8–10)
dobijamo

b + c

ka + b + c
+

c + a

a + kb + c
+

a + b

a + b + kc

=
(b + c)2

(ka + b + c)(b + c)
+

(c + a)2

(a + kb + c)(c + a)
+

(a + b)2

(a + b + kc)(a + b)

> (2(a + b + c))2

2(a2 + b2 + c2) + (2k + 2)(ab + bc + ca)

=
2(a + b + c)2

(a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca) + (k − 1)(ab + bc + ca)
.

Otuda, zbog a2+b2+c2+2ab+2bc+2ca = (a+b+c)2 i ab+bc+ca 6 1
3
(a+b+c)2,

sledi

(5)
b + c

ka + b + c
+

c + a

a + kb + c
+

a + b

a + b + kc
> 2

1 + k−1
3

=
6

k + 2
.

Iz nejednakosti (4) i (5) sledi da je S 6 1
k

(
3− 6

k + 2

)
=

3
k + 2

.
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