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Marko Koxqica

JEDNO UOPXTEǋE XTAJNER-LEMUSOVE TEOREME

U ovom qlanku navex²emo jedno uopxteǌe Xtajner-Lemusove1 teoreme za
euklidski prostor i jox qetiri posledice tog tvr±eǌa.

Teorema. U trouglu ABC euklidske ravni, M i N su unutraxǌe taqke
redom du�i BC i CA i pritom va�i

max{|MC −NC| , |MB −NA|} 6 |BC − CA| .
Tada je AM = BN ako i samo ako je BC = CA.
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Slika 1

Dokaz. (=⇒): Ako je BC = CA, onda je po uslovu teoreme 0 6 |MC −NC| 6
0, pa sledi da je MC = NC. Trouglovi AMC i BNC podudarni su na osnovu
stava SUS, pa iz podudarnosti sledi da je AM = BN .

(⇐=): Uvedimo oznake BC = a, CA = b, AB = c, ]CAB = α, ]ABC = β,
MC = x, NC = y, MN = d, ]ANM = ε, ]CNM = ε1, ]BMN = θ i
]CMN = θ1. Prema uslovu teoreme je

(1) |x− y| 6 |a− b| ,
i

(2) |a− x− b + y| 6 |a− b| .
1J. Steiner (1796–1863), xvajcarski geometriqar, D. C. L. Lemus (1780–1863), francuski

matematiqar
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Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpostavimo da je a > b. Tada je |a− b| = a− b.
Na osnovu nejednakosti (2) je a− x− b + y 6 a− b, odakle je

(3) y 6 x.

Na osnovu nejednakosti (1) je x− y 6 a− b, pa sledi da je

(4) b− y 6 a− x.

Primenom kosinusne teeoreme na 4AMN dobija se

AM2 = d2 + (b− y)2 − 2d(b− y) cos ε,

dok se primenom kosinusne teoreme na 4BNM dobija da je

BN2 = d2 + (a− x)2 − 2d(a− x) cos θ.

Kako je po pretpostavci AM = BN , to se iz prethodnog dobija

(a− x) cos θ − (b− y) cos ε =
1
2d

((a− x)2 − (b− y)2) > 0,

s obzirom da je a− x ≥ b− y > 0. Sledi da je (a− x) cos θ ≥ (b− y) cos ε, a kako
je a− x > 0, to je

(5) cos θ > b− y

a− x
cos ε.

Na osnovu (3) u 4MNC je ε1 > θ1, pa je ε 6 θ, odakle je

(6) cos ε > cos θ,

s obzirom da je funkcija cos opadaju²a na intervalu (0, π). Iz (5) i (6) i

qiǌenice da je
b− y

a− x
> 0 dobija se da je cos θ > b− y

a− x
cos θ, tj.

(7)
(
1− b− y

a− x

)
cos θ > 0.

Ne mo¼e biti θ 6 90◦, jer bi u tom sluqaju bilo i ε 6 90◦, pa bi u 4MNC
bilo i ε1 > 90◦ i θ1 > 90◦, xto je nemogu²e. Zakǉuqujemo da je ugao θ tup,
pa je cos θ < 0. Iz posledǌe nejednakosti i nejednakosti (7) zakǉuqujemo da je

1− b− y

a− x
6 0, pa je

b− y

a− x
> 1, tj. b− y > a− x. Sada iz posledǌe nejednakosti

i nejednakosti (4) sledi da je

(8) a− x = b− y.

Primenom kosinusne teoreme na 4AMB dobija se

AM2 = c2 + (a− x)2 − 2c(a− x) cos β,

dok je primenom kosinusne teoreme na 4BNA

BN2 = c2 + (b− y)2 − 2c(b− y) cos α.

Izjednaqavaǌem prethodne dve jednakosti i korix²eǌem jednakosti (8) dobijamo
da je cos α = cos β, odakle je α = β, pa sledi da je a = b.
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U narednim razmatraǌima koristi²emo oznake iz dokaza prethodne teoreme.
Ako su M i N taqke u kojima bisektrise unutraxǌih uglova kod temena A i
B seku naspramne stranice, tada je na osnovu teoreme o bisektrisi unutraxǌeg

ugla trougla MC =
b

b + c
a i NC =

a

a + c
b, MB =

c

b + c
a i NA =

c

a + c
b, pa je

u tom sluqaju

|MC −NC| =
∣∣∣∣

ab

b + c
− ab

a + c

∣∣∣∣ =
ab

(b + c)(a + c)
|a + c− (b + c)|

=
ab

(b + c)(a + c)
|a− b| 6 |a− b| ,

s obzirom da je
ab

(b + c)(a + c)
6 1, jer je ab 6 (a + c)(b + c). Tako±e je

|MB −NA| = c

∣∣∣∣
a

b + c
− b

a + c

∣∣∣∣ =
c

(b + c)(a + c)
|a(a + c)− b(b + c)|

=
c(a + b + c)

(b + c)(a + c)
|a− b| 6 |a− b| ,

s obzirom da je
c(a + b + c)

(b + c)(a + c)
6 1, jer je

c(a + b + c) = ca + cb + c2 6 ca + cb + c2 + ab = (b + c)(a + c).

Sledi da na osnovu dokazane teoreme va¼i

Posledica 1. (Xtajner-Lemus) Za trougao ABC euklidske ravni va�i
BC = CA ako i samo ako su odseqci bisektrisa unutraxǌih uglova iz teme-
na A i B sa stranicama 4ABC me�usobno jednaki.

Ako su M i N taqke u kojima upisana kru¼nica 4ABC dodiruje stranice
BC i CA, redom, tada je MC = NC = s − c, MB = s − b i NA = s − a, pri
qemu je sa s oznaqen poluobim 4ABC tj. s = 1

2 (a + b + c). Tada je

|MC −NC| = |s− c− (s− c)| = 0 6 |a− b|
i

|MB −NA| = |s− b− (s− a)| = |a− b| 6 |a− b| ,
pa na osnovu dokazane teoreme va¼i

Posledica 2. Neka upisana kru�nica 4ABC euklidske ravni dodiruje
stranice BC i CA u taqkama M i N , redom. Tada je AM = BN ako i samo
ako je BC = CA.

Ako su M i N taqke u kojima spoǉa upisane kru¼nice trougls ABC, koje
odgovaraju temenima A i B, dodiruju redom stranice BC i CA, tada je MC =
s− b, NC = s− a i MB = NA = s− c. Sledi da je

|MC −NC| = |s− b− (s− a)| = |a− b|
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i
|MB −NA| = |s− c− (s− c)| = 0 6 |a− b|,

pa na osnovu dokazane teoreme va¼i:

Posledica 3. Neka spoǉa upisane kru�nice 4ABC euklidske ravni,
koje odgovaraju temenima A i B, dodiruju stranice BC i CA u taqkama M
i N , redom. Tada je AM = BN ako i samo ako je BC = CA.

Ako su M i N unutraxǌe taqke redom du¼i BC i CA, takve da je MN ‖ AB,

tada je na osnovu Talesove teoreme
MC

BC
=

NC

CA
. Oznaqimo posledǌi koliqnik

sa λ. Broj λ mora pripadati intervalu (0, 1). Tada je MC = λa, NC = λb,
MB = BC −MC = (1− λ)a i analogno NA = (1− λ)b, pa je

|MC −NC| = λ |a− b| 6 |a− b|
i

|MB −NA| = (1− λ) |a− b| 6 |a− b| .
Sledi da na osnovu dokazane teoreme va¼i

Posledica 4. Neka su u 4ABC euklidske ravni, M i N unutraxǌe
taqke redom du�i BC i CA takve da je MN ‖ BC. Tada je AM = BN ako
i samo ako je BC = CA.

Ako u prethodnoj posledici taqke M i N odaberemo tako da je du¼ MN
sredǌa linija 4ABC dobijamo da va¼i

Posledica 5. Za svaki trougao ABC euklidske ravni va�i BC = CA
ako i samo ako su te�ixne du�i 4ABC koje odgovaraju stranicama BC i
CA me�usobno jednake.
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