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IRACIONALNE NEJEDNAQINE

Ciǉ ovog rada je da se uoqe logiqke veze date iracionalne nejednaqine i
one koja nastaje ǌenim kvadriraǌem.

Zadatak 1. Rexiti nejednaqine:

(i)
√

1 − x2 > 3x − 1; (ii)
√

1 − x2 < 3x − 1.

Istaknimo najpre da je kod ovakvih zadataka prvi korak odre±ivaǌe domena
zadatka, xto je u naxem sluqaju skup [−1, 1] (jer mora biti 1 − x2 > 0).

(i) Kvadrirajmo sada levu i desnu stranu nejednaqine (i):

(
√

1 − x2)2 > (3x − 1)2, 1 − x2 > 9x2 − 6x + 1, 10x2 − 6x < 0.

Skup rexeǌa posledǌe nejednaqine je interval (0, 3/5). Proveravamo da je taj
skup sadr¼an u domenu [−1, 1]. Me±utim, prime²ujemo da polazna nejednaqina
ima i drugih rexeǌa – na primer, za x = 0 ona se svodi na 1 > −1, a za x = −1
na 0 > −4. Dakle, kvadriraǌe nije dovelo do nejednaqine koja je ekvivalentna
polaznoj.

(ii) U sluqaju nejednaqine (ii) kvadriraǌem se dobija

(
√

1 − x2)2 < (3x − 1)2, 10x2 − 6x > 0, x ∈ (−∞, 0) ∪ ( 3

5
,+∞).

Kako je domen zadatka [−1, 1], izgledalo bi da je skup rexeǌa polazne nejednaqine
[−1, 0) ∪ ( 3

5
, 1]. Me±utim, za x = −1 nejednaqina se svodi na 0 < −4, xto nije

taqno; za x = 0 se dobija 1 < −1, xto tako±e nije taqno. Znaqi, ponovo smo
kvadriraǌem dobili nejednaqinu koja nije ekvivalentna polaznoj.

Da bismo rexili ove probleme, postavi²emo pitaǌe logiqkih veza uslova:

(a) a > b i a2 > b2; (b) a < b i a2 < b2.

(a) Istinitosni skup za uslov a > b je deo aOb ravni ispod prave b = a
(leva slika 1). S druge strane, kako je

a2 > b2 ⇐⇒ a2 − b2 > 0 ⇐⇒ (a − b)(a + b) > 0

⇐⇒ (a − b > 0 i a + b > 0) ili (a − b < 0 i a + b < 0),

drugom uslovu odgovara skup na desnoj slici 1. Vidimo da ovi uslovi nisu
uporedivi.
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Slika 1

Qak i ako se ovome doda uslov a > 0 (xto je ispuǌeno u jednaqini (i)),
odgovaraju²i skupovi ne²e biti jednaki, s tim da ²e skup koji odgovara uslovu
a2 > b2, a > 0 biti pravi podskup skupa koji odgovara uslovu a > b, a > 0
(videti prva dva skupa na slici 2).

Slika 2

Ako, me±utim, formiramo uniju skupa za uslov a2 > b2, a > 0 sa skupom
koji odgovara uslovu b < 0, a > 0 (desna slika 2), dobi²emo upravo skup koji
odgovara ulsovu a > b, a > 0. Tako dolazimo do slede²e ekvivalencije

(1) (∀a > 0)(∀b ∈ R) (a > b ⇐⇒ a2 > b2 ili b < 0).

Reximo sada zadatak 1.(i) (uzimaju²i u prethodnom a =
√

1 − x2, b = 3x−1).
Domen je [−1, 1]. Daǉe je

√

1 − x2 > 3x − 1 ⇐⇒ (
√

1 − x2)2 > (3x − 1)2 ili 3x − 1 < 0 (prema (1))

⇐⇒ 10x2 − 6x < 0 ili x < 1/3

⇐⇒ 0 < x < 3/5 ili x < 1/3 (uz x ∈ [−1, 1])

⇐⇒ x ∈ [−1, 3/5].
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(b) U ovom sluqaju skupovi koji odgovaraju uslovima a < b i a2 < b2 tako±e
su neuporedivi (slika 3).

Slika 3

Ali sada, dodavaǌem uslova a > 0, dobijamo da je skup koji odgovara uslovu
a < b, a > 0 pravi podskup skupa koji odgovara uslovu a2 < b2, a > 0 (slika 4).

Slika 4

Rezonuju²i sliqno kao malopre i kombinuju²i s uslovom b > 0, dolazimo do
ekvivalencije

(2) (∀a > 0)(∀b ∈ R) (a < b ⇐⇒ a2 < b2 i b > 0).

Reximo pomo²u ovoga nejednaqinu iz zadatka 1.(ii). Domen je ponovo [−1, 1].
Daǉe je

√

1 − x2 < 3x − 1 ⇐⇒ (
√

1 − x2)2 < (3x − 1)2 i 3x − 1 > 0 (prema (2))

⇐⇒ 10x2 − 6x > 0 i x > 1/3 (uz x ∈ [−1, 1])

⇐⇒ x ∈ (3/5, 1].

Situacija je svakako jednostavnija ako se unapred zna da su obe strane ne-
jednaqine istog (stalnog) znaka. Naime, va¼i:

(3)
(∀a > 0)(∀b > 0) (a > b ⇐⇒ a2 > b2),

(∀a 6 0)(∀b 6 0) (a > b ⇐⇒ a2 < b2).



Iracionalne nejednaqine 33

Zadatak 2. Rexiti nejednaqine:

(i)
√

1 − x2 > |3x − 1|; (ii)
√

1 − x2 < |3x − 1|.
Domen ovih nejednaqina je i ovde [−1, 1], pa primeǌuju²i uslov (3), dobi-

jamo:

(i)
√

1 − x2 > |3x − 1| ⇐⇒ 1 − x2 > 9x2 − 6x + 1 ⇐⇒ x ∈ (0, 3/5),

(ii)
√

1 − x2 < |3x − 1| ⇐⇒ 1 − x2 < 9x2 − 6x + 1 ⇐⇒ x ∈ [−1, 0) ∪ (3/5, 1],

Zadatak 3. Rexiti nejednaqine:

(i)
√

x + 3 >
√

x −
√

2 − x, (ii)
√

x + 3 <
√

x −
√

2 − x,

(iii)
√

x + 3 > |
√

x −
√

2 − x|, (iv)
√

x + 3 < |
√

x −
√

2 − x|.

Domen svakog od datih zadataka je [0, 2]. Nejednaqine (i) i (ii) bi se mogle
rexavati direktnim kvadriraǌem, ali bi se pojavio problem znaka desne strane
koji mo¼e biti i pozitivan i negativan. Zbog toga je jednostavnije posmatrati
ekvialentne nejednaqine

(i′)
√

x + 3 +
√

2 − x >
√

x, (ii′)
√

x + 3 +
√

2 − x <
√

x,

na koje se mo¼e primeniti prvi od uslova (3). Posle kra²eg raquna se dobija da
je skup rexeǌa nejednaqine (i) [0, 2], a da nejednaqina (ii) nema rexeǌa.

Kod nejednaqina (iii) i (iv) su za x ∈ [0, 2] obe strane nenegativne, pa se na
ǌih mo¼e direktno primeniti prvo pravilo (3). Skup rexeǌa nejednaqine (iii)
je ponovo [0, 2], a nejednaqina (iv) nema rexeǌa.

Zadatak 4. Rexiti nejednaqine:

(i)
√

2x2 − 3x − 5 + 1 > x, (ii)
√

2x2 − 3x − 5 + 1 < x,

(iii)
√

2x2 − 3x − 5 + 1 > −x, (iv)
√

2x2 − 3x − 5 + 1 < −x,

(v)
√

2x2 − 3x − 5 + 1 > |x|, (vi)
√

2x2 − 3x − 5 + 1 < |x|.

Domen svakog od datih zadataka je (−∞,−1] ∪ [5/2,+∞).

(i) Primenom pravila (1) dobija se
√

2x2 − 3x − 5 + 1 > x ⇐⇒
√

2x2 − 3x − 5 > x − 1

⇐⇒ 2x2 − 3x − 5 > (x − 1)2 ili x − 1 < 0

⇐⇒ x2 − x − 6 > 0 ili x < 1

⇐⇒ x ∈ (−∞,−2) ∪ (3,+∞) ili x < 1

⇐⇒ x ∈ (−∞, 1) ∪ (3,+∞) (uz x ∈ (−∞,−1] ∪ [5/2,+∞))

⇐⇒ x ∈ (−∞,−1] ∪ (3,+∞).

(ii) U ovom sluqaju mo¼e se primeniti pravilo (2). No, mo¼e se iskoristiti
prethodno rexeǌe zadatka (i). Skup rexeǌa je [5/2, 3).
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(iii) Sliqnim postupkom kao pod (i) se dobija da je skup rexeǌa (−∞,−1) ∪
[5/2,+∞).

(iv) Nejednaqina nema rexeǌa.

(v) Koriste²i rezultate zadataka (i) i (iii) dobija se skup rexeǌa (−∞,−1)∪
(3,+∞).

(vi) [5/2, 3).
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