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NESTANDARDNA KLASA NEJEDNAKOSTI
VEZANIH ZA TROUGAO

Neka trougao ima du¼ine stranica a, b, c; pokaza²emo da postoji nestandar-
dna klasa nejednakosti oblika f(a, b, c) > 0 za koju va¼i implikacija

(
(b + c = a) ∨ (c + a = b) ∨ (a + b = c)

)
=⇒ f(a, b, c) = 0.

Svakako da du¼ine stranica u ovim nejednakostima mogu biti izra¼ene kao
funkcije drugih triju veliqina koje se odnose na trougao, a me±usobno su neza-
visne. No, te nejednaksti ne moraju uvek biti u implicitnom obliku, ve² mogu
biti i u obliku f1(a, b, c) > f2(a, b, c).

Napomena 1. Dobro je poznata standardna klasa nejednaosti f1(a, b, c) >
f2(a, b, c) vezana za trugao, kada va¼i implikacija (a = b = c) =⇒ f1(a, a, a) =
f2(a, a, a). Tako, na primer, ovaj iskaz mo¼emo proveriti na Ojlerovoj nejed-
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r

R
6 1

2
ili na ǌeoj uopxtenoj verziji

r

R
6 2 sin

α

2

(
1 − sin

α

2

)
(vide-

ti [1]). Sliqno va¼i u sluqaju nejednakosti aabbcc 6
(

a2 + b2 + c2

2s

)2s

, gde je

2s = a + b + c, koja se dobija primenom Jensenove nejednakosti (videti [2]).

U ovom qlanku ²emo najpre izvesti nejednakosti u vezi trougla koje se
dokazuju pomo²u modifikovane Heronove formule za povrxinu trougla, koja je
izra¼ena u obliku

(1) P =
1
4
[(a2 + b2 + c2)2 − 2(a4 + b4 + c4)]1/2.

Ova formula se lako dobija kada se u uobiqajenom obliku Heronove formule

P = [s(s− a)(s− b)(s− c)]1/2

zameni s = 1
2 (a + b + c), pa se u formuli

(2) P =
1
4
[(a + b + c)(b + c− a)(c + a− b)(a + b− c)]1/2

dobijeni potkoreni izraz transformixe. Oblik (1) je praktiqan za primenu, na
primer, ako su du¼ine stranica date kao a =

√
27, b =

√
18, c =

√
11.
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Povrxina je funkcija P , definisana na skupu trojki (a, b, c) pozitivnih
realnih brojeva za koje va¼i uslov (b + c > a) ∧ (c + a > b) ∧ (a + b > c).
Drugaqije reqeno, trougao postoji ako i samo ako je P > 0, tj iz (2) vidimo da
va¼i ekvivalencija

(3) (P > 0) ⇐⇒ ((b + c > a) ∧ (c + a > b) ∧ (a + b > c)).

Daǉe, va¼i ekvivalencija

(4) (P = 0) ⇐⇒ ((b + c = a) ∨ (c + a = b) ∨ (a + b = c)),

xto opisuje realan, ali degenerisan sluqaj kada trougao degenerixe u du¼.

Sada ²emo formulisati nejednakosti, s rexeǌima ili uputstvima za ǌihovo
dokazivaǌe, a odnose se na formulu (1). Koristi²emo pritom i naredne formule:
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pomo²u kojih mo¼emo da generixemo nove zadatke koji mogu biti i dosta slo¼eni
za rexavaǌe.

Zadatak 1. Dokazati nejednaost

(10) (a2 + b2 + c2)2 > 2(a4 + b4 + c4),

gde stroga nejednakost va¼i ako je

(11) (b + c > a) ∧ (c + a > b) ∧ (a + b > c),

a jednakost za
(b + c = a) ∨ (c + a = b) ∨ (a + b = c).

Uputstvo. Sledi iz (1), (3) i (4).

Napomena 2. Dakle, u (10) jednakost ne va¼i za a = b = c, jer bismo u tom
sluqaju doxli do veze 9a4 = 6a4, a to je kontradikcija. No, ako u (10) uvrstimo
da je c = a + b, tada dobijamo da je (a2 + b2 + (a + b)2)2 = 2(a4 + b4 + (a + b)4),
a istinitost tog identiteta mo¼emo lako proveriti. Uslov konstruktibilnosti
trougla je dat relacijom (11), ili u obliku a4 + b4 + c4 < 2(a2b2 + b2c2 + c2a2),
koji se dobija iz (10).

Zadatak 2. Ako su ta, tb, tc du¼ine te¼ixnih linija trugla, dokazati da
va¼i

(12) (t2a + t2b + t2c)
2 > 2(t4a + t4b + t4c),



Nestandardna klasa nejednakosti vezanih za trougao 37

gde stroga nejednakost va¼i ako i samo ako je

(tb + tc > ta) ∧ (tc + ta > tb) ∧ (ta + tb > tc),

a jednakost ako i samo ako je

(tb + tc = ta) ∨ (tc + ta = tb) ∨ (ta + tb = tc).

Rexeǌe. Doka¼imo da va¼i

(13) P =
1
3
[(t2a + t2b + t2c)

2 − 2(t4a + t4b + t4c)]
1/2,

a odatle se odmah vidi da mora da va¼i (12).

Da bismo dokazali jednakost (13), podsetimo se da pomo²u kosinusne teoreme
mo¼emo lako dobiti slede²e jednakosti za kvadrate du¼ina te¼ixnih linija:

(14)
t2a =

1
4
(2b2 + 2c2 − a2), t2b =

1
4
(2c2 + 2a2 − b2),

t2c =
1
4
(2a2 + 2b2 − c2).

Iz tih relacija dobijamo da je

a2 =
4
9
(2t2b + 2t2c − t2a), b2 =

4
9
(2t2c + 2t2a − t2b),

c2 =
4
9
(2t2a + 2t2b − t2c).

Sumiramo li prethodne tri jednakosti, dobijamo da je

(15) a2 + b2 + c2 =
4
3
(t2a + t2b + t2c),

a ako iste kvadriramo i saberemo, tada nakon sre±ivaǌa sledi

(16) a4 + b4 + c4 =
16
9

(t4a + t4b + t4c).

I konaqno, ako posledǌe dve jednakosti uvrstimo u Heronovu formulu (1), do-
bijamo jednakost (13), a time i nejednakost (12). Pritom va¼e ekvivalencije:

(P > 0) ⇐⇒ ((tb + tc > ta) ∧ (tc + ta > tb) ∧ (ta + tb > tc)),

(P = 0) ⇐⇒ ((tb + tc = ta) ∨ (tc + ta = tb) ∨ (ta + tb = tc)),(17)

jer se jednakost (13) mo¼e napisati u obliku

P =
1
3
[(ta + tb + tc)(tb + tc − ta)(tc + ta − tb)(ta + tb − tc)]1/2.

Napomena 3. Sliqno kao u napomeni 2, jasno je da jednakost u relaciji
(12) ne va¼i ako je ta = tb = tc. No, uzmemo li, na primer, da je c = a + b, pa to
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uvrstimo u relacije (14), tada ²emo dobiti da u (12) va¼i jednakost, jer ²e ona
va¼iti u (17).

Zadatak 3. Ako su ha, hb, hc du¼ine visina trougla, dokazati da je

(18) (h−2
a + h−2

b + h−2
c )2 > 2(h−4

a + h−4
a + h−4

a ),

pri qemu stroga nejednakost va¼i ako je

(19) (h−1
b + h−1

c > h−1
a ) ∧ (h−1

c + h−1
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b ) ∧ (h−1
a + h−1
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a jednakost za

(20) (ha = 0) ∨ (hb = 0) ∨ (hc = 0).

Rexeǌe. Iz jednakosti P = 1
2aha = 1

2bhb = 1
2chc dobijaju se veze a =

2Ph−1
a , b = 2Ph−1

b , c = 2Ph−1
c , koje, nakon uvrxtavaǌa u formulu (1), daju

formulu

(21) P =
1
4
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c )2 − 2(h−4
a + h−4

b + h−4
c )]−1/2
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b +h−1
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a )(h−1
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c )]−1/2,

iz koje sledi nejednakost (18), kao i uslovi (19) i (20).

Napomena 4. Ako formalno gledamo, tada bi ekvivalenciji (4) trebalo da
odgovara ekvivalencija

(P = 0) ⇐⇒ ((h−1
b + h−1

c = h−1
a ) ∨ (h−1

c + h−1
a = h−1

b ) ∨ (h−1
a + h−1

b = h−1
c )),

ali to nije istina, jer bi tada iz (21) sledilo da je P = ∞, a mora biti P = 0.
Prema tome je jasno da du¼ina neke od visina mora iti jednaka nuli da bi se
trougao degenerisao u du¼, i tada je P = 0, dakle taqno je (20).

Koriste²i relacije (10), (15) i (16), mogu se izvesti jox dve nejednakosti
kod kojih stroga nejednakost va¼i us uslov kao u (3), a jednakost uz uslov kao
u (4).

Zadatak 4. 9(a2 + b2 + c2)2 > 32(t4a + t4b + t4c).

Zadatak 5. 8(t2a + t2b + t2c)2 > 9(a4 + b4 + c4).

Zadatak 6. P > 2
√

2(a4 + b4 + c4)
4(ctg α + ctg β + ctg γ)

.

Uputstvo za zadatak 6. Sledi iz (6) i (10).

Zadatak 7. (sin2 α + sin2 β + sin2 γ)2 > 2(sin4 +sin4 β + sin4 γ).
Uputstvo. Sledi primenom sinusne teoreme na relaciju (1).

Sada ²emo uopxtiti zadatak 1 na tetivni qetvorougao.
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Zadatak 8. Ako su a, b, c, d du¼ine stranica tetivnog qetvorougla, dokazati
da va¼i nejednakost

(a2 + b2 + c2 + d2)2 + 8abcd > 2(a4 + b4 + c4 + d4),

gde stroga nejednakost va¼i ako je

(b + c + d > a) ∧ (c + d + a > b) ∧ (d + a + b > c) ∧ (a + b + c > d),

a jednakost za

(b + c + d = a) ∨ (c + d + a = b) ∨ (d + a + b = c) ∨ (a + b + c = d).

Uputstvo. Formula za povrxinu tetivnog qetvorougla sa stranicama du-
¼ina a, b, c, d glasi

P =
1
4
[(a2 + b2 + c2 + d2)2 + 8abcd− 2(a4 + b4 + c4 + d4)]1/2,

a dobija se iz P = [(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)]1/2, gde je 2s = a + b + c + d.
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