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TRIGONOMETRIJA I FIBONAQIJEVI BROJEVI

U ovom kratkom qlanku pokazujemo kako se mo¼e do²i do Fibonaqijevih bro-
jeva pomo²u formule za pretvaraǌe zbira trigonometrijskih funkcija u proiz-
vod.

Podsetimo se: brojevi odre±eni sa

(1) F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, n > 1,

zovu se Fibonaqijevi1 brojevi.

S druge strane, kada u poznatu formulu sinα+sin β = 2 sin
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Ako sada oznaqimo pn = 2 sin
nx

2
, n = 0, 1, 2, . . . , i q = 2 cos

x

2
, imamo da je

p2 = p1q − p0, p3 = p2q − p1, i uopxte, na osnovu (2),

(3) pn+1 = pnq − pn−1, n = 1, 2, . . . .

Koriste²i formulu (3), mo¼emo qlanove niza (pn) redom izraziti preko p1 i q:

p1 = p1,

p2 = p1q − p0 = p1q,

p3 = p2q − p1 = (p1q)q − p1 = p1(q2 − 1),

p4 = p3q − p2 = p1(q2 − 1)q − p1q = p1(q3 − 2q),

p5 = p4q − p3 = p1(q3 − 2q)q − p1(q2 − 1) = p1(q4 − 3q2 + 1),

p6 = p5q − p4 = p1(q4 − 3q2 + 1)q − p1(q3 − 2q) = p1(q5 − 4q3 + 3q),

p7 = p6q − p5 = p1(q5 − 4q3 + 3q)q − p1(q4 − 3q2 + 1) = p1(q6 − 5q4 + 6q2 − 1),
. . .

1Leonardo Pisano Fibonacci (1170–1250), poznati italijanski matematiqar
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Posmatrajmo sada izraze
pn

p1
kao polinome po q i, zanemaruju�i sabirke jed-

nake nuli, formirajmo slede²u tablicu apsolutnih vrednosti koeficijenata
tih polinoma.

n / j 0 1 2 3 4
∑

1 1 1
2 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 1 3 1 5
6 1 4 3 8
7 1 5 6 1 13
8 1 6 10 4 21

Prime²ujemo da su zbirovi koeficijenata u svakoj vrsti tablice jednaki
Fibonaqijevim brojevima. Preciznije, ako sa B(n, j) oznaqimo koeficijent koji
stoji u n-toj vrsti i j-toj koloni tablice, va¼i slede²a formula za Fibonaqijeve
brojeve

(4) Fn =

⌊
n−1

2

⌋
∑

j=0

B(n, j).

Na primer, F7 = B(7, 0) + B(7, 1) + B(7, 2) + B(7, 3) = 1 + 5 + 6 + 1 = 13. Dokaz
da ta formula va¼i za svako n mo¼e se izvesti indukcijom (videti, na primer,
[2]).

Napomena 1. Korix²eǌem formule za pretvaraǌe zbira kosinusa u pro-
izvod, mo¼e se, sliqno formuli (3), izvesti rekurentna formula kojom se un =
2 cos

nx

2
izra¼ava preko un−1, un−2 i q = 2 cos

x

2
. Iz ǌe se, zatim mo¼e dobiti

formula analogna (4) za tzv. Likaove2 brojeve Ln, koji se definixu pomo²u

L1 = 1, L2 = 3, Ln+2 = Ln+1 + Ln, n > 1

(videti tako±e qlanak [2]). Veza izme±u Likaovih i Fibonaqijevih brojeva je
L2

n − 5F 2
n = 4 · (−1)n.

Inaqe, smatra se da je formule tipa (3) za sin
nx

2
i cos

nx

2
prvi koristio

Vijet3.
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2Edouard Lucas (1842–1891), francuski matematiqar
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