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PRIMENA KOXI-BUǋAKOVSKI-XVARCOVE
NEJEDNAKOSTI U RADU S NADARENIM UQENICIMA

Ciǉ ovog qlanka jeste da Koxi-Buǌakovski-Xvarcovu nejednakost xto vixe
pribli¼i, kako nadarenim uqenicima, tako i ǌihovim profesorima koji se do
sada mo¼da nisu susretali s ǌom u ovom obliku. Iako ova nejednakost omogu²ava
da se na jednostavan i elegantan naqin rexi veliki broj zadataka, pokazalo se
u praksi da vrlo malo profesora sredǌih xkola obra±uje ovu temu na qasovi-
ma dodatne nastave matematike. Nadam se da ²e qlanak o ovoj nejednakosti i
ǌenoj xirokoj primeni pokazati da je opravdano ovaj sadr¼aj izabrati kao temu
za intenzivnu obradu s uqenicima sredǌe xkole koji pokazuju ve²i interes za
matematiku i uqestvuju na raznim matematiqkim takmiqeǌima.

Sposobnosti i sklonosti za matematiku poqiǌu da se ispoǉavaju uglavnom
u starijim razredima osnovne xkole. U ni¼im razredima osnovne xkole ne bi se
jox moglo govoriti o talentima, ve² samo o vixe ili maǌe izra¼enim posebnim
sposobnostima i sklonostima. Identifikacija nadarenih uqenika za matematiku
vrxi se:

• proceǌivaǌem osobina uqenika (nastavnik, roditeǉ, voditeǉi klubova),

• proceǌivaǌem duhovnih i materijalnih proizvoda uqenika (originalni ra-
dovi, praktiqni radovi, nagrade na takmiqeǌima, qlanstvo u nauqnim sek-
cijama i sl).

Rad s nadarenom decom podrazumeva posebne programe i aktivnosti uskla-
±ene s ǌihovim potrebama i potencijalima.

,,Malo odluka o obrazovaǌu koje utiqu na program za rad sa
matematiqki nadarenim uqenicima imaju toliki znaqaj kao xto
je odluka o izboru nastavnika za ovaj posao” (Clark, 1983).

Dokazivaǌe nejednakosti zahteva dobro znaǌe iz elementarne matematike i
poznavaǌe xto ve²eg broja poznatih nejednakosti, jer u dokazu jedne nejednakosti
treba vrlo qesto primeniti vixe poznatih nejednakosti.

Mnoge nejednakosti koje se pojavǉuju na takmiqeǌima iz matematike raznih
nivoa mogu se qesto relativno lako dokazati primenom Koxi-Buǌakovski-Xvar-
cove nejednakosti (Cauchy-Buniakowsky-Schwarz inequality, u daǉem ²emo je
zvati CBS nejednakost). Nakon xto je nastavnik formulixe i doka¼e, mo¼e se
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na primerima pokazati ǌena primjena, a zatim je sposobniji i snala¼ǉiviji
uqenici mogu i sami primeǌivati.

Pomenuta nejednakost glasi
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gde su a = (a1, a2, . . . , an) i b = (b1, b2, . . . , bn) dve n-torke realnih brojeva, sa
jednakox²u ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne, tj. va¼i a1 : b1 =
a2 : b2 = · · · = an : bn.

U qlanku [1] je dato xest dokaza CBS nejednakosti, a oni se mogu na²i i u
ostalim radovima iz datog spiska literature, pa ²emo dokaz ovde izostaviti.

CBS nejednakost igra va¼nu ulogu u razliqitim granama moderne matema-
tike, ukǉuquju²i funkcionalnu analizu, verovatno²u i statistiku, realnu i
kompleksnu analizu, numeriqku analizu, teoriju diferencijalnih jednaqina i
sliqno. Ovde ²emo se posvetiti primeni te nejednakosti u algebri, geometriji,
trigonometriji, jednaqinama i sistemima jednaqina, kao i odre±ivaǌu ekstrem-
nih vrednosti u algebri i geometriji.

1. Primena CBS nejednakosti za dve ili tri promenǉive u algebri

Zadatak 1. Neka su x i y realni brojevi, takvi da je 4x+5y = 1. Pokazati

da je tada x2 + y2 > 1
41

.

Rexeǌe. Pomo²u CBS nejednakosti za n = 2 dobijamo

1 = (4x + 5y)2 6 (42 + 52)(x2 + y2) = 41(x2 + y2),

a odavde x2 + y2 > 1
41

. Jednakost va¼i za x =
4
41

i y =
5
41

, xto se dobija rexa-

vaǌem sistema jednaqina
4
x

=
5
y
, 4x + 5y = 1. 4

Zadatak 2. Neka su a, b, c ∈ [−1/4,+∞) takvi da je a+ b+ c = 1. Dokazati
da va¼i nejednakost
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Rexeǌe. Pomo²u CBS nejednakosti dobijamo:
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Jednakost va¼i za a = b = c = 1/3. 4
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2. Primena CBS nejednakosti u geometriji

Kod primene CBS nejednakosti u geometriji pristupi rexeǌima su razliqi-
ti, a temeǉe se na mnogim bitnim qiǌenicama iz geometrije kao xto su podu-
darnost, sliqnost, povrxina trougla, Pitagorina teorema, itd.

Zadatak 3. Neka su a, b du¼ine kateta, a c du¼ina hipotenuze pravouglog
trougla. Dokazati da va¼i nejednakost ab + bc + ca < 2c2.

Rexeǌe. Prema CBS nejednakosti i qiǌenici c2 = a2 + b2 dobijamo

(ab+ bc+ ca)2 6 (a2 + b2 + c2)(b2 + c2 +a2) = (a2 + b2 + c2)2 = (c2 + c2)2 = (2c2)2,

odakle sledi ab+bc+ca 6 2c2. Primetimo da u prethodnoj nejednakosti ne mo¼e
da va¼i jednakost jer trojke (a, b, c) i (b, c, a) nisu proporcionalne. Naime, kada
bi one to bile, postojao bi neki realan broj m takav da je a = mb, b = mc i
c = ma. Tada bismo imali

c2 = m2a2 = m2(m2b2) = m4b2 = m4(m2c2) = m6c2,

odakle bi sledilo m = 1, a onda c = a, xto bi bilo u kontradikciji sa
qiǌenicom da je hipotenuza pravouglog trougla uvek du¼a od kateta. Dakle,
va¼i stroga nejednakost ab + bc + ca < 2c2. 4

Zadatak 4. Neka su a, b, c du¼ine stranica, a ta, tb, tc, redom, du¼ine odgo-
varaju²ih te¼ixnica trougla ABC. Dokazati da va¼i nejednakost

ata + btb + ctc 6
√

3
2

(a2 + b2 + c2).

Rexeǌe. Prema CBS nejednakosti je

(ata + btb + ctc)2 6 (a2 + b2 + c2)(t2a + t2b + t2c).

Kako je t2a + t2b + t2c =
3
4
(a2 + b2 + c2), to va¼i

(ata + btb + ctc)2 6 3
4
(a2 + b2 + c2),

odakle sledi tra¼ena nejednakost. Jednakost va¼i ako i samo ako je
a

ta
=

b

tb
=

c

tc
,

a to je ako i samo ako je dati trougao jednakostraniqan. 4

3. Primena CBS nejednakosti u trigonometriji

Zadatak 5. Ako su α, β, γ uglovi trougla ABC, dokazati da va¼i nejed-
nakost

√
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4
.

Rexeǌe. Koriste²i CBS nejednakost dobijamo
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odnosno (
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Zadatak 6. Dokazati da za 0 < α < π/2 va¼i nejednakost
(
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)
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Rexeǌe. Pomo²u nejednakosti CBS za n = 2, stavǉaju²i da je a1 = 1,
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Napomena. Iz dokaza se vidi da je broj 3 + 2
√

2 minimum datog izraza.
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4
. 4

4. Primena CBS nejednakosti kod rexavaǌa
jednaqina i sistema jednaqina

Ovde ²emo pokazati kako se pomo²u CBS nejednakosti mogu uspexno rexiti
razne jednaqine i ǌihovi sistemi, koji bi se mnogo te¼e rexavali na neki drugi
naqin.

Zadatak 7. [Kantonalno takmiqeǌe za qetvrti razred, Sarajevo, 2010]
Na²i sva realna rexeǌa sistema

x2 + y2 = 1

z2 + t2 = 4
xt + yz > 2.

Rexeǌe. Koriste²i nejednakost CBS za n = 2, a1 = x, b1 = t, a2 = y, b2 = z
imamo

4 6 (xt + yz)2 6 (x2 + y2)(t2 + z2) = 4.

Odavde sledi da u primeǌenom sluqaju CBS nejednakosti mora da va¼i jednakost.
To ²e biti ispuǌeno ako je

x

t
=

y

z
, tj. t = kx, z = ky za neko k ∈ R. Sada
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iz jednakosti xt + yz = 2 dobijamo da je k(x2 + y2) = 2, odakle k = 2. Dakle,
qetvorka (x, y, z, t) je rexeǌe datog sistema ako i samo ako ima oblik (x, y, 2y, 2x),
pri qemu je x2 + y2 = 1. Postoji beskonaqno mnogo rexeǌa, i ona su oblika

(x, y, z, t) = (cos α, sin α, 2 sin α, 2 cos α), α ∈ [0, 2π). 4

Zadatak 8. Na²i sva realna rexeǌa sistema jednaqina

x2 + y2 + z2 = 14
x + 2y + 3z = 14

Rexeǌe. Iskoristi²emo CBS nejednakost za n = 3, stavǉaju²i a1 = 1,
a2 = 2, a3 = 3, b1 = x, b2 = y, b3 = z. Dobijamo

(1) (1 · x + 2 · y + 3 · z)2 6 (12 + 22 + 32)(x2 + y2 + z2),

odnosno (x + 2y + 3z)2 6 14(x2 + y2 + z2), te zbog uslova x + 2y + 3z = x2 + y2 +
z2 = 14 (koji sledi iz datog sistema jednaqina) vidimo da u (1) mora da va¼i

jednakost. Dakle, mora biti
1
x

=
2
y

=
3
z
, xto iz uslova x + 2y + 3z = 14 daje

x = 1, y = 2, z = 3, qime je odre±eno jedinstveno rexeǌe datog sistema. 4

5. Primena CBS nejednakosti na rexavaǌe
algebarskih i geometrijskih ekstremalnih problema

Problemi odre±ivaǌa maksimuma i minimuma javǉaju se u raznim primenama
jox od antiqkih vremena. I danas su oni qesti u takmiqarskim zadacima.

Ovde ²emo navesti dva ekstremalna zadatka za qije rexeǌe se mo¼e isko-
ristiti CBS nejednakost.

Zadatak 9. Neka su x, y i z rastojaǌa taqke X unutar datog trougla
ABC od pravih BC, AC i AB, redom. Na²i polo¼aj taqke X za koji je suma
x2 + y2 + z2 minimalna.

Rexeǌe. Oznaqimo BC = a, CA = b, AB = c. Tada je povrxina P trougla

ABC jednaka zbiru povrxina trouglova AXB, BXC i CXA, tj. P =
ax

2
+

by

2
+

cz

2
, odnosno 2P = ax + by + cz. Odatle je, prema CBS nejednakosti,

4P 2 = (ax + by + cz)2 6 (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2).

Dakle,

x2 + y2 + z2 > 4P 2

a2 + b2 + c2
,

pri qemu se jednakost posti¼e kada je
x

a
=

y

b
=

z

c
. Drugim reqima, suma x2 +

y2 + z2 je minimalna i iznosi
4P 2

a2 + b2 + c2
za taqku X za koju va¼i prethodno

navedeni uslov.
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Zadatak 10. Odrediti najve²u i najmaǌu vrednost funkcije f(x) =
x(2009 +

√
2011− x2) za x iz ǌenog domena.

Rexeǌe. Data funkcija je definisana za −√2011 6 x 6
√

2011. Da bismo
odredili maksimalnu vrednost, pretpostavimo da je x > 0. Koriste²i CBS i
AG nejednakost dobijamo

f(x) = x(
√

2009 ·
√

2009 + 1 ·
√

2011− x2) 6 x(
√

2010
√

2009 + 2011− x2)

6
√

2010
x2 + 4020− x2

2
= 2010

√
2010.

Jednakost va¼i za x =
√

2010.
Dakle, max f(x) = 2010

√
2010 i min f(x) = −2010

√
2010. 4
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Noordhoff Publ., Groningen, 1969.
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