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p-ADSKI BROJEVI U NASTAVI NUMERIQKE MATEMATIKE

Numeriqka matematika je predmet koji je prisutan u programima brojnih
fakulteta i visokih xkola, a javǉa se i u nastavnom planu qetvrtog razreda
matematiqkih gimnazija. ǋegov sadr¼aj se pre svega odnosi na problematiku
realne analize, kojoj su dodirni teorija optimizacije i in¼eǌerske primene.
Pojam p-adskog broja ostaje me±utim uglavnom nepoznanica za celokupni sistem
obrazovaǌa, uz retke izuzetke postdiplomskih kurseva koji samo potvr±uju prav-
ilo. Ovakvo staǌe predstavǉa izrazitu nesrazmeru s pojmom realnog broja koji
se od ranog uzrasta name²e u svojstvu univerzalnog jezika. Qini se da nije po
sredi samo neznaǌe i neupu²enost koji po tom pitaǌu bez sumǌe preovladavaju
me±u nastavnicima matematike i tvorcima nastavnih programa. Radi se pre svega
o uvereǌu kako takvi sadr¼aji niqemu ne bi doprineli ili bi qak naneli xte-
tu obrazovnom sistemu. Pritom ostaju skrajnute i po tom pitaǌu nerasvetǉene
znatne primene p-adike, me±u kojima su raqun brojeva u potpunom komplementu
ili pokretnom zarezu.

U ovom kratkom radu nastavu numeriqke matematike posmatramo kao prime-
reni okvir za uvo±eǌe i razradu p-adske analize. Predlo¼ena metodologija s
tim u vezi tiqe se matematiqkih spektara koje je ustanovio i razvio Mihailo
Petrovi² [7]. Premda spektralna metoda nije do¼ivela svoj puni procvat, xto
je qini u priliqnoj meri zapostavǉenom teorijom, ona poseduje fundamentalnu
vrednost kada je req o filozofiji matematike i ǌenom zasnivaǌu [1]. Teorija
spektara je dakle bitna i u tom pogledu, premda se qlanak ograniqava na nu-
meriqki znaqaj p-adike.

Matematiqki spektri

Spektralna metoda je oceǌena kao vrlo oxtrouman naqin aritmetizacije
raznovrsnih problema, qak i po cenu velikog broja operacija praktiqno neizvod-
ǉivih u doba kada raqunari jox nisu bili razvijeni [2]. Mihailo Petrovi² je
uvodi po analogiji sa svetlosnim spektrima u fizici ili fiziqkoj hemiji [9].
Pojam spektra je u tom pogledu prisutan jox kod ǋutna oznaqavaju²i sliku dobi-
jenu razlagaǌem svetlosti. Razrada tog pojma u harmoniji i muzici upotpunila
je ǌihovo znaqeǌe dovode²i ga u vezu sa diferencijalnim jednaqinama i teori-
jom operatora, xto va¼i i za matematiqke spektre Mihaila Petrovi²a koji se
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mogu izlagati na taj naqin. Efikasnost metode ilustruje primer iz algebre koji
se tiqe faktorizacije u prstenu polinoma sa celobrojnim koeficijentima [1].

Neka su dati polinomi P1(x) = 46x2 − 54x + 18 i P2(x) = 26x2 + 21x− 23.
ǋima dodeǉujemo spektre ravnomernog ritma 4 koji glase S1 = P1(104) =
45 | 9946 | 0048 i S2 = P2(104) = 26 | 0020 | 9977. Ritam je odre±en tako da
qetvorocifrene pruge spektra odgovaraju pojedinim koeficijentima polinoma,
xto se bitno uslo¼ǌava u sluqaju negativnih koeficijenata koji su predstav-
ǉeni na naroqiti naqin. ǋihova reprezentacija u mnogome podse²a na raqun
brojeva u potpunom komplementu, xto ²e biti razmotreno u odeǉku o p-adici.

Spektar polinoma koji odgovara proizvodu P = P1 · P2, takav da va¼i S =
P (104), dobija se mno¼eǌem ovih spektara

S = S1 · S2 = 1195 | 9561 | 9056 | 2249 | 8896.

ǋemu odgovara polinom P (x) = 1196x2 − 438x3 − 944x2 + 2250x− 1104. Metoda
je tako±e primenǉiva na rastavǉaǌe polinoma, odre±ivaǌe najve²eg zajedniqkog
delioca i najmaǌeg zajedniqkog sadr¼aoca, svode²i algebru polinoma na qistu
aritmetiku. Postupak najpre podrazumeva iznala¼eǌe odgovaraju²eg spektra
koji je svojim ritmom kadar da obuhvati, kako postavku problema, tako i ǌegovo
rexeǌe.

Za analitiqke funkcije koje predstavǉaju uopxteǌe polinoma, Mihailo
Petrovi² predla¼e spektre u vidu realnih brojeva koji se dobijaju nizaǌem
koeficijenata stepenog reda iza decimalnog zareza. U ovom radu, me±utim,
smatramo posve primerenim ǌihovo prikazivaǌe p-adskim brojevima koji su us-
tanovǉeni analogno razvoju analitiqkih funkcija u stepeni red oblika f(x) =
f0 + f1x + f2x

3 + · · · .

p-adski brojevi

Spektralna metoda je primenǉiva na sve probleme izme±u qijih se nepoz-
natih i stepenog reda s celobrojnim koeficijentima mo¼e uspostaviti kore-
spondencija. Blagodare²i proizvoǉnosti te korespondencije, na ǌih se nailazi
u svim granama raquna, od aritmetike, algebre i teorije verovatno²e do in-
finitezimalnog raquna i teorije funkcija [7]. ǋihovi spektri su predstavǉivi
p-adskim brojevima oblika a = a0 +a1p+a2p

2 + · · · , gde je p ceo broj. Za razliku
od realnih brojeva koji se ni¼u u nedogled desno od decimalne taqke, p-adika
podrazumeva nedogledno nizaǌe ulevo. Obiqno se postavǉa dodatni zahtev da je
p nerastavǉiv, jer u takvom prstenu nema deliteǉa nule, xto znaqi da se uspexno
proxiruje do poǉa [9]. No to ovde nije od naroqitog znaqaja, pa je dopuxteno da
p bude stepen desetice, xto je uglavnom sluqaj kada je o matematiqkim spektrima
req.

Prednost p-adike u numeriqkoj matematici je sasvim oqigledna. Raqunaǌe
se naime uvek sprovodi zdesna ulevo, xto znaqi da ga je u zapisu realnog broja
doslovno nemogu²e otpoqeti. p-adski brojevi se me±utim upravo ni¼u u odgo-
varaju²em smeru, qime po prirodi stvari prate ritam izraqunavaǌa. ǋihova
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pojava je mahom tekla uporedo s realnim brojevima. Obe nastaju u XIX veku,
imaju²i dugu praistoriju koja se¼e bar do XVII veka. Zaqetnikom realnih bro-
jeva se smatra Rene Dekart koji je obrazovao brojevnu pravu analognu pravoj
u geometriji. Pojam je konaqno ustanovio Rihard Dedekind qiji preseci pred-
stavǉaju realne brojeve [3].

S druge strane, zaqeci p-adike se prepoznaju u delu Arithmetica infinitorum
engleskog matematiqara £ona Valisa i u radovima Leonarda Ojlera koji su
se bavili regularizacijom divergentnih redova i izraqunavaǌem ǌihovih suma
[10]. Rani radovi Ernsta Kumera tako±e implicitno sadr¼e ǌihovu upotre-
bu. Konaqna formulacija se ipak pripisuje Kurtu Henselu koji ih je smatrao
redovima a =

∑
i>j aip

i xto konvergiraju u normi |a| = p−‖a‖, gde valuacija
‖a‖ = j oznaqava najmaǌu vrednost i takvu da va¼i ai 6= 0 [5]. Na taj naqin je
broj prikazan u vidu a = b × pj , xto je multirezolucioni zapis koji se naziva
pokretni zarez. Ovo p-adiku qini xiroko primeǌǉivom u fizici, biologiji i
ostalim oblastima kojima su svojstvene hijerarhijske strukture [4].

Kǉuqna crta p-adskih brojeva predstavǉa odsustvo linearnog ure±eǌa ko-
je se u sluqaju realnih smatra definicionim svojstvom. Oni prema tome ne
odgovaraju taqkama prave uspostavǉene geometrijom rasporeda koja podrazume-
va totalni poredak. Nasuprot tome, p-adika obrazuje multirezolucionu hi-
jerarhiju koja odgovara tradicionalnom poimaǌu vremena i istoriqnosti [6].
Ova razlika se upadǉivo ispoǉava pri p-adskom zapisivaǌu negativnih bro-
jeva koje ne iziskuje dodatnu oznaku −, neophodnu u sluqaju realnih. Meto-
da koja se primeǌuje u tom pogledu pro¼ima teoretske osnove raqunarstva gde
je poznata pod nazivom potpuni komplement. Naime, opozit p-adskog broja
a = a0 + a1p + a2p

2 + · · · se dobija po pravilu −a = 1 + ã0 + ã1p + ã2p
2 +

· · · , pri qemu ãi = p − ai predstavǉa komplement odgovaraju²e cifre. Sabi-
raǌem se uvi±a da tako ustanovǉena vrednost zadovoǉava uslov −a + a = 0.
p-adika shodno tome pro¼ima numeriqka izraqunavaǌa, ispostavǉaju²i se dos-
lednom razradom raqunskih metoda u sprezi s matematiqkim spektrima koji pred-
stavǉaju metodologiju ǌihovog uvo±eǌa.
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