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O JEDNOJ KLASI TROUGLOVA

Specijalna vrsta trouglova i aritmetiqka progresija

U ovom qlanku je req o jednoj specijalnoj vrsti trouglova qije du¼ine
stranica obrazuju aritmetiqku progresiju, tj. za ǌihove stranice a, b, c va¼i
jednakost

(1) a + c = 2b.

Dokaza²emo nekoliko interesantnih osobina takvih trouglova.

Osobina 1. Va¼i jednakost hb = 3r, gde je hb visina trougla iz vrha B, a
r radijus upisane kru¼nice tog trougla.

Dokaz. Zbog (1) imamo da za poluobim s trougla va¼i

(2) s =
a + b + c

2
=

3
2
b,

a iz P =
1
2
bhb = rs sledi da je

hb =
2P

b
=

2rs
2
3s

= 3r,

xto je i trebalo dokazati.

Osobina 2. Simetrala ugla kod vrha B je normalna na du¼ koja spaja
centre upisane i opisane kru¼nice trougla.

Dokaz. Dovoǉno je proveriti da va¼i jednakost

(3) |BO|2 = |BI|2 + |IO|2,
gde je taqka I centar upisane kru¼nice, a taqka O centar opisane kru¼nice
trougla ABC.

Iz poznate Ojlerove formule za rastojaǌe centara upisane i opisane kru¼-
nice trougla imamo |IO|2 = R2−2Rr, pa je za (3) dovoǉno dokazati da je |BI|2 =
2Rr. Iz pravouglih trogulova BIM i BIN (sl. 1) dobijamo da je

|BI|2 =
r

sin β
2

=
s− b

cos β
2

,
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a odavde

|BI|2 =
r(s− b)

sin β
2 cos β

2

=
2r(s− b)

sin β
.

Kako je za datu klasu trouglova s− b =
b

2
, sledi da je |BI|2 =

rb

sinβ
. Na osnovu

sinusne teoreme je
b

sin β
= 2R, pa sledi

|BI|2 = 2Rr, xto je i trebalo dokazati.
Slika 1

Osobina 3. Va¼i jednakost ac = 6Rr.

Dokaz. Iz jednakosti (2) i poznatih formula za povrxinu trougla P =
abc

4R
i P = rs, dobijamo:

abc

4R
= rs =

3
2
br,

odakle je ac = 6Rr, xto je i trebalo dokazati.

Osobina 4. Va¼i jednakost (s− a)(s− c) = 3r2.

Dokaz. Iz Heronove formule za povrxinu trougla P 2 = s(s−a)(s−b)(s−c)
dobijamo

(s− a)(s− c) =
P 2

s(s− b)
.

Poxto je s =
3
2
b, dakle s− b =

1
3
s, to je

(s− a)(s− c) =
r2s2

s · 1
3s

= 3r2,

xto je i trebalo dokazati.

Osobina 5. Va¼i jednakost tg
α

2
tg

γ

2
=

1
3
.

Dokaz. Sa slike 1 vidimo da je tg
α

2
=

r

s− a
i tg

γ

2
=

r

s− c
, pa odatle,

koriste²i osobinu 4 dobijamo da je

tg
α

2
tg

γ

2
=

r2

(s− a)(s− c)
=

r2

3r2
=

1
3
,

xto je i trebalo dokazati.

Osobina 6. Va¼i jednakost rb = hb, gde je rb radijus pripisane kru¼nice
trougla ABC.
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Dokaz. Kako je hb = 3r (osobina 1), i rb = s tg
β

2
=

rs

s− b
(dokaz ove

jednakosti se mo¼e na²i u [3], s. 68), odnosno s− b =
1
3
s, imamo

rb =
rs
1
3s

= 3r.

Dakle, va¼i hb = rb (= 3r), xto je i trebalo dokazati.

Dokazuje se da va¼e i slede²e osobine.

Osobina 7. Va¼i jednakost R = 2r +
(c− a)2

8r
.

Zbog
(c− a)2

8r
> 0, iz gorǌe jednakosti sledi poznata Ojlerova nejednakost:

R > 2r,

gde jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c, tj. za jednakostraniqni trougao.

Osobina 8. Centar upisane kru¼nice I, te¼ixte T i Nagelova1 taqka
N le¼e na jednoj pravoj koja je paralelna stranici AC trougla. (Nagelova
taqka je taqka preseka pravih koje prolaze kroz temena trougla i taqke dodira
naspramnih stranica i spoǉa pripisanih kru¼nica.)

Osobina 9. Teme B trougla, sredixta C1 i A1 stranica AB i BC tog
trougla, i taqke I i O pripadaju jednoj kru¼nici.

Osobina 10. Ako su da i dc rastojaǌa od centra opisane kru¼nice do
stranica BC i AB trougla ABC koji je oxtrougli, tada je da + dc = 2r. Kako
glasi ovo tvr±eǌe ako je u pitaǌu tupougli trougao?

Neke od ovih osobina su i dovoǉni uslovi da du¼ine stranica trougla
obrazuju aritmetiqku progresiju. Na primer, iz svake od osobina 1–5. sledi
jednakost 2b = a + c. Ta jednakost sledi i iz osobine 6. za oxtrougli trougao,
kao i iz uslova da se oko qetvorougla A1BC1I mo¼e opisati kru¼nica.

Sva ova tvr±eǌa se lako proveravaju te preporuqujemo qitaocima da to
urade.
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