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NESTANDARDNI ZADACI NA TEMU ODRE�ENI INTEGRAL

Pod nestandardnim zadacima se podrazumevaju oni koji bilo svojom formu-
lacijom ili metodom rexavaǌa ne spadaju u uobiqajene zadatke za uve¼bavaǌe i
proveru znaǌa redovnih xkolskih sadr¼aja. Za ǌihovo rexavaǌe je osim dobrog
poznavaǌa matematiqke teorije potrebna dovitǉivost u uoqavaǌu skrivene veze
izme±u problema i onog xto je uqeniku poznato. Stoga je ovakav tip zadata-
ka podesan za razvijaǌe stvaralaqkog mixǉeǌa kroz nala¼eǌe, na prvi pogled,
tih nevidǉivih veza ime±u razliqitih matematiqkih disciplina i predmeta is-
tra¼ivaǌa.

I u ovako xirokom spektru zadataka mogu²e je izvrxiti neki vid klasi-
fikacije prema prirodi problema ili primeni preovla±uju²ih kǉuqnih meto-
da rexavaǌa. U nestandardnim zadacima na temu odre±eni integral u sredǌoj
xkoli po kǉuqnoj metodi rexavaǌa mo¼emo izdvojiti: metodu smene promen-
ǉivih, korix²eǌe simetrije granica integracije, korix²eǌe osobina podinte-
gralne funkcije, osobine pravila integriraǌa. Veoma qesto je potrebno koris-
titi i kombinacije navedenih postupaka. U narednom tekstu ilustrova²emo ove
metode pomo²u odgovaraju²ih primera.

1. I =
∫ 7

5

√
ln(7− x)√

ln(7− x) +
√

ln(x− 5)
dx.

Slo¼enost izraza kojim je zadata podintegralna funkcija odre±uje ovaj
problem u zadatke nestandardnog tipa. U ovom sluqaju uvodimo smenu y = 12−x.
Tada je: 7 − x = y − 5, x − 5 = 7 − y i dx = −dy. Granice integracije za novu
promenǉivu samo zamene mesta. Dobijamo:

I =
∫ 5

7

√
ln(y − 5) (−dy)√

ln(y − 5) +
√

ln(7− y)
=

∫ 7

5

√
ln(y − 5) dy√

ln(7− y) +
√

ln(y − 5)

=
∫ 7

5

√
ln(x− 5) dx√

ln(7− x) +
√

ln(x− 5)
.

Kad saberemo polazni i posledǌi integral imamo da je

2I =
∫ 7

5

√
ln(7− x) +

√
ln(x− 5)√

ln(7− x) +
√

ln(x− 5)
dx =

∫ 7

5

dx = 2.

Najzad, dobijamo da je I = 1.
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2. I =
∫ 2π

0

sin(sin x + 2020x) dx.

Smenom y = x− π polazni integral se svodi na

I =
∫ π

−π

sin(sin(y + π) + 2020(y + π)) dy =
∫ π

−π

sin(− sin y + 2020y + 2020π) dy

=
∫ π

−π

sin(− sin y + 2020y) dy.

Iskoristili smo formulu za svo±eǌe na prvi kvadrant i periodiqnost funkci-
je sinus. Sada uoqimo podintegralnu funkciju f(y) = sin(− sin y + 2020y) i
odredimo f(−y) = sin(− sin(−y) + 2020(−y)) = sin(−(− sin y + 2020y)) = −f(y).
Zakǉuqujemo da je podintegralna funkcija neparna, pa je ǌen integral na inter-
valu simetriqnom u odnosu na koordinatni poqetak jednak 0. Dakle, I = 0.

3. In =
∫ 1

−1

ln
(√

x2n + x2n−2 + · · ·+ 1 + x
√

x2n−2 + x2n−4 + · · ·+ 1
)
dx,

n ∈ N.

Oznaqimo podintegralnu funkciju sa f(x) = ln
(√

x2n + x2n−2 + · · ·+ 1 +
x
√

x2n−2 + x2n−4 + · · ·+ 1
)
. Tada je

f(−x) = ln
(√

x2n + x2n−2 + · · ·+ 1− x
√

x2n−2 + x2n−4 + · · ·+ 1
)
.

Izraqunajmo zbir

f(x) + f(−x)

= ln
[(√

x2n + x2n−2 + · · ·+ 1 + x
√

x2n−2 + x2n−4 + · · ·+ 1
)×

(√
x2n + x2n−2 + · · ·+ 1− x

√
x2n−2 + x2n−4 + · · ·+ 1

)]

= ln
(
x2n + x2n−2 + · · ·+ 1− x2(x2n−2 + x2n−4 + · · ·+ 1)

)
= ln 1 = 0,

pa je f(x) = −f(−x) za x ∈ [−1, 1]. Znaqi da je podintegralna funkcija neparna,
pa je dati integral jednak 0.

4. I =
∫ π

4

−π
4

x17 + x7 + x + 1
cos2 x

dx.

Prvo ²emo interval integracije podeliti na dva simetriqna intervala u
odnosu na taqku 0. Dakle,

I =
∫ 0

−π
4

x17 + x7 + x + 1
cos2 x

dx +
∫ π

4

0

x17 + x7 + x + 1
cos2 x

dx.
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Zatim u prvom integralu uvedemo smenu x = −y, na osnovu qega dobijamo

I =
∫ 0

π
4

−y17 − y7 − y + 1
cos2(−y)

(−dy) +
∫ π

4

0

x17 + x7 + x + 1
cos2 x

dx

=
∫ π

4

0

−y17 − y7 − y + 1
cos2 y

dy +
∫ π

4

0

x17 + x7 + x + 1
cos2 x

dx

=
∫ π

4

0

−x17 − x7 − x + 1
cos2 x

dy +
∫ π

4

0

x17 + x7 + x + 1
cos2 x

dx

=
∫ π

4

0

2
cos2 x

= 2 tg x
∣∣∣
π/4

0
= 2.

5. Dokazati da za svako prirodno n va¼i nejednakost
∫ π/2

0

(2− sin x)n dx <
π

4
(2n + 1).

Slika 1

Posmatrajmo funkciju f(x) = 2 − sinx. Ona je na intervalu [0, π/2] nepre-
kidna, diferencijabilna i pozitivna. Tako±e je f ′′(x) pozitivna na posmatranom
intervalu. To znaqi da je na tom intervalu funkcija f(x) konveksna. Matema-
tiqkom indukcijom doka¼imo i da je funkcija fn(x) tako±e konveksna na datom
intervalu za svako prirodno n. Pretpostavimo da to va¼i za sve prirodne bro-
jeve maǌe od n. Tada je

(fn(x))′′ = (nfn−1(x) · f ′(x))′

= n(n− 1)fn−2(x)(f ′(x))2 + nfn−1(x)f ′′(x) > 0.

Tako±e primetimo da grafik funkcije fn(x) sadr¼i taqke A(0, 2n) i B(π/2, 1), a
poxto je ona konveksna, taj grafik se na intervalu [0, π/2] nalazi ispod du¼i AB.
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Zbog toga je i povrxina odgovaraju²eg krivolinijskog trapeza (dakle, integral
koji posmatramo) maǌa od povrxine trapeza ABCD (slika 1). Povrxina tog
trapeza je

PABCD =
AD + BC

2
· CD =

2n + 1
2

· π

2
=

π

4
(2n + 1).

Time je data nejednakost dokazana.

6. Izraqunati L = lim
n→∞

Ln ako je

Ln = ln
( n

n + 1

) arctg n
2n

+ ln
( n

n + 2

) arctg n
2n

+ · · ·+ ln
( n

2n

) arctg n
2n

.

Izraz qija se granica tra¼i mo¼emo transformisati na slede²i naqin:

Ln =
arctg n

2n

(
ln

n

n + 1
+ ln

n

n + 2
+ · · ·+ ln

n

2n

)

=
arctg n

n

(
ln

√
n

n + 1
+ ln

√
n

n + 2
+ · · ·+ ln

√
n

2n

)

= arctg n · 1
n

(
ln

√
1

1 + 1
n

+ ln

√
1

1 + 2
n

+ · · ·+ ln

√
1

1 + n
n

)
.

Primetimo da izraz
1
n

(
ln

√
1

1 + 1
n

+ ln

√
1

1 + 2
n

+ · · ·+ ln

√
1

1 + n
n

)
predstavǉa

Rimanovu integralnu sumu funkcije f(x) = ln
1√

1 + x
na intervalu [0, 1]. Dakle,

lim
n→∞

1
n

(
ln

√
1

1 + 1
n

+ ln

√
1

1 + 2
n

+ · · ·+ ln

√
1

1 + n
n

)

=
∫ 1

0

ln
1√

1 + x
dx =

1
2
(1− 2 ln 2).

Integral je izraqunat parcijalnom integracijom (u = ln
1√

1 + x
, dv = dx). S

druge strane je lim
n→∞

arctg n =
π

2
. Zakǉuqujemo da je L =

π

4
(1− 2 ln 2).

Zadaci za ve�baǌe

1.
∫ π

3

π
6

e
sin

(
π
3 − x

)

e
sin

(
π
3 − x

)
+ e

sin
(
x− π

6

) dx. 2.
∫ b

a

f(x− a)
f(x− a) + f(b− x)

dx, f neprekidna.

3.
∫ 1

−1

x2 + 1
ex + 1

dx. 4.
∫ 1

−1

dx

(ex + 1)(x2 + 1)
.
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5.
∫ 1

−1

arctg x2 · ln(x +
√

x2 + 1) dx. 6.
∫ √

2

−√2

1
x2 + 1

arctg
x2 + 1

x
dx.

7. Dokazati da za svaki prirodan broj n va¼i nejednakost

∫ π
2

0

(ex − cosx)n dx <
π

4
e

π
2 .

8.
∫ 3π

π

√
16− 4π2 + 4πx− x2

4π2 + 1− 4πx + x2
sin 2x dx.
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