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Osim pojma funkcije (jednoznaqnog preslikavaǌa sa podskupa od R u R),
neosporno, pojam graniqne vrednosti (limesa) funkcije je osnovni pojam realne
matematiqke analize (MA), pa i analize u metriqkim prostorima. Pomo²u tog
pojma definisani su ostali fundamentalni pojmovi MA kao xto su beskonaqno
mala veliqina, beskonaqno velika veliqina, neprekidnost funkcije (preslika-
vaǌa), izvod funkcije, integral itd. Iako je ideja o graniqnoj vrednosti posto-
jala jox od antiqkog vremena, prvu modernu formulaciju pojma graniqne vred-
nosti funkcije dao je italijanski matematiqar Bolcano (B. Bolzano, 1781–1848)
u radovima iz 1816. i 1817. god, ali su ti radovi postali xire poznati tek nakon
ǌegove smrti. Koxi (A. L. Cauchy, 1789–1857) prvi je rexio da zasnuje MA na
pojmu granice (limesa). Pre ǌega je Volis (J. Wallis, 1616–1703) pokuxao da to
uqini u spisu ,,Aritmetika beskonaqno malih“ 1655. god. Tako±e je Dalamber
(J. R. D’Alemberet, 1717–1783) u qlanku ,,Granica“, pisanom za Enciklopediju
1751–1766. god. pokuxavao da postavi osnove MA. ǋutnov uqiteǉ Isak Barou
(I. Barrow, 1630–1677) je 1670. god. postavio problem definisaǌa tangente krive
u taqki, pa se pojavio problem definisaǌa izvoda u taqki.

Konaqno, Koxi je 1829. god. u svojoj kǌizi ,,Kurs algebarske analize“ dao
osnove MA: pojmove funkcije, granice, neprekidnosti, izvoda i integrala. Me-
±utim, on je dao samo verbalnu definiciju limesa, dok se formalna definici-
ja graniqne vrednosti u ,,epsilon-delta“ formi obiqno pripisuje Vajerxtrasu
(K. Weierstrass, 1815–1897). Vajerxtrasovi radovi koje je prikazao na Berlin-
skom univerzitetu u vremenu 1859–1860. god. u potpunosti su posve²eni fundi-
raǌu MA. On je oslobodio osnove MA zavisnosti od kretaǌa, intuitivnih pre-
drasuda i geometrijskih oqiglednosti koji su bili prisutni u dotadaxǌim
pokuxajima da se postave osnove MA. Danaxǌu formalnu definiciju neprekid-
nosti funkcije u taqki tako±e je dao Vajerxtras u drugoj polovini 19. veka.
Do ǌega su postojale samo intuitivne predstave o neprekidnosti krive (kriva
koja se mo¼e nacrtati jednim potezom olovke, bez podizaǌa olovke sa papira) i
o izvodu funkcije u taqki (kao tangensu ugla koga tangenta u toj taqki gradi sa
x-osom).

Sama qiǌenica da je taqna definicija pojma graniqne vrednosti formulisa-
na tek u 19. veku (a iz te definicije su proistekli najva¼niji pojmovi savremene
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MA) govori o texko²ama koje su pratile fundiraǌe i stvaraǌe MA, bez obzi-
ra xto su je stvarali najve²i svetski matematiqari kao xto su Dekart, Fer-
ma, Paskal, Hajgens, Volis, ǋutn, Lajbnic, Ojler, Lagran¼ i drugi. Velike
texko²e su pratile definisaǌa pojmova beskonaqno malih, beskonaqno velikih,
neprekidnosti funkcije u taqki i izvoda funkcije u taqki. Uzajamni odnos pojmo-
va diferencijabilnosti i neprekidnosti nije bio potpuno jasan ni tako velikim
matematiqarima kao xto je Koxi.

Jedan od glavnih uzroka tih texko²a je bilo nepostojaǌe taqne definicije
realnih brojeva. Intuicije nije nedostajalo u stvaraǌu MA, ali su nedostajale
kompletne predstave o poǉu realnih brojeva. Potreba za ovim predstavama se¼e
daleko u proxlost, tragove nalazimo jox u Ahmesovom papirusu iz 18. veka p.n.e.
S pokoleǌa na pokoleǌe se prenosila ta potreba tako da kod starih Grka imamo
izvesnu teoriju realnih brojeva, Eudoksovu teoriju. Ali pravu teoriju realnih
brojeva dobijamo tek krajem 19. veka u radovima Vajerxtrasa, Dedekinda (R. De-
denkid, 1831–1916) i Kantora (G. Kantor, 1845–1918). Pre toga, u 17. i 18. veku,
gore pomenuti pojmovi MA su bazirani na znaǌu Euklidske geometrije i intu-
iciji. Ipak, i bez temeǉnih znaǌa, MA se i tada razvijala. Formulisana su bez
dokaza razna tvr±eǌa – kasnije se ispostavilo da su mnoga od ǌih taqna, mada
je bilo i vixe netaqnih. Naroqito je bilo mnogo netaqnosti u vezi definicija
ve² pomiǌanih pojmova koji su u osnovama MA. Problem neprekidnosti funkcije
u taqki se posebno isticao. Velikani MA, Ojler, Lagran¼, pa i Koxi imali su
dosta netaqnih tvr±eǌa o tom pojmu.

Ojler je u stvaraǌu MA odbacio geometriju a svoje zakǉuqke o funkcijama
i beskonaqno malim izvodio je algebarski. Kod ǌega odnos beskonaqno malih
p i q, (p/q) kojim se definixe izvod funkcije u taqki, prelazi u neodre±enost
0/0. On je smatrao da 0/0 mo¼e da ima razna znaqeǌa jer ,,iz n · 0 = 0 proizlazi
da je n = 0/0“. Ni ǋutn ni Lajbnic nisu bili imuni od ne malih zabluda u
svojim zakǉuqivaǌima. Lagran¼ je verovao da se mo¼e izbe²i pojam granice
te da se MA mo¼e fundirati pomo²u algebre. Koxi je najstro¼ije, za to doba,
istakao glavna svojstva funkcija, graniqnih vrednosti, neprekidnosti, izvoda
i integrala. Ali i u ǌegovim teoremama postoje netaqnosti. Iako je napisao
tri u­benika (1821, 1823, 1829), qesto je ignorisao strogost u dokazima svojih
tvr±eǌa. Mada je dao definiciju neprekidnosti funkcije, Koxi za neku funkciju
koju posmatra nikad ne pretpostavǉa ǌenu neprekidnost. Xtavixe, kao i mnogi
ǌegovi prethodnici i savremenici, on je verovao da iz neprekidnosti funkcije
u taqki sledi ǌena diferencijabilnost u toj taqki.

Do poqetka 19. veka ve²ini velikih matematiqara tog vremena nije bio pot-
puno jasan pojam neprekidnosti preslikavaǌa. A bile su velike potrebe da se
on koristi. Geometrijska intuicija je zameǌivala strogost. Zbog toga je bio na
snazi tzv. Princip neprekidnosti preslikavaǌa. Po ǌemu bi trebalo da sva-
ka figura pri neprekidnom preslikavaǌu odr¼ava sva svoja prvobitna svojstva,
xto u opxtem sluqaju nije korektno. Osnivaq Projektivne geometrije, francus-
ki matematiqar Ponsele (V. Poncelet, 1788–1867) dobijao je ideje za neke svoje
zakǉuqke koriste²i taj princip. S druge strane, Lajbnic je formulisao princip
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neprekidnosti funkcije u taqki na slede²i naqin: ,,Ako neprekidna funkcija ima
odre±ene osobine na svojoj oblasti definisanosti, onda ǌena graniqna vrednost
ima iste osobine“.

Navodimo jox jedno pogrexno tvr±eǌe u vezi neprekidnosti prelsikavaǌa,
iskazano od strane jednog od najve²ih matematiqara tog vremena.

Kada je bilo aktuelno taqno definisati pojam neprekidne krive linije u
prostoru, francuski matematiqar ´ordan (M. E. C. Jordan, 1838–1922) dao je
jednu definiciju tog pojma koja je u poqetku bila prihva²ena od ǌegovih savre-
menika matematiqara, ali koja nije bila korektna. Naime, on je smatrao da
je neprekidna kriva u prostoru neprekidna slika jednog segmenta (du¼i) iz R.
Ali, posle izvesnog vremena italijanski matematiqar Peano (G. Peano, 1858–
1932) zadivio je matematiqki svet. On je konstruisao neprekidno preslikavaǌe
odre±enog segmenta iz R u R2 tako da je slika tog segmenta ceo kvadrat. Dakle,
´ordanova definicija je bila pogrexna.

O staǌu MA u 19. veku najboǉe govori se²aǌe Bertranda Rasela (B. Russell,
1872–1970) koji je studirao na Triniti kole­u Kembriqkog univerziteta 1890–
1894. On u svojoj kǌizi ,,Moje filozofsko obrazovaǌe“ ka¼e: ,,Oni koji su meni
predavali Diferencijalni raqun nisu znali pravilne dokaze osnovnih teorema“.

Vajerxtrasovi radovi o osnovama MA u potpunosti su oslobodili matema-
tiqare od raznih zabluda koje su tokom stvaraǌa MA bile prisutne kod mnogih.
Oslobodili su ih od kretaǌa, od raznih intuitivnih predrasuda i geometrij-
skih oqiglednosti. ǋemu je bilo su±eno da zavrxi fundiraǌe MA. Bilo mu
je jasno da diferencijabilnost ne sledi iz neprekidnosti. I on je 1872. god.
zadivio matematiqki svet kada je na Berlinskoj akademiji prikazao funkciju
koja je neprekidna u svakoj svojoj taqki ali nije diferencijabilna ni u jednoj
taqki svoje oblasti definisanosti. Francuski matematiqar Emil Pikar (E. Pi-
card, 1856–1941) prokomentarisao je ovaj Vajerxtrasov rezultat reqima: ,,Da su
ǋutn i Lajbnic znali da iz neprekidnosti funkcije u taqki ne sledi diferen-
cijabilnost u toj taqki, diferencijalni raqun ne bi ni oformili“.
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3. M. Klain, Matematika – utrata opredelennosti, Mir, Moskva, 1984.

4. W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, New York, 1964.
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