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MNO�EǋA NAPAMET MOGU GENERISATI
INTERES ZA MATEMATIKU

U ovom qlanku se iznose neka uglavnom liqna iskustva o tome kako uqenike
motivisati da produktivnije savladavaju gradivo iz matematike. Naime, qesto
se dexavalo da uqenici na kasnijim qasovima matematike, u istom radnom danu,
ose²aju umor a time i smaǌeni interes za matematiku. Ideja vodiǉa, da se to
izbegne, bila je da se ,,xokiraju“ nekim zgodnim zadacima, ali tako da im se uqi-
ni da su ,,pametniji i br¼i“ od kalkulatora. Dakle, oni treba da steknu utisak
da mogu izraqunati i takve proizvode i zbirove qije vrednosti ne mogu biti
prikazane na displeju kalkulatora u celobrojnoj promenǉivoj. U toj situaci-
ji je kalkulatoru jedino preostalo da rezultat naznaqenih operacija prika¼e u
,,floating point“ promenǉivoj, no onda je to u opxtem sluqaju pribli¼na vred-
nost. Jasno je da je ciǉ svega toga da se kod uqenika probudi interes i postigne
ve²a aktivnost u nastavi matematike i u praktiqnoj primeni.

Uvodne napomene

Moramo u poqetku dati neke napomene kako se naslov qlanka ne bi qinio
pretencioznim. Naime, malu tablicu mno¼eǌa koristimo verbalno (reqima) i
vizuelno (zapisano), zapravo radi se o automatizmu. Ona je osnova matematike i
suvixno je o tome uopxte raspravǉati. Me±utim, ako nam neko postavi verbalno
pitaǌe ,,koliko je 88649 · 125?“, tada ²emo u ovome radu obraditi metodu kojom
mo¼emo dati odgovor – i verbalni i vizuelni – da je vrednost ovoga proizvoda
11081125. Daǉe, na vizuelno pitaǌe o vrednosti npr. proizvoda

6 416 328 096 329 617 · 625,

bi²emo u staǌu da odgovorimo i verbalno i vizuelno, da je to

4 010 205 060 205 010 625,

premda taj proizvod nije mogu²e taqno izraqunati pomo²u danaxǌih ,,nauqnih“
kalkulatora. Doduxe, neki ǉudi imaju sposobnost da na ovakvo vizuelno pitaǌe
ǌegovu vrednost mogu i samo verbalno iskazati. Sve te mogu²nosti, verbalnog i
vizuelnog, iskaza podrazumeva²emo kao raqunaǌe napamet, pa time opravdavamo
naslov qlanaka.
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1. Velika tablica mno�eǌa

Suvixno je govoriti o maloj tablici mno¼eǌa koja se obra±uje u drugom
razredu osnovne xkole, kada uqimo da me±usobno mno¼imo brojeve od 0 do 9.
Me±utim, ako treba me±usobno mno¼iti sve dvocifrene brojeve, tada za te ope-
racije moramo da damo algoritam. Mo¼da nije korektno da ka¼emo da se tu radi
o mno¼eǌu napamet, ve² se tu zapravo radi o brzom ispisu proizvoda. No, nije
iskǉuqeno da neki pojedinci, koji imaju veliku sposobnost vizualizacije, dolaze
do rezultata i napamet.

Pre nego xto pre±emo na iskazivaǌe algoritma za mno¼eǌe dvocifrenih
brojeva napamet moramo da definixemo funkciju koja realnom broju x pridru-
¼uje najve²i celi broj maǌi ili jednak od x, a nazivamo je funkcija najve�e
celo ili funkcija pod (eng. floor) i oznaqavamo je b·c : R → Z.

Dakle, neka su (ba)10, (BA)10 dvocifreni brojevi, gde su a i A cifre je-
dinica, dok su b i B cifre desetica, tj.

(ba)10 = 10b + a, (BA)10 = 10B + A.

Proizvod tih dvocifrenih brojeva je

(1) (ba)10(BA)10 = 100bB + 10(bA + aB) + aA.

Budu²i da je najve²i proizvod dvocifrenih brojeva 99 · 99 = 9 801, zakǉuqujemo
da taj proizvod u opxtem sluqaju ima cifre jedinica, desetica, stotina i hiǉa-
da. Iz reqenog sledi da je proizvod (1) najvixe qetvorocifreni broj, dakle

(ba)10(BA)10 = (δγβα)10.

Treba da odredimo cifre α, β, γ, δ. Trocifrene brojeve mo¼emo smatrati da
su to qetverocifreni brojevi qija je cifra hiǉada 0, pa ²emo to nekiput i
formalno koristiti.

Jasno je da aA u opxtem sluqaju nije cifra jedinica proizvoda, jer aA
maksimalno mo¼e biti 9 · 9 = 81, dakle mo¼e sadr¼avati i desetice. Na osnovu
toga zakǉuqujemo da je cifra jedinica

α = aA− 10
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,

prema tome relacija (1) dobija oblik
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Daǉe, vidimo da je ukupnan broj desetica
⌊aA

10

⌋
+ (bA + aB), ali to ne znaqi

da je to i cifra desetica tra¼enog proizvoda, jer ih mo¼da ima vixe od 9. Po
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cifra desetica proizvoda dvocifrenih brojeva. Po tome principu odre±ujemo
i cifru stotina, s tim da sada stotina mo¼e biti i vixe od 9, a to znaqi da
idemo u podruqje hiǉada.

Zadaci. Ako je (ba)10(BA)10 = (δγβα)10, proveriti da je:
a) 93 · 75 = 6975, b) 97 · 89 = 8633, v) 23 · 21 = 0483, g) 15 · 34 = 0510.

Rexeǌe. a) (3 · 5 = 15 > 9) =⇒ (α = 5 i 1); daǉe, (1 + 9 · 5 + 3 · 7 = 67 >
9) =⇒ (β = 7 i 6); daǉe, (6 + 9 · 7 = 69 > 9) =⇒ (γ = 9 i δ = 6); tvr±eǌe je
taqno.

b) (7·9 = 63 > 9) =⇒ (α = 3 i 6); daǉe, (6+9·9+7·8 = 143 > 9) =⇒ (β = 3
i 14); daǉe, (14 + 9 · 8 = 86 > 9) =⇒ (γ = 6 i δ = 8); tvr±eǌe je taqno.

v) (3 ·1 = 3 6 9) =⇒ (α = 3 i 0); daǉe, (0+2 ·1+3 ·2 = 08 6 9) =⇒ (β = 8
i 0); daǉe, (0 + 2 · 2 = 04 6 9) =⇒ (γ = 4 i δ = 0); tvr±eǌe je taqno.

g) (5·4 = 20 > 9) =⇒ (α = 0 i 2); daǉe, (2+1·4+5·3 = 21 > 9) =⇒ (β = 1
i 2); daǉe, (2 + 1 · 3 = 05 6 9) =⇒ (g = 5 i δ = 0); tvr±eǌe je taqno.

Suvixno je naglaxavati da navedeni algoritam koristimo i za me±usobno
mno¼eǌe dvaju decimalnih brojeva s dve uzastopne znaqajne cifre, npr: 9,3·7,5 =
69,75; 0,097 · 89 = 8,633; 0,23 · 0,0021 = 0,000483.

2. Mno�eǌe dvocifrenog broja brojem 11

Ne²emo se pozivati na pristup (1) i ǌegovo uopxteǌe. Najpre navedimo
neke specijalne sluqajeve. Tako npr. imamo:

27 · 11 = 2 9︸︷︷︸
2+7

7, 53 · 11 = 5 8︸︷︷︸
5+3

3, . . .

Jasno nam je da je proizvod ovih dvocifrenih brojeva i broja 11 trocifreni
broj, koji ima krajǌe cifre (stotina i jedinica) respektivno cifre toga bro-
ja, a cifra desetica je zbir cifara datog broja. Jednostavno je izvo±eǌe ovo-
ga pravila, ali napomenimo, da zbir cifara zadatog broja mora biti maǌi od
10. U strogoj matematiqkoj formi, ako je a, b ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} i a + b < 10,
uz uva¼avaǌe kanonskog prikaza dvocifrenog broja u obliku (ab)10 = 10a + b,
naslu²eni algoritam bi glasio

(2) (ab)10 · 11 = (a(a + b)b)10, a + b < 10,

gde je prikazan trocifreni broj u obliku

(a(a + b)b)10 = a · 100 + (a + b) · 10 + b.

Sada ²emo analizirati sluqaj kada je

(3) a + b ∈ {10, 11, . . . , 18}.
Ako posmatramo proizvode:

39 · 11 = 4︸︷︷︸
3+1=4;

2︸︷︷︸
3+9=12

9 = 429, 78 · 11 = 8︸︷︷︸
7+1=8;

5︸︷︷︸
7+8=15

8 = 858, . . . ,
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tada vidimo da taj trocifreni broj ima cifru jedinica kao i zadati broj, a
cifra desetica je zbir cifara zadatog broja umaǌena za 10 i, konaqno, cifra
stotina je cifra desetica datog broja uve²ana za 1. Sada ²emo dati opxti zapis
postupka mno¼eǌa dvocifrenog broja s 11 uz uslov (3). Dakle, ako va¼i (3), tada
je

(ab)10 · 11 = (a + 1) · 100 + (a + b− 10) · 10 + b,

ili u skra²enom zapisu

(4) (ab)10 · 11 = ((a + 1)(a + b− 10)b)10.

Napomena 1. Mo¼emo da sintetizujemo jednakosti (2) i (4) u jednu formulu,
premda taj oblik nije pogodan za raqunaǌe napamet. Dakle, u opxtem sluqaju je

(ab)10 · 11 = (10a + b) · 11 = (pqb)10 = p · 100 + q · 10 + b,

gde je

p = a +
1 + sgn[(a + b)− 10]

2
,

q = (a + b)
1− sgn[(a + b)− 10]

2
+ [(a + b)− 10]

1 + sgn[(a + b)− 10]
2

.

Pomo²u prethodnih formula se lako proverava da je npr. 27 ·11 = 297 i 78 ·11 =
858, xto smo na poqetku ve² konstatovali.

3. Kvadriraǌe broja 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
16n69

Napamet nalazimo da je 12 = 1; 112 = 121; 1112 = 12 321; 1 1112 = 1 234 321;
11 1112 = 123 454 321; 111 1112 = 12 345 654 321; 1 111 1112 = 1234 567 654 321;
11 111 1112 = 123 456 787 654 321; 111 111 1112 = 12 345 678 987 654 321.

Iz navedenog sledi, da je npr. 1,1112 = 1,234321,
√

1 234 567,654 321 =
1 111,111, itd. Ako napixemo da je 11 111,111 12 = 123 456 789,87, tada mo¼emo
re²i da smo kvadrat navedenog decimalnog broja izraqunali taqno na dve deci-
male.

4. Mno�eǌe prirodnog broja s 5

Podsetimo se da smo jox u osnovnoj xkoli uoqili da je prirodni broj lakxe
deliti s 2 nego mno¼iti s 5, koriste²i da je

n · 5 =
n

2
· 10, n ∈ N.

Odatle sledi, kratko reqeno, da ako je broj paran, tada koliqniku n/2 treba
dopisati cifru 0 kao cifru jedinica, a ako je neparan, tada tom koliqniku
dopisujemo cifru 5 kao cifru jedinica. Npr. 1 946 ·5 = 9 730; 64,91 ·5 = 324,55.
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5. Mno�eǌe prirodnog broja brojem 25

Zadajmo najpre npr. da se pomo²u kalkulatora proveri taqnost proizvoda
124 · 25 = 3100. Uqenici aktiviraju kalkulatore i proveravaju napisani rezul-
tat. Zatim mo¼emo zapisati da je 1 946 · 25 = 48 650. I to oni lako proveravaju,
ali je vidǉivo da se budi interes. Sada im ka¼emo da pomo²u kalkulatora
provere mno¼eǌe 448 122 436 648 832 · 25 = 11 203 060 916 220 800. E, ovo ih ve²
malo xokira, jer oni na kalkulatoru dobijaju da taj proizvod ima vrednost
1.120 306 091 622 08 · 1016, pa im je prva pomisao da je vrednost pribli¼na, prem-
da je ustvari taqna, ali je data u floating point zapisu. Napomiǌemo da taqnost
rezultata mogu direktno i proveriti. Me±utim, sada navodimo proizvod koji je
potpuno izvan domena i scientific kalkulatora; npr.

19 061 946 260 719 483 695 · 25 = 476 548 656 517 987 092 375.

Dakle, tu smo pomno¼ili dvadesetocifreni broj brojem 25 i dobili smo broj
koji ima dvadesetjednu cifru. I konaqno napomiǌemo da lako mo¼emo bilo kako
veliki broj taqno mno¼iti s 25. Tada se me±u uqenicima pojavǉuje ¼eǉa da
saznaju tajnu toga brzog mno¼eǌa.

Ako ispixemo jednakost, boǉe re²i identitet,

(5) n · 25 =
n

4
· 100, n ∈ N,

tada je odmah jasno da va¼i slede²e pravilo: ,,Prirodni broj deǉiv sa 4 mno¼i-
mo s 25 tako xto taj broj podelimo sa 4 i dopixemo jox dve nule, zapravo mno¼imo
sa 100“. No, xta se radi u onim sluqajevima kada broj n nije deǉiv sa 4? Vidimo
da iz (5), na primer, sledi: 17 · 25 = 4,25 · 100 = 425, 18 · 25 = 4,50 · 100 = 450,
19 · 25 = 4,75 · 100 = 475. Na osnovu toga mo¼emo iskazano pravilo precizirati:
,,Prirodni broj mno¼imo s 25 tako da taj broj podijelimo s 4 i ako je deǉiv tim
brojem, tada koliqniku dopixemo dve nule; ako pri deǉeǌu sa 4 daje ostatak 1,
tada dopixemo 25; ako pri deǉeǌu sa 4 daje ostatak 2, tada dopixemo 50 i ako pri
deǉeǌu sa 4 daje ostatak 3, tada dopisujemo 75“. Svakako, da bi se ovo pravilo
moglo preciznije izre²i, ali bi bilo dosta glomaznije. I konaqno uqenicima
je jasno da ,,napamet“ mogu prirodni broj mno¼iti s 25, ali je potrebno znati
taqno taj broj deliti sa 4.

Recimo i to da se mogu postaviti i problemi kako se prirodni broj mo¼e
brzo mno¼iti sa: 250, 2 500, . . . , 2,5, 0,25, 0,025, . . . Lako se mo¼e do²i do
postupka za ove sluqajeve.

Napomena 2. Da se nastavnik s ovim operacijama, iako su elementarne, ne
bi previxe zamarao, zgodno je da grupe cifra, koje qine broj po delovima od
jedne ili po dve cifre budu deǉive sa 4. Tako brzo i bez pogrexke imamo da
je npr. 416 483 241 220 888 · 25 = 10 412 081 030 522 200. Jox bismo mogli dodati,
uva¼avaju²i ovo pravilo, da lagano mo¼emo i broj od npr. 100 ili vixe cifara
mno¼iti s 25.
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Napomena 3. I konaqno, sada mo¼emo dati i strogi matematiqki iskaz
pravila o mno¼eǌu prirodnog broja brojem 25, koje glasi:

n · 25 =
⌊n

4

⌋
· 100 + 25 · p4,

ako je n ∈ N i n ≡ p4 (mod 4) gde je p4 ∈ {0, 1, 2, 3}.

6. Mno�eǌe prirodnog broja brojem 125

Ka¼emo li uqenicima da pomo²u kalkulatora provere da je npr.
(6)
483 224 406 416 888 565 632 324 056 · 125 = 60 403 050 802 111 070 704 040 507 000,

bi²e u problenu jer se ovaj proizvod ne mo¼e dobiti ni pomo²u scientific kalku-
latora, a mi ga mo¼emo dobiti skoro napamet. Jasno je da se ovo mno¼eǌe bazira
na identitetu

(7) n · 125 =
n

8
· 1000, n ∈ N.

Vidimo da smo u (6) faktor od 25 cifara konstruisali tako da po dve cifre
u ǌemu formiraju broj deǉiv s 8, zbog toga do rezulta dolazimo brzo i bez
zamaraǌa.

Ako primenimo (7), tada dobijamo npr:

32 · 125 =
32
8
· 1 000 = 4 000, 33 · 125 =

33
8
· 1000 = 4 125,

34 · 125 =
34
8
· 1000 = 4 250, 35 · 125 =

35
8
· 1000 = 4 375,

36 · 125 =
36
8
· 1000 = 4 500, 37 · 125 =

37
8
· 1000 = 4 625,

38 · 125 =
38
8
· 1000 = 4 750, 39 · 125 =

39
8
· 1000 = 4 875.

Kolokvijalno reqeno, vidimo da ako je broj deǉiv s 8, tada dopisujemo 000; ako
je ostatak pri deǉeǌu 1, tada dopisujemo 125 (to je 1 · 125); ako je ostatak pri
deǉeǌu 2, tada dopisujemo 250 (to je 2 · 125); . . . , ako je ostatak pri deǉeǌu 7,
tada dopisujemo 875 (to je 7 · 125).

Na osnovu reqenog sada mo¼emo lako na²i da je npr. 77 315 719 243 · 125 =
9 664 464 905 375.

Napomena 5. Uqenicima se mogu postaviti i problemi kako se prirodni
broj mo¼e brzo mno¼iti sa: 1 250, 12 500, . . . , 12,5, 1,25, 0,125, . . .

Napomena 6. Jasno je da strogi matematiqki iskaz postupka mno¼eǌa pri-
rodnog broja brojem 125 glasi:

(8) n · 125 =
⌊n

8

⌋
· 1000 + 125 · p8,
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gde je n ∈ N i n ≡ p8 (mod 8), p8 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, koji ²e u potpunosti
biti jasan uqenicima ako su s pa¼ǌom pratili prethodno izlagaǌe.

7. Mno�eǌe prirodnog broja brojem 5k

Na osnovu prethodnih razmatraǌa zakǉuqujemo da strogi matematiqki iskaz
pravila o mno¼eǌu prirodnog broja n brojem 5k glasi:

(9) n · 5k =
⌊ n

2k

⌋
· 10k + 5k · p2k ,

ako je k, n ∈ N i n ≡ p2k (mod 2k) i p2k ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 2k − 1}.
Specijalno, za k = 4, imamo pravilo za mno¼eǌe prirodnog broja s 625, koje

glasi:

(10) n · 625 =
⌊ n

16

⌋
· 104 + 625 · p16,

ako je n ∈ N i n ≡ p16 (mod 16) i p16 ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 15}.
Vidimo da mno¼eǌe napamet s 625 i nije previxe jednostavno, jer moramo

izvrxiti deǉeǌe prirodnog broja brojem 16, te ostatak deǉeǌa mno¼iti s 625.
Lako je npr. videti da je 17 · 625 = 10 625, ali bi trebalo malo vixe koncen-
tracije da se napamet dobije da je 283 · 625 = 176 875. Me±utim, da ne bi uqeni-
ci ,,zadremali“, mo¼emo im dati da kalkulatorom provere taqnost proizvoda
324 864 · 625 = 203 040 000. No, i bez kalkulatora ²e im sada biti jasno da je

6 416 328 096 329 617 · 625 = 4 010 205 060 205 010 625,

gde smo primenili pravilo (10), a sem toga smo odabrali da grupe od po dve
uzastopne cifre qine broj deǉiv sa 16.

Najzad, sada je jasno da je: 32 ·3 125 = 100 000, 649 633 ·3 125 = 2 030 103 125,
. . . , jer sve to sledi ako primenimo (9), gde je p32 ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 31}.

8. Mno�eǌe decimalnog broja brojem 5k

Uqenici ²e se iznenaditi ako im ispixemo proizvod

16 644 809 616 321 606 496,16048 · 625 = 10 403 006 010 201 004 060 100,3

jer je tu kalkulator za taqnu vrednost potpuno nemo²an, a sem toga se pojavǉuje i
decimalni broj. No, brzo ²e shvatiti da do ovog rezultata mogu do²i primenom
pravila (10).

Sada ²emo izvesti generalizaciju pravila (9), ali tako da se ono mo¼e
primeniti i na decimalne brojeve s konaqno mnogo decimala. Dakle, neka je dat
decimalni broj koji se sastoji od ukupno p + q dekadnih cifara, ali tako da je
broj celobrojnih cifara p a q je broj decimalnih cifara, pa ga prikazujemo u
obliku

dp,q = apap−1 . . . a2a1,b1b2 . . . bq−1bq,



Mno¼eǌa napamet mogu generisati interes za matematiku 97

dakle u konkretnom kanonskom zapisu to znaqi da je

dp,q = 10p−1ap + · · ·+ 101a2 + 100a1 + 10−1b1 + 10−2b2 + · · ·+ 10−qbq.

Odavde sledi da je 10qdp,q ∈ N, pa ako sada primenimo pravilo (9), dobijamo da
je proizvod toga broja i broja 5k dat vezom

10qdp,q · 5k =
⌊10qdp,q

2k

⌋
· 10k + 5k · p2k ,

a odatle sledi postupak za proizvod decimalnog broja dp,q i broja 5k koji je
odre±en vezom

(11) dp,q · 5k = 10−q

(⌊10qdp,q

2k

⌋
· 10k + 5k · p2k

)
,

za k ∈ N i 10qdp,q ≡ p2k (mod 2k), gde je p2k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}.

Zadatak 2. Primenom prvaila (11) izraqunati proizvod 246,3157 · 25.

Rexeǌe. 246,3157 · 25 = 10−4
(⌊2463157

4

⌋
· 102 + 25 · p4

)
= · · · = 6157,8925,

gde je 2463157 ≡ p4 (mod 4), pa je p4 = 1. Dakle i ovaj proizvod smo lako
izraqunali, a sam rezultat mo¼emo proveriti i pomo²u kalkulatora.

9. Kvadriraǌe prirodnih brojeva kojima je cifra jedinica 5

Ako posmatramo proizvode: 152 = 225, 252 = 625, 352 = 1 225, 452 = 2 025,
552 = 3 025, 652 = 4 225, 752 = 5 625, 852 = 7 225, 952 = 9 025, tada naslu²ujemo
da se kvadriraǌe dvocifrenog broja kojem je cifra jedinica 5 vrxi tako da se
cifra desetica pomno¼i brojem uve²anim za jedan i tome proizvodu se dopixe
25. Strogi iskaz ovog tvr±eǌa bi glasio

(12) (10n + 5)2 = n(n + 1) · 100 + 25, n ∈ N,

dakle to pravilo va¼i i za vixecifrene brojeve kojima je cifra jedinica 5.
Tako bismo dobili da je npr: 1152 = 13 225, 2152 = 46 225, . . . , a to znaqi da bi
bilo suvixno da to pravilo analiziramo u kanonskom obliku (an10n−1 + · · · +
a2 · 10 + 5)2.

Ako primenimo (8) i (12) za izraqunavaǌe npr. 12552, dobijamo kao rezultat
1 575 025, jer smo iskoristili da je 126 · 125 = 15 750 i dopisali smo 25. Daǉe,
mo¼emo raqunati i s dekadnim vixekratnicima i decimalnim brojevima, npr:
125 5002 = 15 750 250000, 1,2552 = 1,575 025, itd.

10. Izraunavaǌe napamet nekih konaqnih zbirova

Ve²ina uqenika se jox u osnovnoj xkoli upoznaje s naqinom na koji je Gaus
izraqunao zbir

1 + 2 + · · ·+ 99 + 100 = 5 050.
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U sredǌoj xkoli se obra±uje opxtiji rezultat

(13) 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n =
n(n + 1)

2
, n ∈ N.

Koriste²i formulu (13) mo¼emo uqenicima zadati da napamet provere taqnost,
na primer, zbira

1 + 2 + · · ·+ 2 000 000 = 2 000 001 000 000,

a oni ²e biti iznena±eni jednostavnox²u postupka.
Daǉe, obra±uju²i aritmetiqki niz lako dolazimo do sume

(14) 1 + 3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

Sada je zanimǉivo da, ako primenimo rezultat 12552 = 1 575 025, koji smo dobili
koriste²i formulu (8), onda na osnovu formule (14) dobijamo napamet da je
1 + 3 + 5 + 7 + · · ·+ 2 509 = 12552 = 1 575 025.

Ako primenimo identitet
1
n
− 1

n + 1
=

1
n(n + 1)

, koji se izvodi jox u os-

novnoj xkoli, dobijamo da je

(15)
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1
n(n + 1)

=
n

n + 1
, n ∈ N.

Ako uqenicima zadamo da ,,pexke“ (bez kalkulatora) izraqunaju, odnosno prove-
re, zbir

1
2

+
1
6

+
1
12

+
1
20

+
1
30

+
1
42

+
1
56

+
1
72

+
1
90

= 0,9,

ne²e bax biti oduxevǉeni, ali ako im napomenemo da va¼i formula (15), tada
²e im postati sve jasno, jer su svesni da bi standardnom procedurom imali dosta
posla. Daǉe, u vezi ovog zbira mo¼emo napomenuti da je

1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 + · · ·+ 1

999 999 · 1 000 000
= 0,999 999.

I konaqno, ako se ovo prezentuje uqenicima starijih razreda sredǌe xkole,

tada je ǌima potpuno jasno, da je
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

= 1, xto sledi iz (15), jer je
lim

n→∞
n

n + 1
= 1.

Daǉe, vezano za brzo sumiraǌe, moglo bi se postaviti pitaǌe kako brzo

sumirati npr.
1
1
+

1
2
,

1
1
+

1
2
+

1
3
,

1
1
+

1
2
+

1
3
+

1
4
, . . . No, tu nema te mogu²nosti, jer se

mo¼e dokazati da ne postoji eksplicitna formula za sumu konaqnog harmonijskog

reda
1
1

+
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

. Recimo i to, da beskonaqni harmonijski red
1
1

+
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

+ · · · sporo divergira, tako da je npr.
1
1

+
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
1043

< 100.

Sada ²emo navesti jedan zanimǉivi koliqnik, koji se jednostavno izraquna-
va, a mo¼e poslu¼iti za uve¼bavaǌe osnovnih raqunskih opercija, koje nastavnik
mo¼e lako kontrolisati. Naime, va¼i slede²i identitet

(16)
12 − 22 + 32 − · · ·+ (−1)n+1n2

1− 3 + 5− · · ·+ (−1)n+1(2n− 1)
=

n + 1
2

, n ∈ N,
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kojeg smo dobili deǉeǌem ova dva identiteta: 12 − 22 + 32 − · · ·+ (−1)n+1n2 =

(−1)n+1 n(n + 1)
2

i 1 − 3 + 5 − · · · + (−1)n+1(2n − 1) = (−1)n+1n (detaǉǌije o

jox opxtijim oblicima u qlanku [1]). Tako iz (16) dobijamo:
12

1
=

1 + 1
2

= 1,

12 − 22

1− 3
=

2 + 1
2

= 1,5,
12 − 22 + 32

1− 3 + 5
=

3 + 1
2

= 2, . . . A sada posmatrajmo jednu

specijalnu klasu ovih koliqnika koja se lako pamti i raquna napamet:

12 − 22 + 32 − · · ·+ 992

1− 3 + 5− · · ·+ 197
=

99 + 1
2

= 50,

12 − 22 + 32 − · · ·+ 999 9992

1− 3 + 5− · · ·+ 1999 997
=

999 999 + 1
2

= 500 000,

. . .

12 − 22 + 32 − · · ·+ 99 . . . 92︸ ︷︷ ︸
k

1− 3 + 5− · · ·+ 199 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k−1

7
=

99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k

+1

2
= 5 · 10k−1, k ∈ N.

Zakǉuqak o elementarnoj vextini usmenog raqunaǌa

Doxlo je vreme totalne kompjuterizacije, pa su kalkulatori instalirani i
u mobilne telefone, tako da vixe ne treba troxiti vreme za osnovne opreacije
s brojevima. I upotreba logaritamskih tablica je uglavnom izbaqena iz xkol-
skih programa. Iz svega toga sledi da se i vextina raqunaǌa s konkretnim
brojevima smaǌila, tako se dexava da se neki uqenici maxaju kalkulatora za
najelementarnije raqunske operacije. Zbog toga, ovim qlankom smo pokuxali da
malo o¼ivimo interes za vextinu raqunaǌa. No, jox je va¼nije da treba nego-
vati sposobnost grube procene ishoda raqunskih operacija, koje se primeǌuju u
svakodnevnoj praksi uprkos blagodatima danaxǌih mogu²nosti raqunske obrade
podataka svih vrsta.
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[1] P. Svirčević, Formule rekurzije za alternativne sume potencija prirodnih brojeva, Matema-
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