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POPMUPAILE U CTPYKTYPUCAKE BPOJEBHUX CUCTEMA'!

CrynoBu TpUPOIHUX, IEIUX ¥ PANUOHAJIHUX OPOjeBa, 3ajelHO C peyalujamMa U
omepanujama y BUMa, IPEIMET CY U3yUaBama Y OCHOBHUM U CPEIEBUM IIKOJIAMA, CBY-
ma y cBeTy ma u koxm Hac. MebhyTum, cTporo 3acHumBame oAroBapajynux CTpykTypa
yIJIaBHOM HHUje MOrylie Ha TOM HUBOY, Ila Ceé MHOTY KODPAIy IPU TOM ,,[IpecKaudy  Uiu
ymonpasyMenajy “. CMarpamo, WAk, [a je HeONXOAHO A3 HACTABHUIM OyIy YIO3HATH
ca JerajbuMa TOT MOCTYIKA KOjU HUje HU KPAaTaK HU jeAHOCTABAaH, a PEeTko ce cpehe y
mureparypu. CTora je y OBOM WiIAHKY JaTa jefHA MOryha BapujaHTa CTPOTOr yBoDhema
ckynosa Q,, Z n Q u ®BUXOBOT CTPYKTypuCama, noja3ehnm oM MO3HATUX CBOjCTaBa
ckyna N mpupomaux OpojeBa. Y3 m3BecHa ckpahema, TeKCT ce 6aszupa Ha HAIMIM
wianmuMa [2]-[5].

1. ¥YBon

[Ipenucrasajyhu FEyxaudose Enemenme Bumumo na cy OpojeBu TeMa Koja je
nasiexo Hajsacrymbenuja. On 13 kmura oBor kiaacuusor mena: 5, 7, 8, 9, 10. u 12.
roToBO Cy y normynoctu nocseliene Gpojesuma kao Temu (B. mup. [1]). Y Eaemenmu-
Ma cy (HO3UTMBHY) PeasHu OPOjeBU KOHUUIMPAHK KAO KIace eKBUBAJEHLUUje Da3Mepa
ucroponuux Marauryna A u B: A: B ~ C : D, Kan je UCIOymeH yCIOB

(Vm)(Vn) mA > (=,<) nB ako u camo axo je mC > (=,<) nD.

Kopucrehu caBpemenn jesuk mMaremarvke, Mo:xeMo pelin fa ce mpeTmOCTaBIba €r3uC-
rermuja ckyna Ng npupomuux OpojeBa M HEroBO A€jCTBO Ha CKym M MarHutTyma.

3a/UBibYje JOTMUYKA TMPENU3HOCT Faemenama KOjy HUje uMaja MaTeMaTUKa, y
OKBUDY APYI'MX BEJWKUX KIACUYHMX IUBWIM3AlNNja, anu je caMma lepuHunuja Gpoja,
a mororoBy m3Bobheme omepanuja Ha MArHWTYJaMa, & HE HA CAMUM OPOjeBUMA, UUHU-
JI0 OBY TEOPHU]jy CJIOKEHOM IITO je Takohe CIyTaBaJio HEeH mabu Pa3Boj ¢Be 10 moba
Penecance.

Hlpenasame rna lpxasroM cemurapy JpymTsa MaTemaruuapa Cpbuje, Beorpaz, 9. debpyapa 2020.
rom.
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Ilexapros (René Descartes, 1596-1650) momen Gpojesue (mouy)upase, rae Cy
MarHUTYE IPeCTaB/beHe MHTEPBAINMA a BUXOBe yKUHE DEJATUBHO jeINHUYHA YK
Kao peasHu OpOjeBH U Tlie Ce Ollepalyje MHOXEHA U JeJbeha M3BOJE KAa0 KOHCTPYK-
Ije YeTBpTe MPOMOPUMOHAJE, OMO je BEJUKM KOPAK y MOjeIHOCTaBbemy Kymokcose
Teopuje. 3HAYAjaH MOACTWNA] OBOM IOjedHOCTaBMLemy Owmia je Bujerosa (Francois
Viéte, 1540-1601) caosua amrebpa (logistica speciosa) ma ce kaxe ma rae je Bujer
crao llekapt je macraBmo. Hamomernmmo na je BujeroBa anrebpa jom yBek peropmy-
Ka JOK je kogn Jlekapra CKOPO y IOTIYHOCTH ()OPMUpaHa Kao cCaBpeMeHa CUMOOJIMYKA
asredpa.

OBO 10jeHOCTABLEHO CXBaTame peajHuX OpojeBa IOCTENEHO je yiIasuio u Y
IIKOJICKE IIpOorpaMe Ila ce y caBpeMeHoj mkoiu obpabyjy cmcremy mpmpomuux 6po-
jeBa, MO3UTUBHUX DANMOHAJHUX OpojeBa (Pas3yioMiu), 3aTUM PAIMOHAIHAX U DEATHUX
opojeBa. Ta je oOpama BpJIO HEMOTIYHA W BPJIO HEYjeIHAUYEHA OJ 3€MJbE IO 3€MJbE.
Csu Mu, crapuju Mame, Miaabu Bume, MoskeMo ce cehaTu HAMX TaHA TPOBEINEHUX Y
OCHOBHO]j TIKOJIX U yUema TpUpomHnX OpojeBa y TOKY MpBa yeTupu paspena. Ilocroje
BeJIMKE Pa3irKe KaKO Cy TU caipkaju o0pabhuBaHu y pa3inuuuTuM IEpPUOIMA, 1A Ca,[
CKUIMPAjMO MITA C€ MOCTWKE BeskOAMa y KOjUMa Cy apUTMETUYKU CAIPKAJU YIIETCHU
y CBAKOTHEBHE CUTYaIHje.

Apurmeruka ce ocnama Ha (EHOMEHONOTHUjy KOjy UMHE KOJEKnuje objekaTa Koje
OIa:KaMO y IPOCTOPY OKO HAC. Y AWIAKTHUIY MATEMATHKE 33 Te 00jeKTe KaKEeMO Ia CY
CKYnosu ma onaxcajHom Hueoy. lloueTHa Tema apuTMeETHKE je Opojamwe KOje UMHU
NPasuAro peyumosame nasuea opojesa (mo 10) u npebpojasame crynosa uuju je
6poj objerara majsume 10. Tako ce popmupa nmouerru 640% bpojesa do 10, y orBUpY
KOra Ce OCMUILIbABA]Y onepayuje cadbupamna u 00ysumana. OBO OCMUNILABAHE BPIIN
ce myTeM IprMepa aJu Oa KaKeMO mTa je OWTHO y TuUM mpuMmepuma Kopuctrhemo
jesuk Teopuje ckynosa. Haume, kazahieMo na adumueny cremy YUHNA AP IUC]YHKTHUAX
CKYIOBa U JIa je IpaTu 3a0amak cabupama K ce 3Ha OPOj ereMeHaTa OBUX CKyIOBa a
Tpasku ce Opoj eleMeHaTa BUXOBe yHUje. Ty UCTY cxemy IpaTtu 3a0amak 00y3umama
KaJ ce 3Ha OpOj ejeMeHaTa yHUje 1 jeJHOT OX TUX CKyIOBa a TPasku ce Opoj ejleMeHaTa
IPYTOT O HUX.

OBo 3Haueme onepanyja je nepMagedTHO na u 36uposu 10+1, 10+2, ..., 10+10
uMajy Hasenenu cMmucao. ObGenesxasajyhin ux xpalie ca 11, 12, ..., 20 (u maBogehin
Ha3uBe OBUX OpojeBa) popmupa ce 640% Opojesa 0o 20. I'naBHU MUIAKTUYRA 33,0aTAK
y OBOM OJIOKY je GopMmMupame mabauye cabupama.

36up 20 + 10 ozmauasamo kpahe ca 30 u oBaj 6Gpoj umramo mpudecem, 30up
30 4 10 ozmauaBamo ca 40 u uuramo uwempdecem, ..., 36up 90 + 10 mumemo xpahe
100 m umramo cmo. OBe GpojeBe HazmBaMO decemuue npee cmomuke. 30UPOBe
nIecerura u jenHonugenux bpojesa, mup, 20+ 7, 40 + 2, 70 + 8, ... , mumemo kpalie
27, 42, 78, ... u umramMo Odeadecem cedam, uempoecem 08a, cedamoecem 0cam,
ma TAKO OCUM JECeTHIa OCMUIILABAMO U OcTase Opojese u3 b6a0ka Opojesa 00

100.

[IpBu rnaBHM IMOAKTUYKM 3a0aTaK ¥ OKBUPY OBOI DJIOKA je OCMUIIbABAE OIe-
panmja mHoxcenwa u Odewewa. Ila, ma OGucMo W3ABOjUIM OUTHO y HU3Y IpUMEpa
HAMEHEHNX OCMUNLBABAKY OBUX OIEPAIXja OMeT NeMO KOPUCTUTU je3UK TEOPUje CKY-
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noBa 1 kKazalleMo ma MYyamuniukemueny cremy YMHU KONEKIuja ofn | MUCjyHKTHHX
ckymoBa ucre Opojuoctu m. Kax cy matu 6pojesu [ u m a Tpaxku ce 6poj n esemMeHaTa
VHUje OBUX CKyTIOBa, Taja Taj Opoj o3HauaBaMo ca l-m 1 Tama KaKeMO Ia OBY CXEMYy
opatu 3a0amak MHoxMcewa. Kam ¢y y3 oBy cxeMy AaTé n U [ a TPasKu ce 1M, KakeMo
Ia je To 3adamak demema KOJU HA3MBaMO napmuyujae (pacnodeaa), a Kajy Cy NaTu
N UM a TPAKU ce [, KakeMo na je To 3a0amak 0enema KOju ce HA3MBA KEOMUYUIA
(Koaurosamwe).

Ipyru riaaBEM UIAKTUYKA 330aTaK Y OBOM OJIOKY je (popMUpame mabdauye MHo-
acewa U madauye demwemwa ca ocmamkom: Gpojesa mo 19 ca 2, no 29 ca 3, ..., mo
89 ca 9. Ose rabaune Takobe ymaze y tpajuu yemenu $omz.

¥Y3umajyhu npoussone 2-100, 3-100, ..., 9-100, 10-100 u xa3yjyhu na ce kpahe
oy kao 200, 300, ... , 900, 1000 u kako ce unTajy, yBOAUMO CIMOMUHE NPEE TUMDAOE.
30upoBM OBUX CTOTMHA W HajBuime asomudpenux Opojesa, mup, 300 + 25, 500 + 94,
700+3, ... kakemo na ce kpahe nunry kao 325,, 594, 703, ... u KakeMO Kako ce unra-
jy u Tako popmupamo 6.0k 6pojesa do 1000. Cnuuno pamgumMo gajbe ca MPOU3BOIUMA
21000, 3-1000, ..., 10-1000 urx, mupehu Tako jour name 6mokoBe GpojeBa. OBuM
IyTeM CBaku Opupomuu 6poj nobuja jeImHCTBEHM yudapcku 3anuc, a OBU 3aINCH
CIIysKe Ja ce IPEKO BUX UCKaKy alropuTMu u3Bohema apurmernykux omepanuja. Cse
y cBeMy, OpupoaHu OpojeBu ¢y (yHIAMEHT LEeNOKyIHe MaTeMaTuke u 0e3 003upa Ha
€JIEMEHTAPHOCT HaumHa o0paje Koju je mpuiaroheH Hemu PaHOr IMKOJICKOD y3PacTa,
OBe CaIpkaje He CMEMO HUIOIITO IOTIEHUTH.

[ocroje marematnyapu 3saru Harypamucru (meDy mwuma cy Gunu Benuru kia-
cuynu mateMarudap [Toenkape (Henri Poincaré, 1854-1912) u nemauku MaTemMaTuuap
Kporerep (Leopold Kronecker, 1821-1891) u npyru) Koju ¢y cMaTpau Aa Cy IPUPOI-
HM OpOjeBU MUPEKTHU TMPOAYKT UYOBEKOBOI yMma. Kpomekep kasxke ,bBor je crBopumo
npuponse OpojeBe, cBe Apyro je gemo uoBeka“. C mpyre cTpade mOCTOje MaTeMa-
Trdapu, 3saEn PopMasIMCT, KOjU y3UMajy IpUpPOIHE OpojeBe Kao KOHCTPYKIHUje Koje
ce TPOBOJIE Ha JIOTUYKOj OCHOBU. 10 je, Ha mpuUMep, Cayuaj KaJ U3JIarame MPUPO THIX
Bpojesa mounme ab ovo — [leanosum axcumomama (Giusepe Peano, 1858-1939).

Mu cMo0 OB yCcMepeHW Ha M3Bajame CBOjCTaBa OPOjeBHUX CHUCTEMA KOja, Ka.
cy m3paskeHa anreGapckm, MpeHoce ce U3 jeHOT CUCTeMa y HeroBo mpomupemne. OBaj
IPEHOC carjefaBaMo Kao Ciydaj koju obyxBaTta [lukoxos8 npuMmyun nepmaHeryuje
(George Peacock, 1791-1858) kan ce omIHOCH HA OKBUD jeJHOT OPOJEBHOI CHCTEMAa U
HErOBOT IPOIINPEHA.

2. CucreM mpupooHUX OpojeBa C HYJIOM

Ham num y 0BOM unaHKy je NpUKA3 OMEPATUBHUX CBOjCTaBa (Tj. CBOjCTaBA OIle-
panuja u penanuje moperka) OpojeBHUX cucrema. To je TeMa KOjy Cy OBU ayToOpU
Tpetupasn y cBojuM panosuma [2]—[5].

[TpBu m HajBasKHWjU KOpAK y OBOM HANIEM WMCTPaKUBAKY OMO je m3aBajame OC-
HOBHUX OTIEPATUBHUX CBOjcTaBa cucteMa Ng MpuUpogaHUX OpojeBa ¢ HYJIOM, a Koja Ccy
ncnucana y cnenehoj mucru:
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() (VE)Y(VD) k+1=1+k (iv) (VK)(VI) Kl = Uk
(i) (VE)(VD)(Ym) (k+ 1) +m=k+(@+m)  (v) (V&) (VI)(¥Ym) (kl)m = k(Im)
(iii) (30)(Vk)k+0 =k (vi) (A0 <1 u (Vh)k-1=Fk)

(vil) (VE)(VI)(Vm) k(I +m) = kl + km
(vili) (VE)(VI) (k<1 <= (3m >0)k+m =1)
(ix) (VE)Y(VD) (k <!l uwau k=1 uaul < k)

(x) (Vk)(V1)(¥Ym) (xi) (Vk)(VI)(Vm > 0)
k<l <= k+m<l+m) (k<l < km<lIm)

JIucra 1

[Ipumehyje ce ma cmo Mum 0By snmcTy ¢opmupanu peaykyjyhu cBojcrBa koja
n3paskapajy akcuome ypebenor mosma. Ila, ako cucrem mpupomuux 6pojeBa ca 0
raegamo kao crpykrypy (Ng,+,-, <), rme je Ny ckyn mpupomuux 6pojesa, ,+“ u
,- " omepaiuje cabupama U MHOKEHA, a ,<“ pesanuja moperka, buhe cBa cBOjcTBa
ca Jlucme 1 3amoBosbeHa.

Younmrasajyhu, neka ypebeny uersopry (S, +, -, <) uune menpas3uu ckym S, ou-
HapHe omepanuje ,+“u ,-“ u penanuja noperka ,<“ (rge He MMAmEMO MHAEKC S & UX
pa3nmMKyjeMo of omepamuja u penanuje y ckymy Ng) M Heka 3aJ0BOJLABAJY CBOjCTBA
HaBeneHa Ha Jlucmu 1, Tama TakBy cTpykTypy 3Bahemo ypeheno noaynome. Kao
npumepe ypeheHor mosymnosmksa MOKEMO HABECTH CUCTEM mpupoaux Opojsa ca 0, meaux
OpojeBa, MO3UTUBHUX pAaNMOHAJHUX OpojeBa ca (, PAIMOHAJNHMX M peajHUX Opojesa,
a moraszahemo ma Basku ciemehe TBpheme.

TEOPEMA 1. Cucmem npupodnuxr b6pojesa ¢ Hysom je Hajmame ypeheno
NOAYNOMpE, Mj. c8aK0 Yypeheno noaynose cadpicu KoMUY uzoMopPry nosynosy
npupooruT 6pojesa ¢ HYAOM.

Jlokas. 3aucra, wera je (S, +,-, <) npoussomuo ypeheno nomynome. Iledpunu-
muMo MHAYKTUBHO HU3 N* y S, y3umajyhu a9 = Og, a1 = 1g u, upernocrasmajyhin
na je a, nedUHUCAH, HEKA je Gp41 = Gn + lg. JOKakUMO Ia je Apim = Gn + Q.
OBa penamuja je Tauna Kaj je m = 1; IPETIOCTABUMO A je U PETAHA Uy (m—1) =
ap, + @1 Tauna (OBO je MHAYKIWjCKA IpeTHocTaBka). Tanma je

An4+m = Gp4(m—1)+1 = n +am-1+1s =an + am,

a mTo je Tpebaso ZoKa3aTu.
Hokasxumo takobhe 1a je ap.m = Gy Q. 3am = 1 UMaMo Gp.q = Gp = Gp - 1g =
ap - 1. IIpeTnocTaBuMO . (m—1) = Gn * Gm—1. VIMamo

Qp.m = an(mfl)Jrn = an(mfl) +an =0p - Qm—1+ay- 15 = an(am—l +1S) = Qp " Qm-

Ilokazaim cMO 1a je OBa jeIHAKOCT TAuHA 3a CBAKO M.

Kako je uu3z N* pactyhu, To n < m mnoBiaun a, < d,, Ta je TPECIUKABALE
n — a, jemqHosnauso. Jaxme, N* je n3omopdua konuja cucrema Ng. m



dopmuparme U CTPYKTYpUCakhe OPOjeBHUX CHCTEMA 5

3. 'emepasmimcaHy KOMYyTATUBHU U ACONUjaTUBHU 3aKOHU

Kan mumemo a4+ b, Tana oBaj uzpas uMa ABa 3HAUEHA — CUHTAKTUYKO, TO je 3aIKC
KOjUM TpeaCcTaB/maMo 30up aBa Opoja, M CEMAHTUUYKO, KAO OPOj KOju MPeACTaBHAMO
TUM 3aIICOM (& KOju Ha3uBaMo OpojeBHa BpenHocT Tor 36mpa). MehyTuM kan mumemo
a + b+ ¢, taga oBaj 3amuc HaszuBamo 36up Tpu Opoja (kopucrehu oBaj TepMuH ca
CUHTAKTUYKAM 3HAYEHEM ), AJM MTa je HEroBa O0POjeBHA BPENHOCT, Tj. KOju OPOj TUM
3amucoM mpencraBmamo? 30uposu a + b u b+ ¢ umajy cBojy OpojeBHY BpEemHOCT, Tj.
muMa Takohe o3HauaBaMo GpojeBe, ma je To ciyuaj u ca 30uposBuMa (a + b) + ¢ u
a+ (b+c). Acoyujamuenu 3axon, KA0 MPUHIAI apUTMETHUKE, Kajke Ha Cy OBA IBa
Opoja jemmaka, tj. (a +b) +c¢=a+ (b+ ¢). Buno koju on wux, pemumo (a + b) + ¢,
MoskeMo y3etu na oxpebyje bpojesny epednocm sbupa a + b+ c.

Ha nu he ce BpenHOCT OBOr 30Mpa MEHATH HEPMYTOBAHEM HHEMOBUX UJIAHOBA?!
Moskemo na mepmyTyjemo cabupke 36upa asa Opoja. Penmmo ouhe a+ b = b+ a unn
(a+b)+c = c+(a+b) Ha OCHOBY KOMYyMaAMUEHOZ 3a4K0HG 3a cabupame, Koju Takobhe
Y3UMaMO 3a MPUHOUN apurmeTuke. [IpuMmemyjyhu jeqHoM aconmjaTuBHA a APYTHU MyT
KOMYTATUBHM 3aKOH W TAKO penoM, mobujamo cienehu Hu3 jennaxocTu

(a+b)+c=a+(b+c)=a+(c+b)=(a+c)+b=(c+a)+b

=c+(a+b)=c+(b+a)=(c+b)+a=(b+c)+a
=b+(c+a)=b+(a+c)=(b+a)+ec

Bummvo na je 1-2-3 = 6 mepmyranuja ciaoBa a,b, ¢ 1 3a CBaKy IEPMYTAIjy IBA
HaUMHA BUXOBOT acolUpama, na je To 6 -2 = 12 pa3nuuntux n3pasa Koje CMO yIpaBo
MCTIACAJIN.

Kan aconmpamo Ha cBe moryhe naunue 36up detupu 6poja a—+ b+ c+ d mmahemo
nBa HaumHa y3 30up (a + b+ ¢) + d, jenan y3 (a + b) + (¢ + d) u oner npa y3 36up
a+ (b+c+d). Yrymro, o je 5 pazmmumrux acomupama. Ciuosa a,b,c,d mMokemo
nepmyTtoBary Ha 1-2-3 -4 = 24 maunna. Cse y cBemy, TO je 24 -5 = 120 paznuunrux
30upoBa ma u He mOMHUILBAMO Aa Ou ux Tpebaso MelycoOHO jemHAUMTH KAKO CMO TO
pamunu y ciayuajy 306upa tpu Opoja. [lokazahemo na Takee je THAKOCTHU BasKe Y OMIITEM
cayudajy 36upoBa u mpousBomga n O6pojesa.

KoMmyTaTvBHN 1 ACOUUjaTUBHE 3aKOH YeCTO CE€ BUIE Ja Cy (DOPMYJIMCAHU y IIKOJI-
CKUM KHUTaMa 33 MaTeMaTHKy, TIe Ceé He KOPUCTe Ha OUTAH HAUUH I1a CaMO CIyiKe
Kao ,,JeKOpaTuBHM“ meTasmu. lIpe Hero mTo DOKAKEMO HUXOBA YONIITEHa HABEANMO
HEKOJIMKO TpuMepa 30upoBa n 6pojeBa rae ce KOPUCTE OBA YOIINTEHA KA A0 PYTUHE
KOja MPEOBJANABa U Ie MOMHUCAO0 Aa TY WAk Tpeba HeITO TOKA3MBATY HUKAJ CE He
mojaBipyje.

1. IHoGpo je mosuara mpuua o laycy (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), koju
je kao hak m3pauyrao 36up 6pojesa ox 1 1o 100 Taxo mro je cmapro 1 u 100, 2 u 99,
..., 950 u 51, ma 36upoBe oBUX mapoBa, kKOju cy cBu jenHaku 101 TOMHOKAO HUXOBUM
opojem 50 u mobuo 101 - 50 = 5050.

2. Iluraropuua ¢opwmyia 3a 36up Hemapuux OpojeBa. Ilocmarpajmo caemehy
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KBAJAPATHY CJIAraJuIy
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KOjy umHM O N Kpyskumha y cBakoMm ox n pemoBa. lloummyhu ¢ mpBuM kpykuheMm y
OPBOM peiy, 3aTuM ca ciaeneha 3 Koju 3aje[HO C TIPBUM YMHE KBAIPAT ... 1O KPAjHUX
2n —1 koju ca CBUM IPETXOIHNM UMHE KOMIUIETHY CIUKY, nobuja ce 36up 1+3+---+
(2n — 1) kpysuha. Homro y n penosa umamo 1o n kpysxwulia, BUXOB GPOj je u n - n.
Hakme, 1+34+---+2n—1)=n-n.

3. Ha PjemunoBy mnatny Menranma apurmeruxa (Repin, Mental Arithmetic)
BUU Ce IPYyNa Jevaka OKYIJbeHUX OKO CBOT yUHUTesha, IIe YCMEHO PauyHajy

(10* + 11% + 12% 4 13% 4 14%) : 365.

ITparumo muxoB Moryhu Tox mucau. KBaxpupajyhu 10 u 36upose 1041, 10+2, 1043
u 10+4, umahemo 5-1004+20+404+60+80+1+4+9+16 = 500+ 200+ 30 = 730
na je 730 : 365 = 2. Ilpyru Hemro Op:XM HAYMH je KBagpupame OpojeBa 12 — 2,
12—-1,12, 124+ 1, 12+ 2. 3apyxkusamem 144 —2-12-24+4ca 144 +2-12-2+4n
144—-2-12-14+1ca 144+2-12-1+ 1 nmahemo 5-144+2(4+ 1) = 720+ 10 = 730,
ma je omer 730 : 365 = 2.

Pauyname Ha 0Baj APYrW HAUMH je JIAKIIE ajau je 0Opa3iokeme MOCTYIKA CYII-
tunuanje. Pasiuke cxBaTaMo kao jenan 6poj (ma 6u ux Tpebano mmucaTu ca 3arpanama )
u npuMenyjemo npasuio (a—b)+b = a. 3awucra, y3umajyhu a—b = x 6ulie a = z+b
u(a—>b)+b=2x+b=a Y peanHoj WKOJCKO] HACTABU IPUXBATA Ce NPABUIO A
ce Opoj He Mema Kam O Wmera OAy3MeMO HeKM APYru OPoj ma 3aTuM Taj uctu Opoj
JIOIaMO.

Kan cy mpupomau 6pojeBu y muTamy, 3aBUCHOCT uieje Opoja OX Mepueniuje CKy-
Ia UMa CHAKHY WHTYUTUBHY OCHOBY. Hawmme, pamm ce o Kawmopogom npunyuny
unsapujarnmuocmu 6poja (Georg Cantor, 1845-1918): 6poj He 3aBucu o1 mpupome
eJleMeHaTa CKylla, HUTU O OUJIO KOI HEroBOI CTPYKTypucama (IOPeTKa ejeMeHATa,
HAUMHA BUXOBOI TPYIHACAHa WTA). 3a 30MPOBe CONUAHY MHTYUTUBHY OCHOBY TpPE-
CTaBJ/ba FEHEPAJINCAHA aIMTUBHA CXEMa KaO KOJEKIWja 7 MUCjYHKTHAX CKYNOBA, a TO
YMHY TPUXBATHLUBUM 3HAUEHE U CBOjCTBa 30MpPOBa 1 MPUPOAHUX OpojeBa. Auu Ta uH-
TYUTUBHA OCHOBA HE MOKe MOCIY:KUTH JIa Ce MpeHece 3Haueme 30upa n 6pojesa u cBoj-
CTaBa HE3aBUCHOCTU HErOBe OPOjeBHE BPEIHOCTHU OJ HAUMHA 3APY:KUBaKka cabUpaka u
pa3MeHe BUXOBUX MecTa. Kan cy cabupim pannoHAJHA Wi peanHyu OpOjeBd, pyTUHA
IpeoBJaaBa Ia ce TO mpuxsaTa y Tekyhoj HactaBu 0e3 mkakBe cyMme. Vma Bumre
IprMepa Te BPCTe, PENUMO TO je TeOMETPHjCKa IPOTPecHja Kal Cy Go U ¢ MPOU3BOJLHU
peannu 6pojeBu. 3a mpousBoje n OGpojeBa HEIOCTAje OBAKBA MHTYUTUBHA OCHOBA YAK
7 KaJ ce Paau O IPUPOTHUM OpPOjeBHMA.

Can ce My ycMepaBaMo Ha JOKa3e TeHePAIUCAHOT ACONUjaTUBHOT U KOMYTATUBHOT
3akoHa 3a cabupame. Jlokasu ce ociamajy Ha aCONMjATUBHU U KOMYTATUBHU 3aKOH 3a
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cabupame ajgu Ou y cBeMy OMO MCTU 33 MHOXKEHE IpU deMy Ou ce 3HaK ,+“ CByna
3aMEeBUBA0 3HAKOM ,,- . JOII OmIITHje, NCTU NOKa3u OU BasKUIM 33 OWIIO KOjy OMHADHY
omepamujy ,*“ Koja je KOMyTaTUBHA U ACOUUjaTHUBHA.

Bpojesna Bpeanoct 36upa aj + ag + az sedunuine ce kao 6poj (a1 + ag) + as u
Taj 6poj o3mauasamo mumryhu aq + ag + as. [IpermocraBumo na je 6pojeBHA BpEIHOCT
36upa n — 1 6pojeBa meduHUCAHA U Oa Ce O3HAYABA Ca G1 + G2 + -+ - + ap—1. Tama
bpojeena epedrocm sbupan bpojesa neduaume ce kKao 6poj (a1+as—+- - +an_1)+a,
7 O3HAuUaBa ca ap + ag + - -+ + ap. llpumernmo na y nedunruuju OpojeBHE BpPEAHOCTH
36upa MMaMo jesaH GUKCUPAHU PEROCIEN 3APYKABAmA

(((a1+a2)+a3)+a4)+a5+...’

aJu Taj penocien Huje buraH, jep leMo yIpaBo DOKA3aTU YONWMEHU GCOUUIAMUBHY
3aKON.

TEOPEMA 2. Bpednocm sbupa n 6pojesa we 3a8uct 00 Ha¥uHa 30pYACUEaHa
HE20BUT CAbUPAKA.

Jloxas. Tepbeme je Tauno 3a 30upose Tpu Opoja. IIpermocraBumo ma je taumo
3a 30upoBe m OpojeBa, rae je m < n. Tana,
(a1 4 +an-1)+an = ((a1 4+ +an-2) +an-1) +an
= (a1+...+an72)+(an71+an):
=(a1+ -+ an-3)+ (an_—2+ an_1+ ayn)
...:a1+(a2+...+an).

Cpaxko 31py:RuBame 4IaHoBa 30Upa a1 +as+- - -+a, 3aBpIIaBa ce jeTHUM OX PUHAIHAX
3ApyKUBaba KOje CMO Ope HaBequ, ITO NOKa3yje TBpheme Teopeme. W

Can popMynIUImeEMO U TOKA3YJEMO YONULMEHY KOMYMAMUESHY 3AKON.
TEOPEMA 3. Bpedwnocm sbupa n b6pojesa ne sasucu 00 pedocaeda cabupaxa.

Joxas. Tepheme je Tauno 3a 30upose Tpu Gpoja. IIpermocraBumo ma je TadyHO
3a cBe 30upose m Opojesa kanm je m < n. Heka je s 6pojesna epednocm 36upa
ay + as + -+ + a, u Heka je a},ab,...,al,_; NpOU3BOLHA HEPMyTALM]a HETOBUX
npBux n — 1 umanoBa. Tanma je, mpeMa MHIYKINW]CKOj MPETIOCTABIMH,

(@) + -+ apg) +an=((ay + -+ ay 5) +a 1) +an
(@) + - ap o) + (a1 +an) = (a1 + -+ ag o) + (an + a;_y)
(@) + - +an_o+an) +a,

S

[Ipema MHAYKIM]CKO] HETIOCTABLIY y HOCHIENmEM 30UPY ¥ 3arpamd, @, ce MOKe IoMe-
paru na Oyne mamely Ouio koja mBa cabupka WIM WCIpEXI HUAX CBUX. 1aKo 3a CBe Te
epMyTanuje BpefHOCT 30upa aj + - - - +a, Ce He Mema, a TO je 1 Tpebaso mokasaTu. m

OBu J0Ka3u MOTY Ce YRLYUUTH Y Tporpame A00pux cpemmux mroiaa. Amu Oyammo
7 MaJI0 CKEeNTUYHU IIa KA:KUMO Ja Ce IIKOJICKA MaTeMaTHKa Takohe yuum ApuioBameMm
3aJanuMa.
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4. Koucrpyknuja naskbhux OpPOjeBHMX cucTeMAa

Jacan HemocraTak cucreMa IPUPOIHUX OpPOjeBa € HYJIOM jecTe IITO y HEeMy He
TOCTOj€ HU aUTUBHU HU MYJITUIIAKATUBHA UHBEP3U CBUX ejeMmenara u3 Ny, ma camum
THM HEUCY deUHUCAHE Olepanuje Ooy3nMama U Aebelma. Kao ITO je HO3HATO, OBaj
npobsieM ce pelmaBa MPOMMUPUBAKEM TOT CUCTEMA, Tj. HOAABAHEM HOBUX €JIE€MEHATa
cxymy No, ¢ TUM 1a Cy Y HOBOM CKyIy U Jajbe Ae(UHUCAHE ONepaIje + 1 - U Pealyja
<, mpu yemy ce nomrTyje moMenyTu [lurokoB mpuHmun — oxe Tpeba ma 3aIpike CBa
CBOjCTBA KOja Cy MMaJja Y MameM CHUCTEMY.

dopmanHo, TO ce Hajuemhe pagy TAKO Ja Ce YBeIe HOBU CUCTEM Ca KEeJbeHUM
CBOjCTBUMA, & OHIA IOKAa/Ke M4 Ce MOJA3HU CUCTEM MOKE CXBATUTU KAO IOJCUCTEM
HOBOI (IIPENU3HU}E DEUEHO: IOJNA3HU CUCTEM je M30MOD(aH NOICUCTEMY HOBOT). Y
OBOM [ejly YJaHKa DaBMMO Ce IPOIKPEmeM CUCTeMa IPUPONHUX OpojeBa € HYJIOM,
HAjupe IO CUCTEMAa HEHEraTUBHUX palMOHAJHUX OpojeBa (y KojeM Cy HEOrpaHUYeHO
U3BOJLUBE OMEPAIMje MHOKEE:A U IEJLEmha, OCUM IeLEemha HyJIOM), & 3aTUM J0 CACTEMa
CBUX DANMOHANHUX OpojeBa (y KOjeM Cy M3BOIJLMBE CBE UETUPU OCHOBHE DAUYHCKE
omepanuje, OCUM [NeJberba HyJIOM).

Kao mro je mo3maTo, Moryh je u apyrauuju IpuCTyI — Ia Ce Hajupe yBeae CUCTEM
nemx 6pojesa (y KOjeM Cy M3BOIJLUBE Omepamuje cabupama U 0Ly3UMama), Ia 1a ce
3aTUM Taj CUCTEM MPOIIUPU IO CUCTEMA CBUX pamuoHajHux 0pojeBa. OBaj mocrymak je
uvemnu y ancTpakTHUjeM npuctyny yBohema aarebapckux crpykrypa. Mu hemo umak
rhu TpBUM IOMEHYTHM IIyTEM, jep OH OAroBapa MCTOPHUjCKOM PEIOCIENy, & KOPUCTH Ce
Uy HAIIUM IpOrpaMuMa (MO3UTUBHU PA3JIOMIM CE yde y IeTOM, a HeraTUBHU OpojeBu
y WEeCTOM Pa3peiy OCHOBHE WIKOJIE).

4.1. CucreM HeHETraTUBHUX PANUOHAJHUX OpojeBa

ITonasumo, makie, on cucrema (Ng, +, -, <) IpupoaHux OpojeBa ¢ HyJOM U HEro-

b ) ) A
BUX cBojctaBa marux y Jlucmu I. Hajupe yBomumo nsa momarha 3HaKa, ‘—’’ m ‘@7
KOja me(UHUINY ., JequMudHe “ omepaiuje Ha ckyny Ny, Ha caenelin HauwH:

)

(1) Axo je k+1=m, rana ce [ Hasusa pasaukom Gpojesa m u k, Wro ce o3HAUABA
cal=m—k;
(2) Aro je kl =mu k # 0, Tama ce | HasuBa Koauunukom GpojeBa m u k, mro ce
o3HauaBa ca l =m : k.
N3Bemhemo HU3 CBOjcTaBa OBAKO YBEIEHUX ONEPALU]ja.
(3) a) (k+)—l=k, (k—0)+1l=k0)(k-1):l=k, (k:])-l=k.
a) Ose penanuje ciene npumenoM nedununuje (1) Ha jemnakoctu k+1=k+1 u
k=l=k—1.
6) Canuno, npuMenutu nepunannmjy (2) sa penamuje k-l =k-luk:l=Fk: 1.
(4) a) k=1 < k+m=14+m. 6) Akom #0, onda k=1 < k-m=1-m.
a) Ilpnvewyjyhu (1) u (3)a), mmamo ma je k =1 <= (k+m)—m =1 <
k+m=1014+m.
6) Mpumewyjyhn (2) u (3)6), umamo na je,3am #£0, k=1 < (k-m):m=
l <= k-m=1-m.
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(5) k(I —m) =kl —km.

Osmaunmo | — m = z; Tanma je, Ha ocuoBy (1), I = m + x, u mpema (vii),
kl = km+kx, nakne, kx = kl—km, nok je k(l—m) = kx. Taza, k(I—m) = kl—km.
(6) Adumusru u MYAMUNAUKAMUEHY HEYMPAAHY EAEMENMU CY JEOROIHAUNO 00-

pebheru.

Axo 6u 07 u 0o Omina nBa aAUTUBHA HEYyTPAJHA €JIEMEHTA, MMAJX OUCMO O je
01 =01 + 03 =02 + 07 = 0. [loka3 y MyJITAIINKATABHOM CJIYYAjy je CIMUaH.

(7) k-0=0.

kt(k-0) 2 k- 1)+ (k-0) D k140 D k1Y &, 1a na ocxosy (6) crem
k-0=0.

[pumehiyjemo na, za ocuosy (7), mMmmimkanujckn geo k = | = km = Ilm
ceojcrBa (4)0) Baxku Ge3 mpernocraske m # 0.

(8) k:l < (=,>)m:n axo u camo axo kn < (=,>) Im.

Osmaunmo k : Il =z, m:n = y; rana je k = lx, m = ny, kn = lnz, Im = Iny.

Kako je I,n # 0, umamo ga je © =y & Inx =lny <= kn=1Im.

Kaxko je I,n > 0, umamo na je x < y g Inx <lIny <= kn <Im.
(9) k(:m) = (k) : m.

Crasumo | : m = x, | = ma; tana je kl = k(mz) = m(kx), na je (kl) : m = kx.
Kako je k(I : m) = kx, cnemn na Bagu mara penanuja.

(10) (k:0):m=k:(Im).

Crasuru k : (Im) = z; rana je k =Ima, k:l=mau (k:1):m=u=.
(11) k:(I:m) = (km) : I.

Ozmaunmo k : (I : m) = x; rama je k=x(l:m) = (zl) :m, km =zl u v =
(km) : L.

(12) (k:1): (m:n)=(kn): (Im).

K (m:n) Dk m:n) Lr:(m):n) D (kn) : (tm).
(13) 3a ceaxo m >0, k: 1= (mk): (ml).

Crenehin ycnosu cy exksuBasentau 3a m > 0: k: 1 =z, k = lx, mk = (ml)z,
(mk) : (ml) = x.

(14) (k:0)-(m:n)=(km): (In).

Saucra, (k:1)-(m:n) © (k:D)m):n = ((km):1):n (9 (km) : (In).
(15) (mtn):k=m:k+tn:k.

Heka je (m +n) : k = x; tana je m +n = kx. Osmaunmo jom m : k = y,
n:k =z ranajem+n=ky+kz=k(y+2z), uxkaro je kx = k(y+z), nobujamo na
ocuoBy (4) (36or k # 0) na je x = y + z. Hokas y ciyuajy 3HaKa MUHYC je CIUYaH.
(16) (k:1)£ (m:n)=(knxim): (In).

Hpumvewyjyhu (13) u (15), mobujamo (k : 1) + (m : n) = (kn) : (In) + (Im) :
(in) = (kn+1m) : (In). ¥ cuyuajy 3HaKa MUHYC, IOKa3 je CINYAH.

—~
=

Cunene Herka cBOjcTBa pasmuke, yBenexa nomohy (1).
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(17 k=l<(=>m—-n < k+n<(=>)+m.

Osmaumvo k —l =z, m—n =y, tamajek =l+x, m=n+y, k+n =

(l+z)+n=(1+n)4+z,l+m=I14+(n+y)=((+n)+y. CamaBaknz =y L,

(l+n)+z=(0+n)+y < k+n=I01+m.

Connuno, z < y PN (+n)+z<(+n)+y < k+n<l+m.

(18) (k=1)—m=Fk—(l+m).

Saucra, (k—1)—m==x JON k—l=m+zx PON k=(m+z)+1 .0

z+(m+1) PON r=k—(m+1).

(19) (k+1)—m=Fk+ ({—m).

E+({(—-m)=z PEN (k+(l—m))+m=x+m PUIN E+((I—=m)+m)=
x+m L, k+l=z+m PON x=(k+1)—m.
(20) k—(l—m)=(k+m)—1L.

Bancra, k—(I-m) =z <% k= (-m)+e <5 km

((l—m)—i—m)—&—x@l—i—x FON x=(k+m)-—1L.
@2l (k=) +m=(k+m)—1L.

Hera je k—1l =2 Tamajek=1l+a, k+m=((+2z)+m =101+ (x+m),
x4+m = (k+m)—1. C gpyre crpasne je x +m = (k —1) +m, onakne ciemu TpaxeHa
penanuja.

(22) (k=0)+(m—-n)=(k+m)—(+n).

3aucra, Heka je k—l =z, m—n =yuz+y = (k—1)+(m—n). Tazaje k = x+l,
m=n+y,k+m=@+)+y+n)=(@+y)+(+n),z+y=(k+m)—(l+n).
(23) (k=1)—(m—n)=(k+n)—=({+m).

Heka je k—l=2z, m—n=y,x—y=(k—1)—(m —n). Tana je k =1+ x,
m=n+y, k+n = (I4+n)+z, l+m = ({+n)+y, x—y = (x+({+n))— (y+(I+n)) =
(k+n)—(I+m).

(24) (k—=0(m —n) = (km+1In) — (kn +Im).

Baucra, (k—1)(m —n) 2 (k—m — (k= Dn 2 (km — 1m) — (kn — n) 2

(km +In) — (Im + kn).

(I-m)+z)+m ®

Hasenena cBojcrBa, u3mehy ocrasor, cyrepumy yBobheme caenelie pemamuje y
CKYII OJJHOCA IPUPOIHUX OpojeBa:

(k:l)~(m:n) < kn=Im (I,n>0).
Jlako ce moka3yje ma je 0BO jemHa pesaluja €KBUBAJEHIM]E.

AeennnnniA 1. Ckyn nenezamusnuz payuonasnus bpojesa Q. je crym
KJaca IIPeTXOJHO yBeleHe pesalije eKkBuBaJeHnuje. KpaTkohie pamam, eqemenTte ToOr
ckyma o3mauasaliemo, Ha mpumep, kao k : [ (ymecro [k : []).
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Wncnmpucann nperxonaum csojcreuma (15), (14) u (8), onepanuje cabupama u
MHO€Ha, Kao I Pelanujy noperka y ckymy Q. yBomumo momohy:

(k:0)+ (m:n)=(kn+1im): (In),
(k:1)-(m:n)=(km): (In),

k:l<m:n aroje kn<lIm.

Csakako, Tpeba JI0Ka3aT KOPEKTHOCT OBUX ACQUHUNMjA, Tj. Na OHE HE 3aBUCE OI
n3a0paHuX TPeAICTaBHUKA KJIaca €KBUBAJEHIMje. Y CIIyuajy cabuparma, TPeTIOCTABU-
Momajek:l =K :U'um:n=m:n 1. k' =Klumn = m'n. Tana
je

(kn + Im)l'n’ = (Kl")nn" + (mn)UI' = (K'D)nn’ + (mn)ll" = (K'n’ +1'm/)In,

u 3ato (kn+Im): (In) u (K'n'+1U'm/) : (I'n’) npunanajy ucroj xnacu exkBuBaJeHIHje.

Ila ©ucMO TIOKa3aau Aa TMPOU3BOM HE 3aBUCH OX u300pa IpeACcTABHMKA KiIaca,
npernocTaBuMo na k : [ u k' : I’ mpunazajy ucroj knacu, a takohbe u m:num’ : n'.
Tana sau kI’ = k'l w mn’ = m/n, na je kI'mn’ = k'lm’n. Ha ocuosy (8), caenu na
je (km) : (In) = (K'm/) : (I'n).

Hajzan, npernocrasumo nonoso na je ki’ = k'l, mn’ = m'nunexa je k: 1l <m:
n, tj. kn < Im. Tanma sasku knk'lmn’ < Imkl'm'n, na cnemu ma je k'n’ < U'm/, 1j.
E:Ul<m :n.

Paszmuka 1 kommurmk msa enementa w3 Q. ce medummmmy cimuno kao y Ng. Ilpn-
TOM BayKU

(k:D)—(m:n)=((kn—-1Im):(In) u (k:0):(m:n)=(kn):({Im), m>0.

Saucra, crapumo (k : 1) — (m:n) =i :j; ranaBagn k : L= (m:n)+ (i:j) =
(mj +mni) : (ng), knj =lmj+Ini, (kn —Im)j =Ini, (kn —Im): (In) =1:j.

Cnmuno, crasmajyhin (K : 1) : (m : n) = 4 : j, uMamo ma je k : | =
(m:n)(i:j)=(mi): (nj). 3aro je k(nj) =1(mi) ui:j= (kn): (Im).

Crpykrypa (Np,+,-, <) ce mpupoaso yrama y HOBy cTpPykTypy (Q,,+, -, <)
unentuduryjyhu npupoman 6poj k ¢ ommocom k : 1. Agro je m : n Heku apyru
npencTaBHUK Kiace k : 1, Taja cy Ta ABa OLHOCA €KBUBAJIEHTHA, Tj. BAXU M = kn,
ITO MOKa3yje Ja Cy CBU OCTaum mpeactaBHumm obmuka (kn) : n.

[TpumeTumo Takohe ma Basku

k:D)£(:1)=((k=*l):1, (:1)-(1:1)=(kl):1,
(k:1):(1:1)=k:1, k:1<1l:1 aro u camo ako k < [.

Ilakne, 0BO yTamame UyBa OIepalyje U PEJAlujy IOPETKA.
Axo je k : 1, | > 0 nosurusan pauuonanan 6poj (marue, saxku u k > 0), Buu ce
I3, BAYKU
(k:0)-(l:k)=(k):(Ik)=1:1.
Ha Taj maums, cBaku MO3UTHBAH eNeMEHT u3 Q MMa MYAMUNAUKAGMUSHU UHBEP3,
3a KOju ce IpPOBepaBa Ja He 3aBUCHU OX n300pa IpeICcTaBHUKA Kjace. 3ancTa, HeKa je
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k' : I’ mexkn mpyru npencraBHuk, tj. Hera je kI’ = k'l. Tazna je (k: 1) : k') = (kl') :
(Kl)y=1:1.
Kopuctuhemo osmaxy (k : 1)~! 3a mynTummukarusan umseps [ : k eneventa k : [.
Kopucrehu cana cnosa q,r, s,t,... 3a o3HayaBame ejeMeHaTa ckyma Q. , HaBo-
JUMO JIACTY CBOjCTaBa ONepamnuja U penamuje moperka y cucremy (Q,,+,-,<). Oma
ce pasaukyje on Jucme 1 noBuMm cBojcTBoM (Vii).

(i) (V@) (Vr)g+r=r+q (iv) (Vg)(vr) qr =rq
(il) (V) (Vr)(Vs) (g +r) +s=q+ (r+s)  (v) (Vg)(Vr)(Vs) (qr)s = q(rs)
(iif) (30)(Vg) ¢ +0=g¢ (vi) B0 <1i(vg)g-1=q)

1
(vii) (Vg # 0)(3Fr)qr =1

(viil) (Vg)(Vr)(Vs) q(r +s) = qr +gs
(ix) (Vg)(Vr) (¢ <r <= (s >0)qg+s=7)
(

(x) (Vg)(Vr) (g <7 uau g =1 uaur < q)
(xi) (Vg)(vr)(Vs) (xii) (Vg)(Vr)(Vs > 0)
(g<r <= q+s<r+s) (g<r < gs<rs)
JIucra 2

JloKa:KUMO HABEIEHA CBOjCTBA.
(i) Herka je g = k : lur =m :n. Tamajeqg+r = (kn+1Im) : (In) n
r+q = (ml+ nk) : (nl), wro je Tpebano morazarTu.

(ii) Hexka je g =k :l, r=m:nus=1i:j. Taga axm

(g+7)+s=((kn+1Im):(n))+ (i:7) = ((knj +Imj) + Ini) : (Inj),
g+ (r+s)=(k:0)+ ((mj+ni): (nj)) = (knj + (Imj + Ini)) : (Inj),
OJlakJe CIeIu TPasKeHa jeTHAKOCT.
i) (kD) +0:10)=(k-141-0):(1-1) P &1
[Iposepa cpojcrasa (iv)—(vi) je jemmocTaBHa, ma je U30CTABIHLAMO.
~1

(vii) 3a ¢ # 0, g¢~' = 1 cnemm Ha OCHOBY He(QUHUIMje MYJITUILUIMKATUBHOT WH-
Bep3a ¢ L.
(viii) Heka je g =k : I, r =m:nus=1:j. Tana saxm

q(r+s)=(k:)((m:n)+ (i:7)) = (k:1)((mj +ni) : (nj))
= (kmj + km) : (Ing),

gr+gs=(k:Dm:n)+(k:0DGE:j) = (km:In)+ (ki:lj)
= (kmlj + kind) - (Ing) 2 (kmj + kni) - (Inj),

OJlaKJIEe CIENU [a CY OeCHEe CTPAHE IPETXOIHUX jeIHAKOCTY €KBUBAJEHTHE UCTOM OIHO-
cy.
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(ix) Herka jeq=k:l,r=m:nuq<r, tj. kn <lm u3aro Im —kn > 0. Axo
o3HaunMO @ =Im —kn, j =Ilnu s =1:j, mmavo ma je (k: 1)+ (i:7) =m:n, 1j.
qgt+s=r.

O6parso, ako je g+s=r,raejeq=k:l,r=m:nus=14:j (y3i>0), taza
je (kj +1i) : (Ij) = m : n, u 3at0o n(kj + i) = lmj. Cnemn ma je knj + Ini = lmj,
y3 Ini > 0, mro 3Haun na je knj <lImju kn <lIm. 3atoje k:l<m:n, 1j. ¢ <.

(x) Tpuxoromuja caemu jep je k: 1 < (=,>)m:n < kn < (=,>)lm.

(xi) Herka cy k : I, m : n, i : j enementu ckyna Q_ (I,n,j > 0). Tana, kopucrehn
neduEUNje omepanuja u penamuje moperka y Q,, Ka0 M OCHOBHa CBOjCTBa CHCTEMa
Ny (u3 Jlucre 1), nobujamo:

k:l<m:n < kn<lIm g knjj <lImjj

WL 05y () + () (1) < (1) (m) + (1) (nd)

vii

(ng)(kj + 1) < (L)(mj +na)
<~ (kj+1i):(ly) < (mj+mni): (nj)
— (k:D)+@:5)<(m:n)+ (i:7).

(xii) Hera cy omer k : I, m : n, i : j enementu ckyna Q, (I,n,j > 0 u, cem Tora,
1> 0). Tama nobujamo na Baxku

k:l<m:n < kn<Im (g} knij < lmij

— (ki) : (lj) < (mi): (nj) <= (k:D)@:7) < (m:n): 7).

Kana ce cojerso (vil) uckmyun u3 Jucme 2, cucremu No n Q. umajy uctu crym
OCHOBHUX CBOjCTaBa. 3AaTO Cy U CBa CBOjCTBA KOja Ce M3 HUX M3BOJAE Takohe mieH-
tuuna. To mokasyje ma je 3a 0BO MPOMUPEHE UCTYHEH 3aXTeB [IMKOKOBOr MPUHIMTA
[epMaHeHIuje.

Hagommio meka HOBa cBOjcTBa cTpykType (Q , +,, <) KOja clefe u3 mpeTxoHe
amcTe.

(25") 3a cearo q € Qy, q # 0, Myamuniukamueru uneeps je jeoHo3HAHO
odpehen u pazsuvum o0 Hyse.

3ancra, HEKA CY ¢ U @2 ABa MyJITUILIMKATUBHA MHBEP3a eleMenTa q. Tana je g =
¢1-1=q1(q92) = (19)q2 = 1-q2 = q2. Axo 6u 6un0 ¢~ = 0, onna 6u u3 HeduHUIMje
MyJITUILIMKATHBHOT MHBep3a ciemuno 1 = g~ ! = ¢ - 0 = 0, KoHTpauEnuja.

(26') 3a ceaxo g € Q,, ¢ #0, samcu (¢~1) "t =q.

OBo ciemu nupexTHO U3 q¢ ' = 1.

(27") Axo je q,r # 0, onda je (qr)~t =q=1-r~L

Crema u3 (qr)(¢~ir=Y) = (gq¢H(rr ) =1-1=1.

(28') Kaozo0 je r > 0, wosuunuk bpojesa q u r uz Q. ce moxwce uspazumu
xao q: 1T =qrL.

(29") gr =0 axo u camo axo je ¢ =0 uau r = 0.
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Mvmivkamuja (¢ = 0 unmu v = 0) = ¢gr = 0 norasama je nox (7) y cayuajy
npupomuux 6pojesa, ma ce mperocu y Q. [la 6ucMo moxazamym Ja Baiy U 00paTHO,
npernocTaBuMo na je gr = 0 u, ma npmvep, r # 0. Taga je g = q-1 = q(rr~!) =
(gryr~t=0-r"t=0.

4.2. CucreM panuoHAJIHUX OpojeBa

Y cnemehem Kopaky ce HA aHAJOTAH HAUMH yBOAM CKym Q panmonasnux O6pojesa.
Kana Gyzemo xopucTuin omeparuBHA CBOjcTBa cucreMa Q. , osmagasahemo ca (17),
, .
(2), ... csojerBa (1), (2), ... cucrema Ny, npumemena Ha emeMente cuctema Q
(koja Baske Ha 0CHOBY IIMKOKOBOI HpUHIHIA).

[TocmaTpajMo CEynm cBUX (OPMaJHUX pasfiuka ¢ — r exemenara ckyma Q. Mm-
CIUPUCAHU CBOjCTBOM

IMEk-l<(=>m-n << k+n<(=>)+m,
MEQUHANIIMO Pelanujy ,,~“y TOM CKymy momMony

q—r~s—1 akoje q+t=r+s.

1. ~ je peaauuja exeusaneryuje.

Jemuro je moTpebHO mpoBepuTu TpaH3uTuBHOCT. [IpermocraBumo na je ¢ — 1 ~
s—tus—t~u—wv,Tj. najeq+t=r+sus+v=t+u Tana, nomajyhu v obema
cTpaHaMa IpBE jeTHAKOCTH, & 1 obeMa cTpaHaMa apyre, mobujamo ¢+t+v =r+s+v
ur+s+v=r+t+u lHakae, ¢+t+v=1r+1t+ u na ckpahyjyhu ca t nobujamo
g+v=r+u,1j.9q—r~u—uv.

JESVHULNIA 2. Ckyn Q payuonasnux bpojesa je ckyn KAaCa eK8UBAAEHYUJE
nPEMITOOHe Pesayuje.

Kao n y cayuajy crkyma Q, , eremente ckyma Q hemo jeamocTaBHO 0O3HAUABATH,
Ha IpuMep, ca q — 7.

N3 nepunuiuje penamuje ~ HEMOCPENHO CIENU:
2. Baceeq, T us uzQ, samcu

g—r~(g+s)—(r+s).

Ha ocmoBy mperxonsor,

ako je g =7, Baku g — 7 ~ (¢ — 1) — 0 1 03HAUMMO Qg = ¢ — T ¥ Fgr = 0;

aKo je ¢ <7, Baku g — 7 ~ 0 — (r — ¢) u o3HAUMMO (g =0 U By =7 — g.

Tama ce ¢ — r y OpBOM Cayuajy, a r — ¢ Yy IPYIOM CIy4Yajy 30BY GNCOAYMHG
epedrnocm enementa g — r. Ilpema 2. je ¢ — 1 ~ g — Bgr U Qgr — Bgr ce 30Be
CcMar0apOHY NPeOCMasHUK KIace ¢ — r.

Kopucrehu (18'), naro ce Bumm na Bagu

8.(q—r)—s=(g—s)—1 (¢=r+5s).

Cama mokasyjeMo ma je CTaHIapIHU IPeACTAaBHUK KIace jeauHCTBeHO oxpebew.
Hawmve, Basku

4. Axo je g — 1 ~ s —1t, mada je ogr = gt U Bgr = Pot.
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Kana je g > r, u3 ¢+t = r+s caequ na je g = (r+s)—tuqg—r = ((r+s)—t)—r 2

((r+s)—r)—t @) s —t. llakne, agr = qg u jacHO fgr = fe. A axo je ¢ < r,
ciema jajer = (q+t)—sur—q=((g+t)—s)—q=((g+t)—q) —s=1—s.
laxne, By = Bst ¥ jaCHO Qgr = Oty

Wucnupucanu csojecrsuma (177), (22°) u (24’), penanuja noperka u onepauuje ce
y cryny Q yBoge nmomohy:

g—r<s—t a‘EOje O‘q7‘+ﬁst<ﬁqr+a$tv
(q - 7‘) + (3 - t) = (aqr + ast) - (ﬂqr + Bst)v
(q - T) : (5 - t) = (Oéquést + ﬂqrﬂst) - (aqrﬂst + 6qrast)'

KopekrHOCT OBUX me(uHUIM]a Cleqd U3 jeJUHCTBEHOCTU CTAHIADIHMX IPEICTABHUKA
oarosapajyhux kiaaca.

Enement 0 — 0 je crammapisy mpecTaBHUK CBOje kiace. 3a ¢ — r € QQ Baxn
(q=71)+(0-0)=(ag +0) = (Byr +0) =g — Bypr =q—1

Hakne, suaumo na je 0 — 0 adumusHu HEYmpasHy eseMmenm.
3aknace q —r U T —q je Qqr = PBrq U Qpg = Bgr. 3aT0 je

(q—7)+(r—q) = (ag — Bgr) + (arg = Brq) = (agr + rg) = (Brq + Bgr) =0 -0,
U BUIUMO 1a je ' — q adumueHu uneeps 3a q — r. Taj uusep3 hemo o3mauutu ca
r—q=(q-r)"

Enemenr (1 — 0) € Q uma (opMy CTAHAADAHOr IPEICTABHAKA U UCPA YIOTY
MYAMUNAUKGNMUBHOZ HEYMPAAHOZ EAEMENMA. SAUCTAa,

(g=7)-(1=0) = (agr- 14 B4 - 0) = (agr - 0+ Bgr - 1) = agr = fgr =g — 1
HpI/TMeTI/IMO Ia :je npecmuraBame q — ¢ — 0 yramame ckyma Q. y Q, xoje uysa
omepanuje 1 pesanujy mopeTka.
Cama MOkeMO Jja HaBeJeMO OlepaTuBHA CBOjcTBa cucreMma (Q, +, -, <).
(i) (Va)(Vb)a+b=Db+a (v) (Va)(Vb) ab = ba
(if) (Va)(vb)(Ve) (a+b) +c=a+(b+c)  (vi) (Va)(Vb)(Vc) (ab)e = a(be)
(i) (F0)(Va)a+0=a (vii) (31)(0< 1 u (Va)a-1=a)
(iv) (Va)(3b)a+b=0 (viii) (Va #0)(Fb)ab =1
(ix) (Va)(Vb)(Vc)a(b+ c) = ab+ ac
(x) (Va)(Wb) (a<b < (Fc>0)a+c=10)
(xi) (Va)(¥b) (a <b usua =0 usub < a)

(xii) (Va)(¥b)(Vc) (xiil) (Va)(Vb)(Ve > 0)
(a<b <= a+c<b+c) (a <b < ac<be)

JIucra 3



16 M.M. Mapjanosuh, 3. KaneaGypr

Ipyrum peumma, TOHOBO je 3aJ0BOJLEH IPUHIUI IEPMAHEHIUje, & NOOUjeHO je
HOBO CBOjCTBO (1V) €rsucTeHuuje aJjUuTUBHOT UHBEP3HOD €JIEMEHTA.
Hasomumo mokase cBojcrasa ca Jlucme 3.

(i) u (ii) mako caene uz mepununuje cabupama kopumhiemem csojcrasa (i) u (ii)
cucrema Q. (Jucma 2), a (iii) je Beh o6jammeno.

(iv) a + @~ = 0 BakM Ha OCHOBY Ae(UHAIMjEe aIUTUBHOT MHBEP3A 4 .
(v) Hera cy ¢ — r u s — t enementu u3 Q. Tana je
(q—7)(s —t) = (agrast + BerBst) — (grBst + Byravst),
(s —t)(q — 1) = (stogr + BstBagr) — (st Bgr + Bstagr),
ma 3akpbydak cielu u3 csojcrasa (1) u (iv) cucrema Q. (Jucma 2).
(vi) Hera cy ¢ — r, s — t, u — v enementn ckyna Q. Tana Baxu

((q - T)(S - t))(’u - U) = ((aq'rast + ﬁqrﬁst) - (aqrﬁst + ﬁqrastD(au'u - ﬁuv)
= (aqrastauv + ﬂqrﬁstauv + aqrﬁstﬁuv + ﬂqrastﬂuv)
- (aqrastﬂuv + ﬂqrﬂstﬁuv + aqrﬂstauv + quastau'u)a
(q - T)((S - t) (u - U)) = (aq'r - ﬁqr)((astauv + ﬁstﬁuv) - (astﬁuv + ﬁstauv»
= (aqrastauv + aqrﬁstﬁuv + ﬂqrastﬂuv + ﬂqrﬁstauv)
- (ﬂqrastauv + quﬁstﬁuv + aqrastﬂuv + aqrﬁstauv)a
u TBpbheme ciemm u3 cBojcTaBa cuctema Q.

(vii) Beh je mokazamo ma je 1 — 0 MyJTUIIMKATUBHU HEYTPAJHM €JIEMEHT CUC-
rema Q. Hejemrarkocr 0 — 0 < 1 — 0 caeau u3 nedpuHUImje pealije TIOPETKA.

(viii) Hera (¢ —7) € Q, ¢ —r # 0 — 0. Kako je agr — Bgr # 0, moryha cy nba
cayuaja: (a) agr > 0u By = 0, unu (6) agr = 01 By > 0. Y mpBoM ciryuajy y3MuMo
s—te€Qcaay =1:ay, B =0. Tanaje (g—r)(s—t) = (g —0) (1 : agp) — 0) =
1—0. Y npyrom cayuajy y3muMo ag = 0, 85 = 1 : By u Tama je (g —1)(s —t) =
(0—B¢r)(0—(1:Bgr)) =1—0. Harme, y 0ba caydaja, s — ¢ je My ITULIAKATUBHA
VHBEP3 38 ¢ — T.

(ix) Hera cy ¢ — r, s — t, u — v enementn cucrema Q. Tana Baku
(q=7r)((s—1t)+ (u - U)) = (aqr - /BqT)((ast + aup) — (/Bst + 5uv))
= (agrase + ogroy + BorBst + ByrBuv)
— (agrBst + aqrBuv + Barst + ByrQuv),
(g—7r)(s—1)+ (¢ —r)(u—2v) = ((agrast + BerBst) — (atgrBst + Berast))
+ ((agrawn + BgrBuv) — (QgrBuv + Bgrovus))
= (agrast + BerBst + QgrQuv + BarBuv)
— (agrBst + Byrovst + ogrBuv + Bagrotuy)-

(x) Hera cy ¢ — r u s — t enementu cucrema Q 3a Koje Baxku ¢ — 1 < s — t, Tj.
g+t<r+s. Yaumumo u=r-+s,v =g+t Tazna je

(g=7)+w—-v)=(g+u)—(r+v)=(g+(+s)—(r+(g+1)
=((g+r)+s)—((g+r)+t) Zs—1t.
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O6paruo, meka je (¢—r)+(u—v)=s—tul0—-0<u—v,1j. ¢+u+t=r4+v+su
v<u U3 (¢g+u+t)—v=(r+v+s)—vum ((¢g+t)+u)—v=_(r+s)+v)—
npuvenyjyhu (3') u (19'), cnemn ma je (¢ +¢) + (u +v) =7+ s. Hakne, npema (ix)
3 Jlucme 2, Baxu ¢+t <r+s,1j. g —r < s—t.

(xi) Heka cy ¢ — r u s — t mpousBosmnu exementu ckyna Q. Ha ocuoBy cBojcrBa
(x) cucrema Q, , Bazxu jemna on caexehe Tpu penamuje: ¢+t < s+r, g+t = s+,
uw s +1r < q+t. 3Haum ga je TauHa jeaHa on penanuja ¢ —1 < S—t, q—1r =8—1,
s—t<gqg-—r.

(xii) Hera cy ¢ — r, s —t u w — v mpousBowmH enemenTu ckyna Q. Tana Bawu

q—r<s—t <~ aqr_ﬁqr <ast_55t <~ aqr+65t <5qr+ast

— (aqr + ﬂst) + (auv + ﬂuv) < (ﬂqr + ast) + (auv + ﬁuv

aqr + auv) (ﬁst + ﬁuv) < ( qr + ﬁuv) + (ast + Ay
aqr + auv) (ﬁqr + ﬁuv) (ast + auv) - (ﬁst + ﬂuv
aqr ﬂqr) (Oéuv - ﬂuv) (a ﬂst) + (a1L1; - ﬂuv
g—r)+uw—-v)<(s—t)+ (u—0).

)
)
)
)

— (
= (
= (
— (

(xiii) Hera cy g—r, s —t u u—v enementu cucreMa Q, npu yemy je 0—0 < u—wv.
Tana je ayy > 0, Buy = 0, ma Baku

g—r<s—t &= ag — By < g — Pt = agr + Bot < Bgr + s
= (agr + Bst)tun < (Bgr + aist) oty
= 0grQu + BstQuy < BarQun + QstQan
= Qgruy — BgrOun < QstQuy — BstQuy
= (agr — Bgr)(uy — 0) < (st — Bst)(Quw — 0)
= (agr — Bgr)(Quv — Buv) < (st — Bst)(Quv — Buw)
— (g—r)(u—v) < (s—t)(u—w).

Kana ce cBojcTBo (iv) uckmyun us Jucme 3, cuctemu Q, n Q nmajy uaeHTudan
CKYII OCHOBHUX CBOjCTaBa (10 Ha O3HAKe enemeHaTa). Jlakie, n CBa U3BEIEHA CBOjCTBA
cucrema Q, Bawme u y cucremy Q. Ilucahemo (17), (2”), ... ma osmaumMo cBojcTBa
(1), (2'), ... mo3uUTMBHUX panMOHANHUX OpOjeBa ca HYJIOM, Kaja UX IPUMEHUMO HA
eJIeMEHTE CKyIa CBUX PAIMOHAJHUX Opojesa.

W y oBom cayuajy ce nobujajy HEKa HOBA CBOjCTBA.

(30") 3a ceaxo a € Q, adumuenu ureeps je jedurncmeaeno oopehen.

OBo ce IOKa3yje CIMYHO KA0 y CIIy4ajy MyJITUIUIMKATUBHOT MHBep3a y (25).

(31") 3a ceaxo a € Q samcu (=)~ = a.

3aucra, n3 (a~) +a =0 caemn (a”)” = a.

(32") Hexa cy a= u 1~ adumuenu uneepsu 3a a u 1, pecnexmusno. Tada je

—=1"-a

aucra, 3 a+ (17 -a)=(1-a)+ (17 -a)=(1417)-a=0-a=0muus3 (30”)

cnemu pa je 17 - a aguTuBHU MHBED3 32 .
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(33) Ba ceea,be @, (a)-b=a-(b")=(a-b)" u(a+b)” =a +b".
Saucra, a b+ (a”)-b=(a+a")-b=0-b=0. Tanma je, npema (30'),

(a-b)” =a -b. Conuno ce mokasyje ma je (a-b)~ =a-(b7).
(a+b)+((a )+ (B )=a+(a")+b+(b")=0.
(34"") Pasauka bpojesa a u b uz Q ce moxce uspazumu xao a —b=a—+b".

Cryn cBux a € Q 3a xoje Bawu 0 < a o3magaBamo ca QT u 30BeMo cryn nosu-
MuBKUT Payuorarnur 6pojesa. CaumuHo ce yBoau CKyI Q~ HeeamueHuT payuonan-
nux bpojesa. Ha ocuoBy cBojcrBa (ix) Basku:

a<0, mwm a=0, wm 0<a.

Haxne, ckyn Q je mucjyrsraa yamja Q = QT U{0}u Q™.

5. (a) IIpoussod 0sa nozumuera uil 068G HezaMUEHA OPoja je nozumuear
bpoj.

(6) Ipoussod nosumuenoe u nezamueroz 6poja je nezamusan 0poj.

3aucra, ako je ¢ > 0wur > 0, ouna je gr >0 u

(=0)(r=0)=(gr—=0),  (0-¢)(0—7)=(gr—0),
ma je (a) moraszamo. Tarobe,
(¢=0)(0—r)=(0—gr),

na Baxku u (6).

6. Axo a,b,c € Q uc <0, onda sancu a <b < bc < ac.

Hexa .je a = Qgr _qua b= _Bst nC= Quy _ﬂuvv rue je Quy =01 ﬂuv > 0.
Tana Baxku

a<b <= ag — By < s —Pst = agr+ Bst < PBgr + s

(aqr + ﬂst)ﬂuv < (/qu + ast)ﬂuv
aqrﬂuv + ﬂstﬂuv < ﬂqrﬂuv + O‘stﬁuv
6stﬂuv - astﬂuv < ﬂqrﬁuv - O‘qrﬂuv
(ast - 651&)(0 - /Buv) < (aqt - 5qr)(0 - 51“))
(ast - ﬂst)(auv - ﬁuv) < (aqr - ﬂqr)(auv - ﬂuv)

be < ac.

rreeey

5. CBOjCTBO MMHMMAJHOCTY YBEIEHUX CHCTEMA

[Moxcernmo ce ma cMo y OmeBKY 2 MOKA3aJM O je CUCTeM IPUPOTHUX OpojeBa C
HYJIOM HajMame ypeheHo mosymosme, Tj. g8 CBako ypeDheHo mosymosbe campsku KOMUjy
m3omopduy nmoxynomy No. Cama hemo nokazaru omrosapajyhia cBojcrBa 3a CTPYK-

Type Z, Q, 1 Q.
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Hasosumo ctpyrrypy (5, +, -, <):

1° ypehenum noaynomwem ¢ adUMUEHUM UHBEPIOM AKO 3aI0BOJLABA CBOjCTBA
Habpojana y Jucmu 1, kao u momatao csojcrso (Va)(3b) a +b = 0.

2° ypehenum nosynomsem ¢ MYAMUNAUKAMUSHUM UHBEPIOM aKO 3aJ0BOHABA
cBojcTBa Habpojana y Jlucmu 2.

3° ypehenum nomem aro 3aI0BObABA CBOjCcTBA Habpojana y Jucmu 3.

TEOPEMA 4. Cmpyxmypa ueaux bpojesa (Z,+,-,<) je najmamwe ypeheno
NOAYNOME € AOUMUBHUM UHEEPIOM.

Nputom ce cryn Z meduumme ka0 Z = NoUN", rae je N™ ={n~ |ne N}.
JLoxas. Hera je (S,+,-, <) npousBomsHO ypeheHO HOMyNOMBE ¢ ANUTUBHUM WH-

Bep3oMm u Heka je f: Ng — S, f(n) = a, mpecnukaBame HeUHUCAHO Y NOKA3y
reopeme 1. To mpeciukaBame MOKEMO MPOIY/KUTH IO MpeciaukaBama g: Z — S Ha
canenehiv Haums:

a,, 3a z = 0,

9(2) =

—a—_,, 3az<0.
IloraskuMO [a je mpeciuKaBame ¢ WHjeKTUBHO W 1a ,uyBa‘ omepamnuje ‘+’’ u ‘-’ u
penanujy ‘<.

1° Kako je, 3a cBako z € Z41 U{0}, a, < az41, 1j. g(2) < g(2+1), npumenyjyhin
cBOjCTBO 6 M3 omemka 4, cremn na je —a 1 < —a,, Tj. g(—(2+1)) < g(—=2). Haxe,
MUPEKTHO cienn ma je g 1—1 mpecaukaBame Koje Takohe ,uyBa‘ pesanujy mOpeTka.

2° TlpernmocraBumo ma je z1 > 0 m 2o > 0. Tanma je a4z, = Gz + a2y, TJ.
g(zl + 22) = g(zl) + 9(22)' Kaxko je Tz 4zy = 7((121 + az2) = (7(121) + (7&22),
raxobie sevxa g(—(21 + 22)) = g((—21) + (—22)) = g(—=1) + g(—22).

3a 22 > 21, g(za + (—21)) = g(22 — 21) = Gzy—zy DA U3 Qpypy + Gz = Ay, T
Apyezy = Ay + (—az ), cnemn na je g(ze + (—21)) = g(z2) + g(—=21). 3a 22 < 2z
BaKU

9(z2 4+ (=21)) = g(=(21 — 22)) = =@z 2, = (—az,) + az, = g(22) + g(—21).

Taxro je moka3aHO Ia MpeciukKaBame ¢ ,,uyBa‘ omepamujy ‘4 .
3° Hera cy 21, 2o nosutuBHE neiu 6pojesu. Tazna je

9(21 - 22) = @z .2y = 0z, - 0z, = g(21) - g(22).
Hame, Baxku
g((_zl) : 22) = g(_zl : 22) = TQz2p = _(a’zl 'azz) = (_a’zl) Tlzy = g(_zl) . g<z2)
u
g((_zl) . (_ZQ)) = g<Z1 'z2) = Qzyzy = Qzy " Qzy = (_a’zl) : (_a’zz) = g(_zl) 'g(_ZQ)'
Iaxue, nokazanu cMo na je g[Z] uzomopdua xonuja ypehenor noaymoma Z. m.

TEOPEMA 5. Cmpyrmypa (Q,+, -, <) HeHezamuenus payuonairus 6pojeaa
je najmame ypeheno nosynomse ¢ MYAMUNAUKAMUEHUM UHEEDIOM.
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Jokas. Hexra je (S, +,+, <) npousomso ypeheno moaymnome ¢ MyJITUIIAKATUB-
uuM uEBep3oM u Heka je f: Ng — S, f(n) = a,, npeciukaBame nepUHUCAHO Y NOKA3Y
reopeme 1. lepurmmmmo npeciukaBame h: Q, — S momohy

hik:1)=ag: ay, 3a k,l €N, >0.

[Torazahemo ma je mpecnukaBame h WHjeKTHBHO U 1a ,4dyBa‘“ omepaunumje “‘+’ u -’ n
penanujy ‘<.

1° Hexa cy (k1 : 11), (k2 : l2) € Q rmaxsu ma je h(ky : 1) = h(kg : l2). Tana
je ag, : a;, = ax, : ai,, Na CIeON A je i, - A, = Ak, - 41, , BARKIE Qk,l, = Gyl -
OsBo 3nauu nma je kilo = koly u Hajsan ki : [1 = ko @ lo. Ilakue, npeciukasame h je
VH]eKTUBHO.

2° 3a mpomsBosHe enemente (ki : 1), (kg : 1) u3 Q Bawu cmenche:

h((ky :ly) + (k2 12)) = h((kil2 + k2ly) : (lil2)) = aryig1koly © Q1yls
= (ak1a12 + akZall) : (allalz) = (akl : all) + (ak2 : alz) = h(k‘1 : ll) =+ h(k’g : 12).

3° 3a cse (k1 : 11), (k2 : l2) € Q) mmamo gna je

h((k1:l1) - (k2 1)) = h((kik2) = (ll2)) = ki, & i1, = (ak ak,) (@, ar,)
= (ak, 1 ay) - (ag, 2 a,) = h(ky : 1y) - h(ks @ 12).

4° Hera cy ki : Iy u ko : [y enementn ckyma Q. , Taxsu ga je ki @y < kg @ lo.
Tana je kilo < kali, u cnemu na je ag,y, < Gg,1,. Hame, ag,a;, < ag,a;,, 1 Haj3aI
ag, : apy < Qgy : ag,, 1. h(ky 1) < h(ks : l2).

Tume je moxaszaro ma je h[Q, ] msomop¢ua xommja ckyma Q. m

TEOPEMA 6. Cmpyxmypa payuonasnuz 6pojesa (Q,+, -, <) je najmame ype-
heno nomwe.

loxas. Hexka je (S,+,-,<) mpoussomno ypebeno mome u mexa je g: Z — S
IpeciuKaBame KopumheHo y nokasy teopeme 4. Jlepurummmo npeciukaBame j: Q —
S momohy

ip:a)=9Wp):9lq), sapeZ qeN, qg#0.
IlorazaheMmo ma je j WHjEKTMBHO MpeCIUKABame U 1a ,uyBa‘ omepammje ‘+’ u 7’ n
penamujy ‘<.

1° Heka cy (p1 : q1),(p2 : q2) € Q raxsu na je j(p1 : q1) = j(p2 : ¢2). Tanma
je g(p1) : 9(@1) = g(p2) : 9(q2). MHH, npyraumje, g(p1) - g(qz) = g(p2) - 9(q1), mro
nosiaun Aa je g(p1gz) = g(p2¢1). OBo 3naum 1a je p1ge = pagi, Hajepr : q1 = P2 : ¢a.
OsBuM je mOKa3aHO A je IPECIUKABame j WHjeKTUBHO.

2° Crnenelie Baskm 3a cBaka mBa eqementa (p1 : q1), (P2 : ¢2) 3 Q:

(P12 + p2q1) = (q1g2)) = 9(p1g2 + P2q1) : 9(q1G2)
= (9(p1)9(q2) + 9(p2)9(q1)) : (9(q1)9(q2))
= (9(p1) : 9(@1)) + (9(p2) : 9(g2)) = j(p1 : @1) + (P2 : G2)-

J((pr:q) +(p2:q2)) =
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3° Hexka (p1: q1), (p2 : q¢2) € Q; Tana:

Jp1:q1) - (p2 2 q2)) = j(p1p2) : (1g2)) = g(p1p2) : 9(q192)
= (9(p1)9(p2)) : (9(q1)g(q2))
= (9(p1) : 9(q1)) - (9(p2) : 9(a2)) = j(p1 : q1) - 5 (P2 : Go)-

4° Hera cy p1 : q1 u ps : qo enementu u3 Q 3a Koje Basku p1 : g1 < P2 : q2. Tama je
P1g2 < paq1, mro moBnaun g(p1g2) < g(paqi). Cuema ma je g(p1)g(q2) < g(p2)g(aqr)
u, zajzan, g(p1) : 9(q1) < g(p2) : 9(g2), Ti. j(p1 : q1) < j(p2 : g2).

Tako cmo nokazamu xa je j[Q] msomopdua kommja ckyma Q. m

Cumarpamo ma 6u Tpebano ma ca caip:kajeM KOjU CMO OBJE W3JIOKWIN Oymy y-
[O3HATH CBU KOjU IPEIAjy MATEMATUKY y IIKOJM, OWJIO Ja CY MPEeIMETHU HACTABHUIW,
6uio yunresmu. A Gulie kan ce oBu campskaju Haly y KypceBuMa IUITAKTUKE MaTeMa-
TUKE KOju Ne Cay:RKUTH TponyO0/bUBaKY 3HAMA MKOJICKE MATEMATHUKE.
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