
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

DrManuela Muzika Dizdarevi�, mr Selma Zekovi�, mr Amar Baxi�

RAZUMIJEVAǋE GEOMETRIJE I VAN HILEOVI NIVOI

1. Uvod

Geometrija je jedna od osnovnih oblasti matematike koja se izuqava u os-
novnoj i sredǌoj xkoli. Posǉedǌih godina primjetan je trend opadaǌa pozna-
vaǌa a posebno razumijevaǌa osnovnih geometrijskih koncepata kako kod stude-
nata matematike tako i kod sredǌoxkolaca i osnovaca. Ta pojava je potpuno
u skladu sa rezultatima PISA i TIMSS istra¼ivaǌa koja su sprovedena 2018.
i 2019. godine u Bosni i Hercegovini. Ova istra¼ivaǌa su pokazala da naxi
uqenici ne razumiju koncepte koji se prema me±unarodnim standardima smatra-
ju osnovnim. Sve ovo ukazuje na potrebu da se detaǉno analiziraju propusti i
pokuxaju ispraviti grexke koje postoje u va¼e²im nastavnim planovima i pro-
gramima, ali i u naqinu na koji nastavnici/profesori prezentuju predvi±ene
nastavne sadr¼aje. Jedan od prvih koraka je svakako procjeǌivaǌe stepena razu-
mijevaǌa osnovnih pojmova u populaciji uqenika odre±enog uzrasta.

U ovom radu ²emo se baviti procjeǌivaǌem stepena razumijevaǌa geomet-
rijskih pojmova prema teoriji koju su razvili Dina i Pjer van Hile (Dina van
Hiele-Geldof, Pierre Marie van Hiele) na Univerzitetu u Utrehtu (Holandija)
sredinom proxlog vijeka. Predstavi²emo osnove van Hileove teorije, a zatim
²emo dati rezultate istra¼ivaǌa koje je sprovedeno u dvije gimnazije u Sarajevu
sa ciǉem odre±ivaǌa van Hileovih nivoa na kojima se nalaze uqenici prvog i
qevrtog razreda.

2. Osnove teorije i van Hileovi nivoi

Ve²ina nastavnika se susrela sa uqenicima koji mogu da prepoznaju trougao,
ali nisu u staǌu da daju ǌegovu definiciju ili sa onima koji ne razumiju da je
kvadrat ujedno i pravougaonik. Nije rijetkost da uqenici pitaju zaxto dokazu-
jemo ono xto se direktno vidi sa skice. Dina i Pjer van Hile nisu ¼eǉeli
da zanemaruju ovakve situacije, te ih je odluka da tra¼e ǌihov uzrok dovela
do stvaraǌa nove teorije [3]. Oni su svoju teoriju, poznatu kao van Hileovi
nivoi, predstavili u doktorskim disertacijama koje su objavili 1957. godine
na Univerzitetu u Utrehtu [7]. ǋihova istra¼ivaǌa fokusirana su na razvi-
jaǌe nivoa razmixǉaǌa i razumijevaǌa geometrije, te ulogom koje nastava ima
u napredovaǌu sa nivoa na nivo [1].
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2.1. Model
Van Hileov model se sastoji od pet nivoa razumijevaǌa geometrije. Nivoi

ovog modela su hijerarhijski pore±ani, xto znaqi da se kroz nivoe mora i²i
redom. Napredak sa nivoa na nivo je sukcesivan, pa je svaki prelazak na vixi
nivo uzrokovan potpunim savladavaǌem sadr¼aja sa ni¼eg nivoa [1].

Nivo 0 (Vizualizacija): Uqenik koji razmixǉa na nivou vizualizacije
prepoznaje geometrijske figure na osnovu ǌihovih fiziqkih karateristika,
te nerijetko problem u identifikaciji figure predstavǉa ,,nestandardni“
polo¼aj figure u ravni. Sposoban je da prepozna i nacrta geometrijske fi-
gure. Uqenik na nivou vizualizacije ne prepoznaje kvadrat kao pravougaonik
niti pravougaonik kao paralelogram.

Nivo 1 (Analiza): Na nivou analize uqenik primje²uje osobine geomet-
rijskih figura i figure opisuje prema ǌihovim osobinama. U staǌu je,
dakle, da uoqi osobine geometrijskih figura i da razgovara o ǌima, ali nije
sposoban da razumije povezanost me±u osobinama. Tako uqenik na ovom nivou
vjeruje da ako kvadrat ima sve jednake stranice i dijagonale jednake du¼ine
onda i romb, budu²i da su mu sve stranice jednake, tako±e ima dijagonale
jednake du¼ine.

Nivo 2 (Neformalna dedukcija): Uqenik koji razmixǉa na nivou ne-
formalne dedukcije uoqava osobine figura i veze izme±u ǌih i na taj naqin
poqiǌe da razumije klasifikaciju figura. Uqenik na ovom nivou razumi-
je znaqeǌe potrebnog i dovoǉnog uslova i mo¼e da da preciznu definiciju
geometrijskog pojma ali ne razumije bitnost deduktivnog zakǉuqivaǌa niti
ulogu aksioma.

Nivo 3 (Dedukcija): Uqenik na nivou dedukcije razumije znaqaj i ulogu
aksioma, definicija i teorema i primjenom dedukcije mo¼e da izvede niz
taqnih zakǉuqaka. Uqenici na ovom nivou nisu svjesni postojaǌa razliqi-
tih sistema aksioma niti mogu razumjeti neeuklidske geometrije.

Nivo 4 (Strogost): Uqenik se na nivou strogosti snalazi u raznim ak-
siomatskim sistemima, prouqava neeuklidske geometrije i upore±uje sisteme
aksioma.

Van Hileovi su doxli do generalnih karakteristika modela koje mo¼emo
nazvati osobinama modela. Osobine su od velikog znaqaja nastavnicima, jer daju
smjernice i ukazuju na koji naqin treba pristupiti poduqavaǌu geometrije [3].

1. Dosǉednost – Uqenik kroz nivoe napreduje progresivno.

2. Napredovaǌe – Napredovaǌe (ili nedostatak napredovaǌa) uzrokovan je
naqinom prezentacije i aktivnostima usled susretaǌa sa novim gradivom.

3. Unutraxǌe i spoǉaxǌe – Osobina unutraxǌeg i spoǉaxǌeg obiǉe¼ja
modela – unutraxǌost se odnosi na savladavaǌe svih izazova koje zahtjeva
jedan nivo, dok se pojmovi koji se boǉe upoznaju prelaze²i sa nivoa na nivo
odnose na spoǉaxǌu vezu izme±u nivoa.

4. Jezik – Svaki nivo ima sopstvenu mre¼u pojmova i jeziqkih simbola.



24 M. M. Dizdarevi², S. Zekovi², A. Baxi²

5. Neuskla�enost – Uqenik ne mo¼e da razumije gradivo ukoliko je prezen-
tovano na vixem nivou razumijevaǌa.

3. Istra�ivaǌe

Da bismo ispitali na kojim se van Hileovim nivoima razumijevaǌa ge-
ometrije nalaze uqenici sarajevskih gimnazija osmislili smo kratki test i
proveli testiraǌe.

Testovi za procjeǌivaǌe nivoa van Hileove skale prema [7] obiqno sadr¼e
25 pitaǌa i to po 5 za svaki nivo. Smatra se da je uqenik na n-tom nivou van
Hileove skale ukoliko je zadovoǉio sve nivoe ni¼e od n-tog i ukoliko je taqno
uradio 3 od 5 (ili qak 4 od 5 u stro¼ijoj varijanti) zadataka predvi±enih za
n-ti nivo. Za provo±eǌe ovakvog oblika testiraǌa potrebno je mnogo vixe od
30 minuta koliko smo imali na raspolagaǌu, pa smo se odluqili da napravimo
jednostavniju i kra²u verziju testa koja bi se fokusirala na pravǉeǌe razlike
izme±u prvog i drugog, te drugog i tre²eg nivoa.

Planovima i programima matematike u osnovnoj i sredǌoj xkoli naxeg obra-
zovnog sistema obuhva²ena je samo Euklidska geometrija, dok se druge geometrije
ni ne spomiǌu. Osim toga, strogo aksiomatsko zasnivaǌe Euklidske geometri-
je obra±uje se samo u matematiqko-informatiqkom usmjereǌu, zbog qega nismo
oqekivali da uqenici zadovoǉe najvixi nivo van Hileove skale, pa pitaǌa za
taj nivo nismo ni ukǉuqili u test.

Testiraǌe smo obavili u dvjema sarajevskim gimnazijama koje poha±aju uqe-
nici sa prosjeqnom ocjenom iz matematike ostvarenom u osnovnoj xkoli i brojem
bodova na eksternoj maturi iz matematike koji su daleko vixi od prosjeqne ocjene
i prosjeqnog broja bodova za Kanton Sarajevo.

Zadaci su izabrani iz tematskih jedinica koje su u osnovnoj, a kasnije i u
sredǌoj xkoli veoma detaǉno i kroz veliki broj qasova obra±ene, a odnose se
redom na:
• klasifikaciju qetvorouglova,
• podudarnost trouglova,
• kru¼nicu, te odnos prave i kru¼nice,
• Pitagorinu teoremu.

T E S T

1. Me±u ponu±enim figurama zaokru¼iti sve paralelograme:
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Dopuniti reqenicu:

Paralelogram je . . .

2. Me±u ponu±enim trouglovima zaokru¼iti one koji su me±usobno podudarni:

Objasniti zaxto su zaokru¼eni trouglovi podudarni.

3. Date su dvije prave koje se sijeku. Nacrtati nekoliko kru¼nica koje dodiru-
ju date prave. Odrediti skup taqaka kojeg qine centri svih kru¼nica koje
dodiruju obje prave. Xta je taj skup taqaka? (Nacrtati sliku!)

4. a) Navesti Pitagorinu teoremu.

b) Dokazati Pitagorinu teoremu.

3.1. Uzorak
U toku istra¼ivaǌa test su radila 93 uqenika iz dvije gimnazije u Sarajevu,

od qega je 55 uqenika prvog razreda i 38 uqenika qetvrtog razreda. Istra¼ivaǌe
je obavǉeno u oktobru 2020. godine. U tom periodu, zbog loxe epidemioloxke
situacije, nastava se u Kantonu Sarajevo izvodila po kombinovanom modelu xto
je znaqilo da je polovina uqenika iz svakog odjeǉeǌa nastavu pratila u xkoli,
a druga polovina ,,onlajn“. Roditeǉi su imali mogu²nost da se izjasne da di-
jete nastavu poha±a iskǉuqivo po ,,onlajn“ modelu, xto je veliki broj roditeǉa
uqenika qetvrtog razreda iskoristio, pa je to razlog ni¼eg broja testiranih u
generaciji qetvrtih razreda. Uqenici drugog i tre²eg razreda nisu bili obuh-
va²eni istra¼ivaǌem, jer su se u oktobru prema nastavnom planu i programu
obra±ivale nastavne jedinice iz geometrije.

3.2. Tok istra�ivaǌa i opis rezultata
Istra¼ivaǌe je odobreno od strane nadle¼nog Ministarstva za obrazovaǌe,

nauku i mlade Kantona Sarajevo. Test se izvodio tokom redovne nastave iz
matematike, a neposrednu izradu zadataka nadgledali su autori. Uqenici su
test radili 30 minuta.

Razmotrimo sada kriterijum po kome smo izvrxili procjenu nivoa razumi-
jevaǌa geometrije po van Hileovoj skali.

U prvom dijelu prvog zadatka ponu±eno je osam poligona me±u kojima je
trebalo prepoznati i zaokru¼iti paralelograme. Uqenici koji su zaokru¼ili
samo poligone 3) i 5) pokazali su da prepoznaju standardni oblik i polo¼aj
paralelograma. Oni koji su osim poligona pod brojevima 3) i 5) zaokru¼ili
i 2), prepoznaju i rotirani romb kao paralelogram, qime pokazuju da su na
poqetku razumijevaǌa klasa geometrijskih oblika. Me±utim, ako uqenici ne
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prepoznaju pravougaonik i kvadrat, odnosno poligone pod brojevima 1) i 6), kao
paralelograme, jox uvijek su na nivou 0 (vizualizacija).

Uqenici koji su zaokru¼ili poligone pod brojevima 1), 2), 3), 5) i 6), odnos-
no oni koji su taqno rijexili prvi dio prvog zadatka pokazali su da su sposob-
ni ne samo da prepoznaju osnovne geometrijske oblike, nego i da izvrxe klasi-
fikaciju istih analiziraju²i ǌihove osobine qime su pokazali da su na nivou
1 van Hileove skale. Tako imamo da je 61,13% uqenika koji su pristupili te-
stiraǌu zadovoǉilo uslov kojim je pokazalo da se nalazi na najmaǌe prvom van
Hileovom nivou razumijevaǌa geometrije. Od broja testiranih uqenika prvog
razreda 34,55% i 44,74% uqenika qetvrtog razreda je na nivou vizualizacije, to
jeste na nultom nivou van Hileove skale.

Na drugom nivou van Hileove skale nalaze se uqenici koji prepoznaju oso-
bine geometrijskih figura i veze izme±u ǌih, te su sposobni da daju preciznu
i smislenu definiciju. Karakteristika uqenika na ovom nivou je da empirijski
dobijene zakǉuqke kombinuju sa dedukcijom jer ne razumiju u potpunosti va¼nost
deduktivnog zakǉuqivaǌa. Zbog toga smo na drugi nivo smijextali uqenike koji
su taqno uradili dva od tri sǉede²a zadatka:
• Drugi dio prvog zadatka. (Dali su taqnu definiciju paralelograma.)
• Prvi dio drugog zadatka. (Pod taqno ura±enim prvim dijelom drugog za-

datka podrazumijevaju se i odgovori u kojima su osim trouglova 2) i 5)
zaokru¼eni i trouglovi 3) i 4), premda trouglovi u drugom paru nisu
me±usobno podudarni. Razlog le¼i u qiǌenici da uqenici koji su na drugom
nivou intuitivno razumiju podudarnost, a trouglovi 3) i 4) ,,izgledaju“ kao
da su podudarni.)

• Prvi dio tre²eg zadatka. (Pod taqno ura±enim zadatkom u ovom sluqaju
smatrali smo sve one crte¼e iz kojih se vidi da uqenik razumije tra¼eni
odnos izme±u prave i kru¼nice.)
Rezultati su pokazali da je od ukupnog broja uqenika 32,25% zadovoǉilo

kriterijum za prelazak na drugi nivo van Hileove skale. Tako je na prvom
nivou van Hileove skale ostalo 40,00% uqenika prvog i 13,16% uqenika qetvrtog
razreda.

Tre²i nivo van Hileove skale karakterixe sposobnost izvo±eǌa zakǉuqaka
dedukcijom, pa se prema tome, na ovom nivou nalaze uqenici koji razumiju zna-
qeǌe dokaza matematiqkog tvr±eǌa i sposobni su da naprave slijed implikacija
koji ²e ih dovesti od poznatih i ve² dokazanih tvr±eǌa do ¼eǉenog. Zbog toga
smo na tre²i nivo van Hileove skale smjestili uqenike koji su taqno uradili
dva od sǉede²a tri zadatka:
• Drugi zadatak. (Pod taqno ura±enim drugim zadatakom sada se smatra uo-

qen par trouglova 2) i 5) kao me±usobno podudarnih, te izveden zakǉuqak
da su trouglovi podudarni po stavu SSU (stranica-stranica-ugao) uz odgo-
varaju²e objaxǌeǌe.

• Drugi dio tre²eg zadatka. (Taqno ura±en drugi dio tre²eg zadatka di-
rektno ukazuje na dubǉe razumijevaǌe osobina kru¼nica i ǌihovih tangen-
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ti. Inaqe ovakav naqin razmixǉaǌa kod uqenika dovodi do zakǉuqka da
je tra¼eni skup taqaka unija dvije prave, odnosno simetrale uglova koje
obrazuju prave iz uslova zadatka.)

• Drugi dio qetvrtog zadatka. (Taqno izveden dokaz Pitagorine teoreme na
bilo koji od poznatih naqina koji ukǉuquje i upotrebu trigonometrije ili
vektora.)

Rezultati su pokazali da je od ukupnog broja uqenika 9,68% zadovoǉilo
kriterijum za prelazak na tre²i nivo van Hileove skale. Pri tome je 23,64%
uqenika prvog i 21,05% uqenika qetvrtog razreda ostalo na drugom nivou van
Hileove skale.

Primjetimo da taqno navo±eǌe iskaza Pitagorine teoreme nismo uzimali u
obzir prilikom ocjeǌivaǌa testa, jer samo navo±eǌe iskaza najpoznatije mate-
matiqke teoreme mo¼e se smatrati i rezultatom uqeǌa koje nije nu¼no vezano za
razumijevaǌe.

Prema tome, rezultat istra¼ivaǌa mo¼emo prikazati u sǉede²oj tabeli:

apsolutna frekvencija relativna frekvencija

Nivo 0 36 0,39
Nivo 1 27 0,29
Nivo 2 21 0,23
Nivo 3 9 0,1

∑
93 1

Tabela 1. Tabela apsolutne i relativne frekvencije

Preglednije, rezultate mo¼emo ilustrovati i grafikonima na slikama 1 i 2.

Sl. 1. Procenat uqenika po van Hileovim nivoima

Napomenimo da prema van Hileovoj teoriji mora biti zadovoǉena hijerar-
hiqnost xto znaqi da se na primjer, na nivou tri ne mo¼e na²i uqenik koji nije
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Sl. 2. Pore±eǌe procenta uqenika I i IV razreda

zadovoǉio i postavǉene kriterijume za nivoe 0, 1 i 2. Gutmanov skalogram je
korix²en da bismo utvrdili da li van Hileovi nivoi testirani zadacima qine
hijerarhiju. To znaqi da smo svakom uqeniqkom radu dodijelili qetvorocif-
reni binarni broj koji oznaqava zadovoǉavaǌe, odnosno nezadovoǉavaǌe uslova
za svaki od 4 nivoa van Hileove skale. Tako na primjer, 1010 znaqi da uqenik
zadovoǉava uslove za nivoe 0 i 2, ali ne i za 1 i 3. Brojevima 0000, 1000, 1100
i 1111 se oznaqavaju radovi kod kojih je hijerarhiqnost zadovoǉena, a sve os-
tale kombinacije razliqite od ovih smatraju se grexkom. U naxem istra¼ivaǌu
pojavilo se sedam radova sa grexkom i izraqunata vrijednost Gutmanovog koefi-
cijenta je 0,9812 [4] qime je pouzdanost samog testa potvr±ena.

3.3. Zakǉuqak
Iako ovim istra¼ivaǌem nije obuhva²en veliki uzorak uqenika, na prvom

mjestu zbog toga xto se nastava ve²i dio xkolske godine odvijala po ,,onlajn“
modelu i samo u kratkim vremenskim intervalima je mali broj uqenika fiziqki
bio prisutan u xkoli, ipak mo¼emo konstatovati nekoliko qiǌenica:

1) 38,71% gimnazijalaca koji su uqestvovali u testiraǌu ne razumije da su
kvadrat, pravougaonik i romb tako±e paralelogrami.

2) Podudarnost i stavovi o podudarnosti trouglova smatraju se osnovnim teo-
remama Euklidove geometrije koji predstavǉaju fundamentalni aparat za
rjexavaǌe geometrijskih zadataka kako u osnovnoj tako i u sredǌoj xkoli.
Me±u testiranim uqenicima samo je 6,45% uqenika taqno prepoznalo par po-
dudarnih trouglova i opravdalo izbor odgovaraju²im stavom o podudarnos-
ti trouglova.

3) 26,88% gimnazijalaca koji su uqestvovali u testiraǌu je znalo da nacrta
nekoliko kru¼nica koje dodiruju dvije prave koje se sijeku.

4) Pitagorina teorema je svakako najpopularnija teorema u nastavi matemati-
ke qiji je dokaz mogu²e izvesti na mnogo razliqitih naqina i koriste²i
razliqite matematiqke alate. Samo 17,2% testiranih gimnazijalaca je
ponudilo validan dokaz Pitagorine teoreme.
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Ne mo¼emo biti zadovoǉni qiǌenicom da se 57,89% testiranih uqenika
qetvrtog razreda gimnazije nalazi na nivou vizualizacije i analize (0 i 1 nivo
van Hileove skale) i pored toga xto je oko 40% nastavnih sadr¼aja predmeta
matematika bilo upravo iz oblasti geometrije. Nizak nivo razumijevaǌa os-
novnih geometrijskih pojmova implicira texko²e u razumijevaǌu svih aspekata
umjetnosti, nauke i tehnike koji imaju osnovu u geometriji.

Ne mo¼emo biti zadovoǉni qiǌenicom da se 74,55% testiranih uqenika
prvog razreda gimnazije nalazi na nivou vizualizacije i analize, jer prema
van Hileovoj teoriji napredak sa jednog nivoa na sǉede²i uslovǉen je razu-
mijevaǌem jezika kojim se predavaq obra²a uqenicima i mora biti prilago±en
ǌihovom nivou razumijevaǌa. Nastavni sadr¼aji i sam jezik kojim se taj sadr¼aj
prezentira su u starijim razredima sredǌe xkole svakako na nivou koji je ovim
uqenicima slabije ili nikako razumǉiv, a to u konaqnom rezultira ǌihovom
stagnacijom i nenapredovaǌem.

Rezultati ovog malog istra¼ivaǌa otvaraju mnoga pitaǌa koja qekaju odgo-
vor, a neka od ǌih su svako:
• Kako bi izgledali rezultati sliqnog testiraǌa koje bi se provelo na mnogo

ve²em i reprezentativnijem uzorku?
• Koji su osnovni razlozi za tako nizak nivo razumijevaǌa osnovnih pojmova

u geometriji?
• Xta se sve mo¼e uqiniti da se postoje²e staǌe popravi?
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