
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Alija Muminagi�

NEKI GEOMETRIJSKI DOKAZI
TRIGONOMETRIJSKIH NEJEDNAKOSTI

U qlanku [1] pokazani su primeri nekih trigonometrijskih jednakosti ko-
je se mogu dokazati geometrijskim putem. U ovom qlanku dajemo dokaze nekih
trigonometrijskih nejednakosti geometrijskim putem.

Zadatak 1. Dokazati da u trouglu ABC s unutraxǌim uglovima α, β
i γ va�i nejednakost

(1) 3(ctg α + ctg β + ctg γ) > ctg
α

2
+ ctg

β

2
+ ctg

γ

2
.

Rexeǌe. Primeni²emo jednakost ctg
x

2
=

1
sin x

+ ctg x koja se neposredno

proverava. Dobija se da je nejednakost (1) ekvivalentna sa

3(ctg α + ctg β + ctg γ) > 1
sin α

+ ctg α +
1

sin β
+ ctg β +

1
sin γ

+ ctg γ,

odnosno sa

(2) (ctg α + ctg β) + (ctg β + ctg γ) + (ctg γ + ctg α) > 1
sin α

+
1

sin β
+

1
sin γ

.

Oznaqimo povrxinu trougla ABC sa T , i iskoristimo oznake sa slike 1. Imamo
da je

2T = aha = bhn = chc = ab sin γ = bc sin α = ca sin β,

pa nejednakost (2), nakon mno¼eǌa sa 2T , dobija oblik

chc(ctg α + ctg β) + aha(ctg β + ctg γ) + bhb(ctg γ + ctg α)

> 1
sin α

bc sin α +
1

sin β
ca sin β +

1
sin γ

ab sin γ,

xto je zbog c = hc ctg α + hc ctg β, a = ha ctg β + ha ctg γ, b = hb ctg γ + hb ctg α
ekvivalentno sa

c2 + a2 + b2 > bc + ca + ab,

a to je dobro poznata nejednakost.
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Jednakost u (1) va¼i ako i samo ako je a = b = c , tj. α = β = γ = π/3, tj.
ako je trougao ABC jednakostraniqan.

Zadatak 2. Dokazati da u oxtrouglom trouglu ABC s uglovima α, β, γ
va�i

(3)
cosα

cos(β − γ)
+

cosβ

cos(γ − α)
+

cos γ

cos(α− β)
> 3

2
.

Rexeǌe. Neka je O sredixte kru¼nice k opisane oko 4ABC. Neka je p
prava paralelna sa BC koja sadr¼i taqku A i neka ta prava seqe kru¼nicu k
jox u taqki K (slika 2). Oznaqimo, daǉe, sa AH visinu trougla iz temena A i
sa N preseqnu taqku simetrale stranice BC i du¼i AK. Neka su, najzad, X, Y
i Z preseqne taqke polupravih AO, BO i CO sa stranicama trougla BC, CA
i AB, redom.

Qetvorougao AHMN je pravougaonik, pa je AH = MN , qetvorougao BCKA
je jednakokraki trapez (zaxto?) i tako je ]KBC = ]ACB = γ i ]ABK = β−γ.
Daǉe je ]AOK = 2]ABK = 2(β − γ) (kao centralni i periferijski ugao nad
AK) i ]AON = 1

2]AOK = β − γ. U pravouglom trouglu ONA je

(4) ON = OA cos]AON = OA cos(β − γ).

Lako se vidi da je

(5) OM = OB cos α.

Nakon deǉeǌa relacije (5) sa (4) sledi

(6)
OM

ON
=

OB cosα

OA cos(β − γ)
=

cos α

cos(β − γ)
,
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jer je OB = OA. Zbog AK ‖ BC su trouglovi ANO i XMO sliqni, pa iz te
sliqnosti sledi

(7)

OX

OA
=

OM

ON
=

cos α

cos(β − γ)

i analogno
OY

OB
=

cos β

cos(γ − α)
,

OZ

OC
=

cos γ

cos(α− β)
.

Iz (7) sledi da je nejednakost (3) ekvivalentna nejednakosti

(8)
OX

OA
+

OY

OB
+

OZ

OC
> 3

2
.

koju ²emo dokazati.
Oznaqava²emo sa [PQR . . . S] povrxinu poligona PQR . . . S. Neka su h i

h′ normalna rastojaǌa temena B i C trougla ABC od prave AX. Sa slike 2
vidimo da je

[ABOC] = [OAB] + [OAC] =
1
2
h ·OA +

1
2
h′ ·OA =

1
2
OA(h + h′),

[ABC] = [AXC] + [AXB] =
1
2
h′ ·AX +

1
2
h ·AX =

1
2
AX(h + h′),

i odavde
[ABOC]
[ABC]

=
OA

AX
. Na isti naqin je

[BCOA]
[ABC]

=
OB

BY
i

[CAOB]
[ABC]

=
OC

CZ

i nakon sabiraǌa posledǌe tri jednakosti dobijamo

(9)
OA

AX
+

OB

BY
+

OC

CZ
=

[ABOC] + [BCOA] + [CAOB]
[ABC]

=
2 · [ABC]
[ABC]

= 2.

Poznato je (sledi iz nejednakosti izme±u aritmetiqke i harmonijske sredine) da

za tri pozitivna broja p, q, r va¼i (p + q + r)
(1

p
+

1
q

+
1
r

)
> 9, pa je

(10)
(AX

OA
+

BY

OB
+

CZ

OC

)( OA

AX
+

OB

BY
+

OC

CZ

)
> 9.

Pri tom je
AX

OA
=

OA + OX

OA
= 1+

OX

OA
i, sliqno,

BY

OB
= 1+

OY

OB
,

CZ

OC
= 1+

OZ

OC
.

Sledi da je
AX

OA
+

BY

OB
+

CZ

OC
= 3 +

OX

OA
+

OY

OB
+

OZ

OC
.

Iz prethodnog, koriste²i (9) i (10), sledi da je

OX

OA
+

OY

OB
+

OZ

OC
=

AX

OA
+

BY

OB
+

CZ

OC
− 3

> 9
OA

AX
+

OB

BY
+

OC

CZ

− 3 =
9
2
− 3 =

3
2
,

xto je i trebalo dokazati.
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Qitaocu predla¼emo da ove zadatke rexe i na neke drue naqine.
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