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Kao profesor predavao sam studentima prve godine na Odsjeku za matema-
tiku Prirodno-matematiqkog fakulteta u Sarajevu predmet Analiza I nekoliko
godina kao i studentima vixe tehniqkih fakulteta predmet Matematika I. Skupa
sa asistentima sam sastavǉao zadatke za pismeni dio ispita. Vodili smo raquna
da obiqno izme±u qetiri izabrana zadatka prva dva budu sliqna onima koji su
se rjexavali na vje¼bama. Tre²i i qetvrti zadatak su bili nexto te¼i, pogo-
tovo qetvrti koji je bio namijeǌen boǉim studentima koji su pretendovali na
visoke ocjene. Obiqno se u takvim zadacima tra¼ila neka kvalitetna ideja a ne
standardni uobiqajeni put za rjexavaǌe. U svojoj biblioteci pored silne matem-
atiqke literature imam i danas svoja predavaǌa kao i gore pomenute zadatke za
pismeni dio ispita. Sada ²emo dati vixe primjera tih qetvrtih zadataka (zvao
sam ih zadaci za diferencijaciju, op. autora).

Zadatak 1. Data je jednaqina

5x5 + x3 + x2 + x + 2 = 0

qiji su korijeni x1, x2, x3, x4 i x5. Izraqunaj vrijednost determinante

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3 x4 x5

x2 x3 x4 x5 x1

x3 x4 x5 x1 x2

x4 x5 x1 x2 x3

x5 x1 x2 x3 x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rjexeǌe. Kod rjexavaǌa ovog zadatka ve²ina studenata je pokuxala da
rijexi datu jednaqinu, a onda da ta rjexeǌa uvrsti u determinantu. Naravno, to
nije ixlo. Odmah se vidi da jednaqina nema racionalna rjexeǌa koja bi morala

1Mada je ovaj qlanak posve²en autorovim iskustvima iz fakultetske nastave, smatramo da ²e
neki od navedenih primera biti interesantni i nastavnicima sredǌih xkola (prim. red).
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biti djelioci broja
2
5
. Oni rijetki, pravi talenti (bivxi uspjexni takmiqari,

op. autora) sjetili su se i koristili Vijetovu formulu za datu jednaqinu

(1) x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

kao i jednu va¼nu osobinu determinanti: determinanta ne mijeǌa vrijednost ako
se jednoj vrsti (koloni) doda druga vrsta (kolona) prethodo pomno¼ena nekim
brojem. Ako, dakle, prvoj vrsti dodamo redom odgovaraju²e elemente druge,
tre²e, qetvrte i pete vrste dobijamo determinantu qiji su svi elementi prve
vrste zbir x1 +x2 +x3 +x4 +x5, te je zbog (1) vrijednost determinate D jednaka
nuli.

Zadatak 2. Dokazati da jednaqina x + ex = 0 ima realnih rjexeǌa.
Rjexeǌe. Oqigledno je x + ex > 0 za sve x ∈ [0,+∞). Dakle, rjexeǌe

(ukoliko postoji) zadovoǉava uslov x < 0. Imamo

f ′(x) = 1 + ex > 0 za sve x ∈ R.

Znaqi, funkcija f je strogo rastu²a. Poxto je lim
x→−∞

f(x) = −∞ i lim
x→+∞

f(x) =

+∞ i kako je funkcija f neprekdina, to znaqi da ǌen grafik f presjeca Ox-osu.

Va¼i f(0) = 1 > 0 i f(−1) = −1 +
1
e

< 0, te (jedinstveno) rjexeǌe x0 date

jedanqine zadovoǉava uslov x0 ∈ (−1, 0).

Zadatak 3. Za kvadratnu jednaqinu ax2 + bx + c = 0 koja nema realnih
rjexeǌa va¼i a + b + c < 0. Odrediti znak koeficijenta c.

Rjexeǌe. Poxto data kvadratna jednaqina nema realnih rjexeǌa, to va¼i

b2 − 4ac < 0, tj. ac >
b2

4
. Sada imamo:

c(a + b + c) = ac + bc + c2 >
b2

4
+ bc + c2 =

( b

2
+ c

)2

> 0.

Kako je a + b + c < 0, to slijedi da je c < 0.

Zadatak 4. Dokazati da va¼i nejednakost
∫ 1

0

dx√
4− x2 − x3

> π

6
.

.
Rjexeǌe. Mnogi studenti su pokuxavali da izraqunaju neodre±eni integral

∫
dx√

4− x2 − x3

i pri tome koristili razne metode, ali na¼alost to nije ixlo. Oni najboǉi o
kojima sam ranije govorio su uoqili da za x ∈ [0, 1] va¼i nejednakost

1
4− x2 − x3

> 1
4− x2

,
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a odavde ∫ 1

0

dx√
4− x2 − x3

>
∫ 1

0

dx√
4− x2

= arcsin
x

2

∣∣∣
1

0
=

π

6
,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 5. Izraqunati I =
∫ π/2

0

sin x

sin x + cos x
dx.

Rjexeǌe. Ovaj zadatak je rijexilo nexto vixe studenata na uobiqajeni

naqin. Koristili su poznatu smjenu tg
x

2
= t, a odavde: x = 2 arctg t, dx =

2 dt

1 + t2
,

sin x =
2t

1 + t2
i cos x =

1− t2

1 + t2
. Sada imamo:

I =
∫ 1

0

2t

1 + t2

2t

1 + t2
+

1− t2

1 + t2

· 2 dt

1 + t2
= −4

∫ 1

0

t

(t2 + 1)(t2 − 2t− 1)
dt.

Poxto je t2−2t−1 = 0 za t = 1±√2, to je t2−2t−1 = (t−(1+
√

2))(t−(1−√2)).
Sada imamo:

t

(t2 + 1)(t2 − 2t− 1)
=

A

t− (1 +
√

2)
+

B

t− (1−√2)
+

Ct + D

t1 + 1
,

a daǉi postupak je poznat. Ipak, priliqno posla!
No, oni boǉi su izraqunali dati integral na jedan elegantan i dopadǉiv

naqin. Neka je I1 =
∫ π/2

0

cos x

sin x + cos x
dx. Sada imamo

I1 + I =
∫ π/2

0

sin x + cos x

sin x + cos x
dx =

∫ π/2

0

dx =
π

2
,

te

I1 − I =
∫ π/2

0

cosx− sin x

sin x + cos x
dx =

∫ π/2

0

d(sinx + cos x)
sin x + cos x

= ln | sin x + cosx|
∣∣∣∣
π/2

0

= ln 1− ln 1 = 0.

Sada slijedi
2I =

π

2
, tj. I =

π

4
.

Zadatak 6. Za A =
∫ 3

1

x

1 + x5
dx na²i lim

n→∞

(2
5

+ A
)n

.

Rjexeǌe. Ve²ina studenata je pokuxavala da izraquna integral na razne
naqine, ali na¼alost to nije ixlo. Ipak, neki su se sjetili Simpsonove aproksi-
mativne formule

(2)
∫ b

a

f(x) dx =
b− a

6

[
f(a) + 4f

(a + b

2

)
+ f(b)

]
.
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U naxem sluqaju je f(x) =
x

1 + x5
, te:

a = 1, b = 3,
b− a

6
=

1
3
≈ 0,3333;

f(a) = f(1) =
1
2

= 0,5000; f(b) = f(3) =
1

244
≈ 0,0123;

a + b

2
= 2; f

(a + b

2

)
= f(2) =

2
33
≈ 0,0606.

Sada iz (2) imamo

A =
∫ 3

1

x dx

1 + x5
≈ 0,3333(0,500 + 0,2424 + 0,0123) ≈ 0,2515,

odakle
2
5

+ A ≈ 0,6515, pa je

lim
n→∞

(2
5

+ A
)n

= lim
n→∞

(0,6515)n = 0.

Zadatak 7. Izraqunati

I =
∫ π

0

sin
(
n +

1
2

)

sin
x

2

dx, n ∈ N.

Rexeǌe. Ve²ina studenata je bezuspjexno pokuxavala da izraquna dati in-
tegral koriste²i razne metode. Mali broj je to uradio vrlo elegantno koriste²i
jednakost

(3)
1
2

+ cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx =
sin

(
n +

1
2

)

sin
x

2

.

Neki su pri tome dali i dokaz ove jednakosti pomo²u matematiqke indukcije
(mogli su koristiti i kompleksne brojeve). Sada zbog (3) dobijamo

I =
∫ π

0

=
(1

2
+ cosx + cos 2x + · · ·+ cos nx

)
dx

= 2
(1

2
x + sin x +

1
2

sin 2x + · · ·+ 1
n

sin nx
)∣∣∣

π

0
= π,

jer je sin 2kπ = 0, k = 1, 2, . . . .

Zadatak 8. Izraqunati

I =
∫ 1/2

−1/2

cosx · ln 1 + x

1− x
dx.
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Rjexeǌe. I ovde je ve²ina studenata je pokuxala da izraquna ovaj integral
koriste²i metodu parcijalne integracije, ali to nije ixlo. No, oni mudriji su
uoqili da je funkcija

f(x) = cosx · ln 1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1)

neparna, tj. da va¼i f(−x) = f(x). Zaista, imamo da je

f(−x) = cos(−x) · ln 1− x

1 + x
= cos x · [ln(1− x)− ln(1 + x)]

= − cos x · [ln(1 + x)− ln(1− x)] = − cos x · ln 1 + x

1− x
= −f(x).

Poxto su granice intervala integracije simetriqne u odnosu na koordinatni
poqetak 0, to je I = 0.
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