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Temeǉi matematiqkog stvaralaxtva, osnovni pojmovi, na kojima je ili s ko-
jima je izgra±ena savremena matematika, danas se mogu opisati egzaktno savre-
menim jezikom. Req je o osnovnim pojmovima matematike, koji su nastajali ve-
kovnim potrebama bitstvovaǌa usamǉenog qoveka u surovim uslovima ¼ivota,
ǌegovom borbom za opstanak na Zemǉinom xaru.

Ne zna se pouzdano gde se i u kojem periodu javǉaju prve spoznaje iz oblasti
matematike. Veruje se da one datiraju iz vremena kada su nastajale prve civi-
lizacije. Na osnovu arheoloxkih nalaza utvr±eno je da su drevni Sumeri iz
ju¼ne Mesopotamije i drevni Egip²ani imali me±u prvima na Bliskom istoku
relativno visoko razvijene kulture. Jox oko 3000 godina p.n.e. oni su raspo-
lagali mnogim znaǌima iz geodezije, gra±evinarstva i astronomije. Sumerski
grad Vavilon koji se nalazi nekih 90 km ju¼no od danaxǌeg Bagdada bio je cen-
tar tadaxǌeg saznaǌa iz raznih oblasti nauke. Grqki istoriqar Herodot (5.
vek p.n.e.) navodi da geometrija potiqe iz Egipta. Tragovi o tome postoje i u
Rajndovom papiriusu i na glinenim ploqicama s podruqja Bliskog, Sredǌeg i
Dalekog istoka. Iz dexifrovanih glinenih ploqica saznajemo da su Vavilonci
znali da rexavaju razne probleme iz geometrije i aritmetike. Od Indusa su
ostali neki zadaci koje su oni rexavali u 3. veku p.n.e. Od ǌih potiqu i tzv.
arapski brojevi 1, 2, 3, . . .

Dakle, i pre Grka postojala su neka znaǌa iz matematike i korisne matema-
tiqke zakonitosti (koje su se koristile u tadaxǌoj ¼ivotnoj praksi), pa qak i
neki matematiqki simboli. Neki istoriqari matematike tvrde da su Pitagori-
nu teoremu znali stari Egip²ani. Matematiqke zakonitosti drevnih Egip²ana,
Vavilonaca i Indusa sticane su empirijskim putem i prihvatane su bez dokaza.
U tvr±eǌima kod ǌih nije postojalo pitaǌe ,,zaxto?“, postajalo je samo pi-
taǌe ,,kako?“, kako nexto uraditi. Sa Grcima poqiǌe novo doba matematiqkog
zakǉuqivaǌa. Kod ǌih postoji pitaǌe ,,zaxto?“. Napuxta se induktivni metod
zakǉuqivaǌa i poqiǌe period tzv. deduktivnog metoda. Usvaja se naqelo sis-
tematizacije dotadaxǌih znaǌa u matematici. Rodonaqelnik starogrqke mate-
matiqke xkole je veliki filozof Tales iz Mileta (640–548. p.n.e). Putuju²i
u Egipat i Vavilon upoznao je sve xto se do tada znalo iz matematike. Neki
istoriqari smatraju da je on prvi u istoriji matematike poqeo da dokazuje neka
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matematiqka tvr±eǌa. A prve aksiome, nedokazana tvr±eǌa, iz kojih se izvode
sva ostala tvr±eǌa, smatra se da je uveo najve²i grqki filozof Aristotel (384–
322. p.n.e.). To su verovatno najkvalitetniji koraci u istoriji nastanka nauqne
misli uopxte.

Do kraja 3. veka p.n.e. Grci su imali dosta znaǌa o raznim geometrijskim
qiǌenicama. Platonov uqenik Euklid (oko 330–275. p.n.e.), ,,aleksandrijski mu-
drac“, kako su ga nazivali neki istoriqari matematike, u svom kapitalnom delu
Elementi, sistematizuje sva ta znaǌa i prikazje ih na nov naqin, deduktivno.
Elementi su najznaqajnija kǌiga svih vremena u oblasti geometrije. U toj
kǌizi dosledno se prihvata naqelo da se svako matematiqko tvr±eǌe mora dokaza-
ti i izvesti iz ranije poznatog tvr±eǌa, pomo²u ranije poznatih pojmova i uz
korix²eǌe nekih tvr±eǌa koja se ne dokazuju, smatraju se oqiglednim, i naziva-
ju aksiomama ili postulatima. To je bilo najsistematiqnije matematiqko delo
tog vremena. Ono je postalo kamen temeǉac matematiqkog stvaralaxtva koje se
poqelo razvijati. Uvedeni su pojmovi koji su qisto matematiqki.

Apstrahovaǌe u formiraǌu tih matematiqkih pojmova je presudno. Apstra-
hovaǌem od prisutnih stvarnih pojmova iz realnog okru¼eǌa dolazi se do, na ne-
ki naqin, idealizacije tih pojmova, koje mi mo¼emo zamisliti, ali ih ne mo¼emo
videti. I pre Grka postojali su neki geometrijski pojmovi. Na primer, postojao
je pojam geometrijskog tela za koji se od odgovaraju²eg fiziqkog tela iz realnog
sveta podrazumeva samo ǌegov prostorni deo, bez ikakvih fiziqkih svojstava,
kao xto su te¼ina, boja, gustina itd. Idealizacijom pojma pravca do neke taqke
dolazi se do pojma prave linije itd. Apstrahovaǌem se izdvajaju bitna in-
varijantna svojstva. To prvo apstrahovaǌe pojmova iz realnog sveta i zapisana
tvr±eǌa o tim pojmovima iz predgrqkog perioda omogu²ile su Euklidu da napixe
Elemente, delo koje se satoji od 13 kǌiga od kojih je 5 posve²eno aritmetici i
proporcijama, a ostale geometriji. Svaka kǌiga poqiǌe definicijama pojmova
koji se koriste u toj kǌizi. Tako prva kǌiga ima 23 definicije. Navedimo neke:
Definicija 1. ,,Taqka je ono xto nema delova“; Definicija 2. ,,Linija je du¼ina
bez xirine“; Definicija 3. ,,Granice linija su taqke“, itd. Naravno da ove i
neke druge definicije iz Elemenata nisu korektne. Neki pojmovi qak i ako nisu
geometrijski se naprosto ne mogu definisati. Na primer, vreme koje protiqe ne
mo¼e se definisati korektno, osim xto ka¼emo da je to linearni kontinuum. Evo
i jednog Euklidovog postulata: Postulat 3. ,,Iz svakog centra mo¼e se opisati
kru¼nica svakog polupreqnika“. A evo i dve aksiome: Aksioma 1. ,,Ako jednake
uve²amo jednakim dobijamo jednake“; Aksioma 8. ,,Celo je ve²e od ǌegovog dela“.

Takozvani Peti postulat, koji je u stvari aksioma, tvrdi da kroz datu taqku
van date prave postoji samo jedna prava paralelna toj pravoj, vekovima je bio
jedan od glavnih problema s kojim su se matematiqari bavili. Problem je bio
u tome da se odgonetne da li je taj aksiom nezavisan od ostalih aksioma. Vixe
od 20 vekova ovaj problem je ostao nerexen iako su ga rexavali mnogi veliki
matematiqari, kao xto su Lambert, Sakeri, Le¼andr i drugi. Na±eno je u tom
periodu mnogo ,,dokaza“ da on nije nezavisan od ostalih aksioma. Problem Petog
postulata rexio je 1826. god. ruski matematiqar Lobaqevski (N. Lobaqevski½,



46 P. Miliqi²

1792–1856). Dokazao je da je taj postulat (aksioma) nezavisan od ostalih ak-
sioma te da se euklidska geometrija ne mo¼e izgra±ivati bez ǌegovog usvajaǌa.
ǋegova negacija s ostalim preqix²enim Euklidovim aksiomama qini jedan nov
neprotivreqan sistem aksioma koji definixe sasvim novu geometriju koja je poz-
nata kao geometrija Lobaqevskog. Uprkos tome xto su Elementi odigrali is-
torijsku ulogu u matematici, danaxǌim matematiqarima dobro je poznato da
Euklidove definicije osnovnih pojmova i formulacije aksioma ili postulata
imaju mnogo nedostataka. Osim toga Euklid se oslaǌao na oqiglednost taqnosti
nekih svojih tvr±eǌa. Upotrebǉavao je vixe nedefinisanih pojmova kao xto su
,,granica“, ,,du¼ina“ du¼i, ,,neprekidnost“, ,,kretaǌe“ itd. A i one definicije
koje je koristio bile su uglavnom nekorektne. Dakle, sa savremene taqke gledaǌa,
sistem ǌegovih aksioma imao je mnogo nedostataka. Savremenim matematiqkim
jezikom reqeno: bio je nepotpun, nije bio nezavisan i nije bio neprotivreqan.
Ipak, Elementi su za kasniju matematiku ostavili trajni znaqaj, zbog slede²ih
qiǌenica: prvo, rexavaǌem Petog postulata stvorene su neeuklidske geometri-
je; drugo, problem nesamerǉivosti odr±enih du¼i na koje je ukazao Euklid pri-
makao se problemu stvaraǌa predstave o realnim brojevima i tre²e, princip
aksiomatsko-deduktivne teorije iz Elemenata postao je princip stvaralaxtva
u celoj matematici.

Tek je Hilbert (D. Hilbert, 1862–1943) definitivno rexio sve probleme oko
aksiomatike euklidske geometrije. Kao xto se dobro zna, pored 20 aksioma, koje
usvaja, Hilbert usvaja 3 osnovna pojma koje ne definixe – prava, taqka ravan i 4
osnovne relacije koje povezuju te pojmove – ,,taqka le¼i na pravoj (ravni)“, ,,biti
izme±u“, ,,kongruentnost du¼i“ i ,,kongruentnost uglova“. Savremenim matema-
tiqkim jezikom reqeno, Hilbertov sistem aksioma euklidske geometrije je pot-
pun, neprotivreqan i minimalan. On je inicirao i podstakao pojavu aksiomatike
raznih drugih matematiqkih disciplina, kao xto su aksiome raznih neeuklid-
skih geometrija, aksiome poǉa realnih brojeva, aksiome teorije verovatno²e,
aksiome metriqkih prostora, topoloxkih prostora, aksiome teorije skupova itd.
Za izgradǌu kompletne matematike, raznih matematiqkih disciplina, naravno,
potrebno je mnogo vixe apstraktnih pojmova (neki su osnovni, a neki izvedeni)
i aksioma od onih osnovnih pojmova iz Hilbertove aksiomatike. Nezaobilazni
su savremeni pojmovi kao xto su pojam skupa, aksiome poǉa realnih brojeva,
pojam bijekcije (obostrano jednoznaqnog preslikavaǌa skupova), pojam relacije
ekvivalencije, pojam izomorfizma matematiqkih struktura, pojmovi aktualne i
potencijalne beskonaqnosti itd.

S Hilbertovom aksiomatikom euklidska geometrija postaje, reklo bi se,
savrxena matematiqka disciplina. Takvog su mixǉeǌa bili dva velika Hilber-
tova savremenika, filozofa – Rasel (B. Russel, 1872–1970): ,,Ako bi nauqna
otkri²a ikad doxla u sukob s euklidskom geometrijom, trebalo bi odbaciti ta
otkri²a, a ne euklidsku geometriju“; Poenkare (H. Poincaré, 1854–1912): ,,Treba
meǌati zakone fizike ako se oni ne sla¼u s euklidskom geometrijom, a ne euklid-
sku geometriju“. Razvoj savremene fizike (kvantna fizika, Anxtajnova teorija
relativiteta i dr), me±utim, ne sla¼e se s ovim tvr±eǌima. Ali, u svakom
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sluqaju, euklidska geometrija je s Hilbertovom aksiomatikom postala obrazac
kako treba deduktivno izgra±ivati druge matematiqke discipline.

Dugo vremena od poqetka stvaraǌa matematike, kada je poqela sistemati-
zacija raznih nauka, matematiqari i filozofi su smatrali da je matematika
prirodna nauka. Danas je sasvim jasno da to nije taqno. Matematika je ap-
straktna deduktivna nauka koja se zasniva na usvojenim osnovnim apstraktnim
pojmovima i usvojenim aksiomama, koje logiqki povezuju osnovne pojmove i da-
ju im smisao. Osnovni pojmovi i aksiome, naravno, nisu proizvoǉno birani,
bez veze s realnim svetom. Osnovni pojmovi su nastali apstrahovaǌem nekih
realnih pojmova realne stvarnosti, a osnovna tvr±eǌa (aksiome) su karakteri-
sale osnovne pojmove u saglasnosti s realnom stvarnox²u. Treba ista²i da svi
Hilbertovi osnovni pojmovi (taqka, prava, ravan) u stvarnosti ne postoje, kao
realni objekti, ve² samo u naxoj maxti. Dakle, ne postoji u prirodi taqka iako
bez tog pojma nema matematike. Ne postoji prava, ne postoji ravan. U stvarnosti
ne postoje ni neki izvedeni pojmovi iz ovih. Na primer, ne postoji kru¼na linija
definisana ispravno pomo²u osnovnih pojmova koji se ne definixu, ne postoji
geometrijski vektor (kao usmerena du¼) ali ga koristimo svuda u matematici i
fizici i dajemo mu razliqita znaqeǌa. Iako ne postoje ti objekti, qovek ima
sasvim odre±enu predstavu o ǌima i pomo²u ǌih opisuje realni svet u kome
¼ivi. Dakle, osnovni pojmovi u savremenoj euklidskoj geometriji su apstraktni
objekti koje qovek zamixǉa da postoje. Mogu da im se pripixu razliqita realna
znaqeǌa od uobiqajenih.

Euklid je svojim Elementima pokuxao da definixe osnovne pojmove i
,,definisao“ ih je pomo²u nedefinisanih pojmova. Ali, ni ti osnovni pojmovi
koje Euklid definixe nisu proizvoǉno izabrani, i oni su inicirani pojmovi-
ma iz realnog sveta. Istina, mogli bismo, umesto znaqeǌa koji oni imaju u
naxoj svesti, zamisliti i neke druge objekte koje povezuju aksiome koje va¼e
za taqke, prave i ravni, ali ovi izabrani najboǉe odgovaraju za izgradǌu ge-
ometrije. Uprkos tome xto ovi pojmovi ne postoje u realnom svetu, nauka ih
koristi kao da postoje, i ne mo¼e bez ǌih. (Pa, da li je to mogu²e da qovek ko-
risti nexto xto ne postoji? Da!) Na svakom koraku u euklidskoj geometriji, i u
teoriji raznih apstraktnih matematiqkih prostora koriste se ti nejednoznaqni,
apstraktni pojmovi. Tehniqke nauke su se stvarale pomo²u leǌira i xestara,
materijalnih sprava kojima se ,,opisuju“ osnovni apstraktni pojmovi. Euklid-
ska geometrija i ǌena aksiomatika, kao i ǌena metrika, podstakle su stvaraǌe
raznih drugih apstraktnih matematiqkih struktura u razliqitim ambijentima
sa svojim ,,taqkama“. Tako, na primer, danas imamo ambijent normiranog pros-
tora neprekidnih funkcija na segmentu [0, 1]. U tom prostoru taqku predstavǉa
funkcija i postoji taqno definisano rastojaǌe izme±u dve funkcije, kao rasto-
jaǌe izme±u dve taqke tog prostora. Sve ovo govori da matematika nije prirodna
nauka, ona je apstraktna deduktivna nauka, neophodan jezik za opisivaǌe realnog
sveta. Prirodne nauke (kao xto je biologija) nemaju svoje aksiomatike ali ko-
riste matematiqki jezik u svojim tvr±eǌima.

Ve² u 18. veku matematika je bila na visokom nivou svog razvoja, i po produk-
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tivnosti nauqnih dostignu²a i po strogosti kojima su ta dostignu²a prikazana,
i na visokom nivou svojih primena u raznim drugim naukama. Me±utim, prve
pukotine u matematici pojavile su se jox u Elementima gde je konstatovana ne-
samerǉivost stranice kvadrata i ǌegove dijagonale, nisu samerǉive ni stranice
tzv. zlatnog pravougaonika (du¼ine stranica mu stoje u odnosu zlatnog preseka).
Nisu dovoǉni racionalni brojevi za mereǌe du¼ina. Ta kriza je u potpunosti
rexena tek u drugoj polovini 19. veka izgradǌom poǉa realnih brojeva. Uqenici
tzv. Aleksandrijske xkole Arhimed i Apolonije su svojim radovima trasirali
put prema pojmovima graniqnih vrednosti i infinitenzimalnog raquna u 17. i
18. veku, vremenu ǋutna i Lajbnica i vremenu ǌihovih naslednika u 19. i 20.
veku.

Euklidska geometrija se dve hiǉade godina smatrala kao obrazac apsolutne
taqnosti. Matematika se vixe od 2000 godina razvijala u okvirima Eukli-
dovih Elemenata i grqkog stvaralaxtva. Nastupilo je vreme kada su ti okviri
postali tesni. Iz tih okvira su je izveli infinitezimalni raqun, Kantorova
(G. Cantor, 1845–1918) teorija skupova, neeuklidske geometrije i kvaternioni
(1843. god) kao nekomutativna algebarska struktura. Poqiǌe sumǌa u matema-
tiku kao savrxenu nauku. Pre Kantora je Galilej (G. Galilei, 1564–1642) 1638.
godine pokazao da je jednak broj svih prirodnih brojeva i svih parnih prirod-
nih brojeva. To nije bilo u skladu sa Euklidovom aksiomom ,,celo je ve²e od
svakog svog dela“. Jox tada su se pojavile sumǌe u taqnost nekih matematiq-
kih rasu±ivaǌa. Tvorac Teorije skupova Kantor prvi je uveo pojam bijekcije
skupova (obostrano jednoznaqno preslikavaǌe izme±u dva skupa), definisao je
beskonaqni skup kao skup za koji postoji bijekcija izme±u ǌega i ǌegovog pravog
dela. Za konaqan skup takva bijekcija ne postoji. Uveo je pojam aktualne besko-
naqnosti i kardinalnosti beskonaqnog skupa X kao ,,broja elemenata“ tog skupa,
u oznaci card X. Pokazuje da postoji bijekcija izme±u skupa taqaka segmenta
[0, 1] i taqaka trodimenzionog prostora R3. To znaqi da su ova dva skupa jed-
nake kardinalnosti. Tada je Hilbert uzviknuo: ,,Beskonaqnost? Nikad nijedno
pitaǌe nije tako duboko uznemirilo ǉudski duh!“. Ovo je bila prva matematiqka
teorija koja je izaxla iz okvira antiqke Grqke matematike. Ove qiǌenice nisu
bile u potpunosti u saglasju s matematiqkim stavovima ranijeg vremena.

Tako se tokom 19. veka postavilo mnogo pitaǌa o staǌu matematike tog do-
ba. Da li je cela matematika, s obzirom na ǌenu aksiomatiku (ako postoji takva
aksiomatika), u svakoj svojoj oblasti, savrxena deduktivna disciplina, da li
sva ǌena tvr±eǌa korespondiraju s realnim svetom? Da li je ǌena aksiomatika
potpuna? Da li je ispravna dedukcija koju upra¼ǌavaju stvaraoci matematike?
Sredinom 19. veka matematiqari su morali da priznaju da u pojedinim matema-
tiqkim dokazima postoje nedostaci. Naime, na nivou fundiraǌa nekih matema-
tiqkih disciplina uoqeni su izvesni nedostaci. Xtavixe, neki matematiqari
su otkrili da su bili u zabludi u nekim svojim tvr±eǌima. Pokazalo se da se
neki matematiqki zakoni ne mogu uzimati kao apsolutne istine. Novonastala
neeuklidska geometrija, Kantorova problematika ure±eǌa beskonaqnih skupova,
topologija, apstraktne grupe i kvaternioni u algebri nisu bili u saglasnosti



Neke crtice iz istorije matematike 49

s nekim ranijim tvr±eǌima osnova matematike. Kantor je pokazao je da je skup
svih celih brojeva strogo maǌi od skupa realnih brojeva (cardZ < cardR). Po-
javila se hipoteza kontinuuma koja glasi: Ako je cardPS kardinalni broj skupa
svih podskupva skupa S (tzv. partitivni skup skupa S), tada ne postoji skup X
takav da je card S < card X < cardPS (jasno je da tvr±eǌe ne va¼i ako je S
konaqan skup). Kantor je verovao da je hipoteza kontinuuma taqna, i godinama je
pokuxavao da je doka¼e, ali bez uspeha. Ovo pitaǌe je postalo prvo na spisku
va¼nih otvorenih pitaǌa koje je Hilbert predstavio u Parizu na Me±unarodnom
matematiqkom kongresu 1900. god.

Pojavili su se i drugi problemi, na primer, problem totalnog ure±eǌa
beskonaqnog skupa. Taj problem je naveo Cermela (E. Zermelo, 1871–1953) da
uvede u korix²eǌe tzv. aksiomu izbora, koja bi neformalno mogla da glasi: u
svakom skupu iz neke familije skupova mo¼e da se fiksira (izabere) jedan ǌegov
elemenat; iz tako izdvojenih elemenata mo¼e da se formira novi skup. Rani-
je se upotrebǉavalo to tvr±eǌe kao normalno bez ikakavih ograda, u raznim
zakǉuqivaǌima. Da li se ovo tvr±eǌe mo¼e dokazati? Cermelov sistem aksioma
o skupovima usavrxio je 1922. izraelski matematiqar Frenkel (A. Fraenkel,
1891–1965). Za matematiqare stvaraoce postala je funkcionalna tzv. ZF teorija
skupova. Osim toga, jox je uz Aristotelovu protivreqnost, tzv. zakon iskǉuqeǌa
tre²eg, sada je postao aktuelan pojam neprotivreqnosti. Krajem 19. veka je Pax
(M. Pasch, 1843–1930) zakǉuqio da svaki upotrebǉiv sistem aksioma mora biti
neprotivreqan.

U tom smislu su se poqela preispitivati razna matematiqka tvr±eǌa. Dak-
le, pojavile su se prepreke u dotadaxǌem matematiqkom zakǉuqivaǌu i pitaǌe
ima li protivreqnih tvr±eǌa u matematici. Da li je zakǉuqivaǌe dedukcijom,
na kojoj je stvorena matematika, apsolutno istinito zakǉuqivaǌe? Austrijski
matematiqar Gedel (K. Gödel, 1906–1978) je 1940. god. pokazao da hipoteza kon-
tinuuma ne mo¼e biti opovrgnuta standardnom ZF aksiomatikom skupova. Koen
(P. Cohen, 1934–2007) je 1963. god. pokazao da uz iste ove aksiome hipoteza kon-
tinuuma ne mo¼e biti ni dokazana. Stoga je hipoteza kontinuuma nezavisna od
ZF teorije skupova sa aksiomom izbora. Hipoteza kontinuuma nije bila prvi
iskaz nezavisan od ZF teorije skupova sa aksiomom izbora. Direktna posledica
Gedelove teoreme nepotpunosti, objavǉene 1931. god, jeste da postoji formalni
iskaz koji izra¼ava konzistentnost ZF teorije skupova sa aksiomom izbora, koji
je nezavisan od ǌe. Ovaj iskaz o konzistentnosti je metamatematiqke prirode,
pre nego qisto matematiqke. Hipoteza kontinuuma i aksioma izbora su bile
me±u prvim matematiqkim tvr±eǌima za koje je pokazano da su nezavisni od ZF
teorije skupova.

Opxta je qiǌenica da su se prepreke pri stvaraǌu novih matematiqkih
istina otklaǌale uvo±eǌem novih aksioma, odnosno modifikcijom postoje²e ak-
siomatike. Uz to je intuicija bila glavni pokretaq nastajaǌa novih sadr¼aja.
Za stvaraǌe novih rezultata u matematici, osim intuicije, nezaobilazno su se
koristile metode: apstrakcija, uopxtavaǌe i specijalizacija. Naravno, ne pos-
toje jedinstvene osnove za sva izvedena tvr±eǌa u matematici. Neka tvr±eǌa u
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novim matematiqkim oblastima ne korespondiraju sa odgovaraju²im tvr±eǌima
u dotadaxǌoj matematici! Bilo je u toku razvoja matematike mnogo tvr±eǌa ko-
ja su kasnije bila odbaqena. Giganti nauke kao xto su Ojler, Koxi i Lagran¼
napraviliu su nepravilne osnove Matematiqke analize. (Nisu ni mogli da ih
naprave boǉim jer nisu imali taqne osnove poǉa realnih brojeva). Ojler je
tvrdio da 0/0 mo¼e da ima vixe znaqeǌa, jer iz n · 0 = 0 ,,sledi“ da je n = 0/0.
Koxi je verovao da iz neprekidnosti funkcije u nekoj taqki sledi ǌena dife-
rencijabilnost u toj taqki. Ovde je ispravno navesti misao filozofa L. Ber-a:
,,Zablude, grexke i mane velikih mnogo su pouqnije nego ispravna dela malih“.
Vajerxtras je ispravio Koxija definixu²i funkciju koja je neprekidna u svakoj
svojoj taqki ali nije deferncijabilna ni u jednoj taqki.

U 19. veku mnogi veliki matematiqari su bili ube±eni da je matematika
savrxena nauqna disciplina bez ikakvih nedostataka. A oni koji nisu bili
ube±eni u to, pronalazili su u ǌoj razne paradokse. Kantorova teorija skupova
sa kraja 19. veka nije bila zasnovana aksiomatski (tzv. naivna teorija skupova).
Me±utim, ona je implicitno u sebi sadr¼ala nekoliko aksioma od kojih je jedna
bila: Za svako svojstvo mo¼emo formirati skup svih elemenata koji imaju to
svojstvo. Rasel je 1903. g. svojim paradoksom o skupu svih skupova S koji nisu
sami sebi element (da li je sam skup S u tom skupu?), oborio naivnu teori-
ju skupova. Oni koji su verovali u ispravnost svih matematiqkih dostignu²a,
pokuxavali su to i da doka¼u. Najistaknutiji me±u ǌima bio je Hilbert. On je
1900. god. na Svetskom kongresu matematiqara objavio 23 do tada nerexena prob-
lema. Ukazao je, pored ostalog, na problem neprotivreqnosti u aksiomatikama
raznih matematiqkih disciplina. ǋegove ideje danas su poznate kao Hilbertov
program. Sastoje se u tome da se napravi konaqan sistem aksioma, bez kontradik-
cija, koje opisuju celu matematiku. On je bio ube±en da se takav sistem aksioma
mogao svesti na osnovnu aritmetiku. Mnogi savremenici matematiqari su bili
uvereni da je Hilbert u pravu, ali bilo je i suprotnih mixǉeǌa.

Krajem 19. veka postojali su aksiomatski sistemi u raznim matematiqkim
disciplinama tako da je opxta matematika dostigla visok nivo i po obimu teo-
rijskih rezultata i po ǌenim primenama, ali nije bila bez nedostataka.

Preispitivaǌe protivreqnosti raznih tvr±eǌa iz matematike i filozofije
dovelo je krajem 19. veka do pojave nove discipline – Matematiqke logike, koja
ustanovǉava zakone o ispravnom logiqkom zakǉuqivaǌu. Smatra se da ju je osno-
vao engleski matematiqar Bul (G. Boule, 1815–1864). Jox je Aristotel koristio
pojam tzv. neprotivreqnosti pri matematiqkom zakǉuqivaǌu, u smislu: iskaz ne
mo¼e biti istovremeno taqan i netaqan. U Matematiqkoj logici je istaknut
Zakon iskǉuqeǌa tre²eg – svaki iskaz mora biti ili taqan ili netaqan, nema
tre²e mogu²nosti. Rasel je u Principia Mathematica tvrdio da je formulacija
tog zakona besmislena. Ni Dekart nije bio siguran da su osnove matematiqke
logike ispravne. Francuski matematiqar Lebeg (H. Lebesgue, 1875–1941), koji
je matematiku obogatio pojmovima Lebegove mere i Lebegovog integrala, bio je
protiv uvo±eǌa aksiome izbora. 1910. godine Hilbert i Bernajs (P. Bernays,
1888–1977), u prvom izdaǌu svoje kǌige Osnovi matematike, ukǉuqili su ak-
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siomu beskonaqnosti i aksiomu izbora. Postala je funkcionalna ZF teorija
skupova. Osim toga je sada postao aktuelan pojam neprotivreqnosti. U tom
smislu su se poqela preispitivati razna matematiqka tvr±eǌa. Ima li pro-
tivreqnih tvr±eǌa u matematici?. Da li je zakǉuqivaǌe dedukcijom, na kojoj je
stvorena matematika, apsolutno ispravno zakǉuqivaǌe? Da li je svako tvr±eǌe
u matematici mogu²e dokazati ili opovrgnuti?

Gedelov rad iz 1931. godine uzdrmao je spokojstvo tadaxǌih vrhunskih ma-
tematiqara. ǋegove dve teoreme o nekompletnosti otkrivaju da matematika nije
savrxena nauka, kao xto se to do tada smatralo. Sada se obe teoreme citiraju
kao Gedelova teorema o nekompletnosti. Ova teorema pokazuje da ne postoji
potpun i konzistentan formalni sistem koji korektno opisuje prirodne brojeve
i da nijedan dovoǉno strog sistem koji opisuje prirodne brojeve ne mo¼e da
potvrdi svoju sopstvenu konzistentnost. Pri tome, u Matematiqkoj logici, neki
formalni sistem smatra se konzistentnim ako ne sadr¼i kontradikcije (za svaki
iskaz ϕ, ne mogu u isto vreme i ϕ i ǌemu protivreqan ¬ϕ biti dokazivi), a
sistem je potpun ako je dovoǉan da se na ǌemu izgradi odgovaraju²a teorija u
celini.

Gedel je sruxio sve ono u xta su matematiqari vixe od 20 vekova verovali.
Gedelove teoreme su dosta xiroko prihva²ene kao dokaz da je nemogu²e ostva-
riti Hilbertov program pronala¼eǌa potpunog i konzistentnog skupa aksioma
koji bi va¼io za celu matematiku. Drugim reqima, nemogu²e je prona²i neki
univerzalni sistem aksioma iz kojeg bi automatski sledio i dokaz o neprotiv-
reqnosti teorije koja bi bila izgra±ena na bazi tog sistema. Naprotiv, ne-
protivreqnost nekog sistema aksioma svodi se na neprotivreqnost nekog drugog
sistema aksioma koji se ve² smatra neprotivreqnim. Gedel tvrdi da ako pri-
hvatimo konaqan sistem aksioma, koje Hilbert predla¼e, ima²emo uvek jedno
tvr±eǌe koje ne²emo mo²i ni dokazati ni opovrgnuti pomo²u tih aksioma. Ako
se iza±e u ve²i (xiri) sistem aksioma dokaz je mogu², ali onda taj novi ve²i
sistem aksioma ima²e ponovo izkaz koji ne²e mo²i da se doka¼e sa proxiren-
im sistemom aksioma ve² se mo¼e dokazati samo u jox ve²em sistemu, i tako u
nedogled. Tako je matematiqko saznaǌe predodre±eno da zauvek ostane delim-
iqno nepotpuno (nekompletno). Lavina kritika i pismene korespondencije me±u
matematiqarima a i filozofima potrajala je nekoliko godina. Senzacional-
ni novinski naslovi govorili su o kraju matematike, o oqaju mnogih xto im se
decenijska nauqna karijera ruxi samo zbog jednog nauqnog rada mladog nepoz-
natog austrijskog doktoranata. Ne postoji apsolutna istina, ne postoji jedna
teorija koja mo¼e da objasni celokupnu matematiku. Mo¼emo saznati mnogo ali
ne mo¼emo saznati sve!

Ali matematika se razvijala i daǉe sukobǉavaju²i se s logiqkim prepreka-
ma. Danas se matematika razvija vrlo brzo. To pre svega va¼i za Matematiqku
logiku. Napomena u prvom tomu Osnova matematike da teoreme o nepotpunos-
ti ipak nisu u staǌu da sruxe ǌegovu teoriju dokaza bilo je jedino pomiǌaǌe
Gedela u Hilbertovim spisima. Najugledniji me±u matematiqarima i filozofi-
ma epohe Bernard Rasel nije video teoreme o nepotpunosti kao dokaz da nexto
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nije u redu sa ǌegovom ili Hilbertovom teorijom. On je smatrao da je Gede-
lov pristup matematici bio avangardan u trenutku objavǉivaǌa ǌegove kǌige
Principia Mathematica 1910. god, ali da je to 30-ih godina bio standard u logi-
ci. Jedan od najve²ih matematiqara 20-og veka fon Nojman (Janos von Neumann,
1903–1957) (dao znaqajne priloge u funkcionalnoj analizi, topologiji, teoriji
skupova, informatiqkoj i numeriqkoj analizi, teoriji igara, kvantnoj fizici,
mehanici fluida itd) uvideo je znaqaj Gedelovog rada. Za Gedela je smatrao
da je neoptere²en velikim imenima siguran u svoje ideje i dokaze, ukazao je
na grexke u stvaraǌu matematike i promenio matematiqku logiku i celokupnu
matematiku, za sva vremena. Uveo je matematiqke stvaraoce u 20. vek i omogu²io
im da u budu²em stvaralaxtvu idu sigurnijim stazama. Nakon Gedela mo¼da
matematika nije postala osnova za sve egzaktne nauke, ali je omogu²ila nastanak
novih disciplina poput raqunarstva i informatke koje su potom promenile i
druge nauke i ǉudske ¼ivote tokom 20. i 21. veka.

Dakle, matematiqka znaǌa ostaju nekompletna? Naixlo je burno negodovaǌe
matematiqara koji su pokuxavali da prona±u grexku u takvom rezonovaǌu. Grupa
francuskih matematiqara, Hilbertovih poklonika, me±u kojima su i Djedone (J.
Dieudonné, 1906–1992) i Xvarc (L. Schwartz, 1843–1921), vode²i topolozi svog
vremena, sa zajedniqkim pseudonimom Nikola Burbaki (Nicolas Bourbaki) prih-
vatila se 1935. godine ambicionog ciǉa, da, samo na osnovu ZF teorije skupova
i novouvedenog pojma izomorfizma struktura i ǌihovih aksioma (koriste²i i
Gedelove rezultate), napixu strogo aksiomatski celokupnu matematiku toga vre-
mena i ispravi sve dotadaxǌe ǌene nedostatke. Postavili su sebi zadatak da na
istoj osnovi izvedu rekonstrukciju svih razliqitih matematiqkih disciplina.
Jezikom teorije skupova objavili su do 1940. god. 35 tomova monografija (sa
vixe od 7000 stranica) pod naslovom Elementi matematike. Na primer, oni
su Linearnu algebru izlo¼ili bez upotrebe teorije realnih brojeva. ǋihove
monografije su postale standardne reference o osnovnim aspektima modernih
matematikih struktura. Ipak one nisu mogle da ostanu kao trajne osnove mate-
matike.

Kakav se mo¼e izvesti zakǉuqak o staǌu matematike danas i o ǌenoj bu-
du²nosti? U izvesnom smislu promenio se pogled na savremenu matematiku.
Matematika je narasla s novim oblastima Funkcionalne analize. Izvrxena je
nadgradǌa Matematiqke analize Lebegovom Teorijom mera i integracija (1902),
Soboǉevom (S. L. Sobol~ev, 1908–1989) teorijom Uopxtenih funkcija (1936),
Xvarcovim distribucijama, Dan¼uovim (A. Denoy, 1884–1974) uopxtenim in-
tegralima na topoloxkim prostorima i mnogim drugim uopxteǌima. Pojavilo
se i dosta novih oblasti matematike: Diferencijabilne mnogostrukosti, Raqu-
narstvo, Programiraǌe, Algoritmi, Automatsko upravǉaǌe itd. Matematika
je nikad zavrxena prekrasna nauka. Kantoru, tvorcu teorije skupova i trans-
finitnih brojeva, pripisuje se izjava: ,,Matematiqari ne stvaraju matematiqke
pojmove i teoreme, oni ih otkrivaju. Matematiqke istine se otkrivaju a ne
stvaraju.“

Sa sigurnox²u se mo¼e re²i da je, danas, matematika mo²na nauka koja se
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stalno razvija zbog svoje sopstvene nadogradǌe i zbog potreba da se rexe mnogi
problemi iz raznih drugih nauka. Ako se prati godixǌa produkcija qlanaka
referativnog ameriqkog qasopisa Mathematical Reviews u kojima se referixu
najva¼niji novi rezultati, koji se pojavǉuju po raznim svetskim nauqnim qa-
sopisima, onda se mo¼e zakǉuqiti da se godixǌe objavi vixe od 30 000 nauqnih
radova iz matematike. (U ovom qasopisu bio sam vixe od 30 godina saradnik
i u ǌemu referisao vixe od 25 nauqnih rezultata iz funkcionalne analize od
razliqitih svetskih autora.) Poznata je i Puenakreova izjava koji ka¼e: ,,Nema
rexenih problema u matematici, ve² samo maǌe ili vixe rexenih problema“.

Na kraju zakǉuqimo da matematika nije idealna apstraktna nauka, bez ikak-
vih nedostataka, sa savrxenom strogox²u u ǌenom stvaralaxtvu, suprotno uve-
reǌu koje je bilo prisutno ranijih godina. To je zato xto ne postoje statiqke
osnove (aksiome) za celu matematiku. ǋene osnove se stalno dopuǌuju da bi
se izbegle prepreke na koje nailazimo u daǉem stvaralaxtvu, na koje je ukazao
Gedel. Svaki dobro definisan matematiqki problem mo¼e se rexiti u okviru
odre±enog sistema aksioma. Ali, postoji problem jedinstvenosti aksiomatike,
xto potvr±uje Gedelova teorema o kompletnosti. Verovatno se idelno strogo
deduktivna nauka, s fiksnom aksiomatikom, i ne mo¼e nikad kompletno napra-
viti.
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3. M. Klain, Matematika – utrata opredelennosti, Mir, Moskva, 1984.

4. F. Mari², I. Lalovi², Klasiqni dokazi Gedelove teoreme o nepotpunosti, MAT-KOL
(Baǌa Luka), XX(2) (2014).

5. -D. Kurepa, O tri osnovna suda u teoriji skupova i njihovoj konjunkciji, Matematička bib-
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