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1. Uvod

Nakon xto su ǋutn (Isaac Newton, 1643–1727) i Lajbnic (Gottfried Wil-
helm Leibniz, 1646–1716) u drugoj polovini XVII veka zasnovali diferencijalni
raqun i povezali ga s integralnim, veliki broj matematiqara je u narednih vek
i po razra±ivao ǌihove ideje i primeǌivao metode matematiqke analize u raz-
nim oblastima. Pomenimo samo porodicu Bernuli (Jacob Bernoulli, 1655–1705;
Johann Bernoulli, 1667–1748; Daniel Bernoulli, 1700–1782), Ojlera (Leonhard Eu-
ler, 1707–1783), Lagran¼a (Joseph Louis Lagrange, 1736–1813), Laplasa (Pierre-
Simon Laplace, 1749–1827), Furijea (Jean-Baptist Joseph Fourier, 1768–1830),
Gausa (Carl Friedrich Gauss, 1777–1855), . . . Me±utim, ǌihovo tretiraǌe ove
problematike, mada je dovelo do veoma velikog broja va¼nih rezultata, qesto
nije bilo strogo sa danaxǌe taqke gledixta. Moglo bi se malo slobodnije re²i
da su ,,imali pune ruke posla“ trude²i se da izvuku xto vixe koristi iz ,,alata“
diferencijalnog i integralnog raquna da bi ,,gubili vreme“ na ǌegovo strogo
zasnivaǌe.

Konaqno je Koxi (Augustin-Louis Cauchy, 1789–1857) rexio da posveti du¼-
nu pa¼ǌu problemu preciznog zasnivaǌa teorije graniqnih vrednosti, a s tim
i neprekidnosti, izvoda i integrala. Kada je postavǉen za profesora na, u to
vreme najuglednijoj, pariskoj Politehniqkoj xkoli l’École Royale Polytechnique,
rexio je da napixe u­benik Matematiqke analize u kojem ²e osnovni pojmovi
i stavovi ove discipline biti strogo zasnovani. Kako je sam napisao u uvodu
ove kǌige, ¼eǉa mu je bila da isti nivo strogosti dâ oblasti analize koji je
geometrija imala u Euklidovim Elementima.

U­benik pod naslovom Cours d’analyse de l’École Royale Polytechnique, Pre-
miére partie: Analyse algébrique objavǉen je 1821. godine u Parizu, u izdaǌu De
l’imprimerie royale1. Ova obimna kǌiga (594 stranice) sadr¼ala je najve²i deo
onoga xto sadr¼e i savremeni u­benici Matematiqke analize (a delom i alge-
bre). U tom trenutku svakako je predstavǉala revoluciju u pristupu nastavi ove

1https://books.google.rs/books?id=UrT0KsbDmDwC&pg=PA11&lpg=PA11&redir esc=y#v=
onepage&q&f=false
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discipline, a i danas se smatra jednom od najuticajnijih matematiqkih kǌiga.
Me±utim, u odre±enom smislu, bila je dosta ,,pre svog vremena“. Delimiqno
pod uticajem studenata koji nisu mogli da prate nastavu koncipiranu na ovaj
naqin, uprava Politehniqke xkole je modifikovala nastavni program iz kojeg
su izbaqeni najte¼i delovi. Koxi je 1829. godine objavio novi u­benik, Leçons
sur le calcul différentiel, koji je u svom uvodu, na 18 stranica, imao samo rezime
qiǌenica iz prvog u­benika, neophodnih za razumevaǌe diferencijalnog raquna.

U­benik Cours d’analyse (ili Analyse algébrique, kako su ga, prema nazivu
prvog (i jedinog) dela originala, neki kasnije citirali) nije vixe izdavan na
francuskom, izuzev xto je u celini prextampan u Koxijevim Sabranim delima
koja je u periodu 1882–1974 objavǉivala izdavaqka ku²a Gauthiers-Villars. Sem
toga, objavǉeni su prevodi na nemaqki (1828. i 1885), ruski (1864), xpanski
(1994) i engleski (2009).

2. Sadr�aj u
benika

Nakon uvodnog odeǉka u kojem su objaxǌeni korix²eni pojmovi i oznake,
osnovni tekst u­benika podeǉen je na 12 glava. ǋihovi nexto du¼i naslovi
dovoǉno opisuju sadr¼aj koji je u ǌima obra±en:
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1. O realnim funkcijama
2. O beskonaqno malim i beskonaqno velikim veliqinama i o neprekidnosti

funkcija. Singularne vrednosti funkcija u nekim posebnim sluqajevima
3. O simetriqnim i alterniraju²im funkcijama. Korix²eǌe funkcija za re-

xavaǌe jednaqina prvog reda s proizvoǉnim brojem nepoznatih. O homogenim
funkcijama

4. Odre±ivaǌe celih funkcija na osnovu odre±enog broja posebnih vrednosti
koje se smatraju poznatim. Primene

5. Odre±ivaǌe neprekidnih funkcija jedne promenǉive koje zadovoǉavaju od-
re±ene uslove

6. O konvergentnim i divergentnim (realnim) redovima. Pravila konvergen-
cije redova. Sabiraǌe nekih konvergentnih redova

7. O imaginarnim brojevima i ǌihovim modulima
8. O imaginarnim promenǉivim i funkcijama
9. O konvergentnim i divergentnim imaginarnim redovima. Sabiraǌe nekih

konvergentnih imaginarnih redova. Oznake koje se koriste za predstavǉaǌe
nekih imaginarnih funkcija koje se pojavǉuju pri sabiraǌu nekih redova

10. O realnim i imaginarnim korenima celih racionalnih funkcija jedne pro-
menǉive. Algebarsko i trigonometrijsko rexavaǌe nekih jednaqina

11. Rastavǉaǌe racionalnih funkcija
12. O rekurentnim redovima

Daǉe slede razne dopune osnovnom materijalu u vidu devet priliqno op-
xirnih napomena (,,nota“). Neke od obra±enih tema su: svojstva nejednakosti
(ukǉuquju²i poznati Koxijev dokaz nejednakosti izme±u aritmetiqke i geomet-
rijske sredine korix²eǌem regresivne indukcije); numeriqko rexavaǌe jednaqi-
na; Lagran¼ova interpolaciona formula; dvostruki redovi; beskonaqni proizvo-
di.

3. Komentari

Sa gledixta zasnivaǌa osnovnih pojmova analize svakako je najinteresant-
nija druga glava u kojoj su obra±eni graniqna vrednost i neprekidnost2. Najpre
se uvode pojmovi beskonaqno malih i beskonaqno velikih veliqina. Na primer,
ka¼e se da je neka promenǉiva veliqina beskonaqno mala ako ǌena apsolutna
vrednost neograniqeno opada (tj. ta vrednost postaje maǌa od svakog unapred
datog pozitivnog broja) kada su vrednosti nezavisno promenǉive dovoǉno blizu
taqki kojoj ta promenǉiva te¼i (Koxi koristi sintagmu ,,veliqina konaqno u-
zima stalno maǌu apsolutnu vrednost“). Zatim se raspravǉa o upore±ivaǌu
beskonaqno malih i beskonaqno velikih veliqina. Pritom, ne koristi se uvek
ono xto danas nazivamo ,,ε-δ notacijom“, ali je lako ,,prevesti“ Koxijeve termine
na taj jezik.

2Prevod na srpski ove glave objavǉen je u okviru kǌige Zasniva�e nastave matematiqke
analize, Biblioteka nastavnika matematike, kǌiga 3, Druxtvo matematiqara Srbije, 2019.
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Navedimo jedan primer dokaza u kojem Koxi eksplicitno primeǌuje ,,ε-δ
jezik“ (doduxe, i ovde je formulacija teoreme donekle ,,opisna“, ali je i ǌu
lako preformulisati).

Teorema 2. Ako funkcija f(x) ostaje pozitivna za velike
vrednosti x, a odnos

f(x + 1)
f(x)

te�i, kad x neograniqeno raste, granici k, tada izraz

[f(x)]
1
x

te�i istoj toj granici.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je veliqina k konaqna (i svakako

pozitivna), i oznaqimo sa ε po ¼eǉi mali broj. Kako, kad vrednosti x
rastu, odnos

f(x + 1)
f(x)

te¼i granici k, mora postojati takav broj h da, qim je x jednako ili
ve²e od h, prethodni odnos stalno uzima vrednost izme±u granica

k − ε, k + ε.

To znaqi da se, ako sa n oznaqimo proizvoǉan ceo broj, svaka od veliqi-
na

f(h + 1)
f(h)

,
f(h + 2)
f(h + 1)

, . . . ,
f(h + n)

f(h + n− 1)
,

pa zato i ǌihova geometrijska sredina

[
f(h + n)

f(h)

] 1
n

,

nalazi izme±u granica k − ε, k + ε. Zato je

[
f(h + n)

f(h)

] 1
n

= k + α,

gde je α veliqina sadr¼ana izme±u granica −ε, +ε. Neka je sada

h + n = x.

Prethodna jednakost se prepisuje kao

[
f(x)
f(h)

] 1
x−h

= k + α,
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pa zakǉuqujemo da va¼i:

f(x) = f(h)(k + α)x−h,

[f(x)]
1
x = [f(h)]

1
x (k + α)

1− h
x .(1)

Daǉe, da bi vrednost x neograniqeno rasla, dovoǉno je da neograniqeno
raste vrednost h. Pretpostavimo zato da je u jednakosti (1) h konstant-
na veliqina, a x promenǉiva veliqina koja te¼i ∞. Veliqine

[f(h)]
1
x , 1− h

x

koje se javǉaju u drugom qlanu, te¼e granici 1, pa sam taj qlan te¼i
granici oblika

k + α,

gde je α uvek sadr¼ano izme±u −ε i +ε. Zato izraz

[f(x)]
1
x

ima kao granicu veliqinu koja je izme±u k−ε i k+ε. Kako taj zakǉuqak
va¼i koliko god mali bio broj ε, zakǉuqujemo da je pomenuta granica
taqno jednaka k. Drugim reqima va¼i

lim[f(x)]
1
x = k = lim

f(x + 1)
f(x)

.

Pretpostavimo sada da je veliqina k beskonaqna, dakle, poxto je ta
veliqina pozitivna, k = ∞. Ako oznaqimo sa H po ¼eǉi veliki broj,
onda mo¼emo da pogodno odredimo broj h, tako da, qim je x jednako ili
ve²e od h, odnos

f(x + 1)
f(x)

,

koji te¼i granici ∞, bude stalno ve²i od H; na naqin sliqan prethod-
nom, dobija se formula

[
f(h + n)

f(h)

] 1
n

> H.

Ako sada stavimo h + n = x, nalazimo, sliqno formuli (1), slede²u
formulu

[f(x)]
1
x > [f(h)]

1
x H

1− h
x ,

iz koje zakǉuqujemo da je, kad x te¼i granici ∞,

lim[f(x)]
1
x > H.
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Znaqi, granica izraza [f(x)]
1
x je ve²a od broja H, dakle po ¼eǉi velika.

Ta granica, ve²a od bilo kog broja, ne mo¼e biti druga nego pozitivna
beskonaqnost.

Primetimo da se upravo dokazani rezultat koristi kasnije, u glavi 6, kada
se pokazuje da se (u danaxǌim terminima) Dalamberov test konvergencije redova
mo¼e izvesti iz Koxijevog.

Evo i definicije neprekidne funkcije koja se uvodi u nastavku druge glave.
Citiramo:

Neka je je f(x) funkcija promenǉive x i pretpostavimo da za svaku
vrednost x izme±u odre±enih granica ta funkcija ima jedinstveno odre-
±enu konaqnu vrednost. Ako, za neku vrednost x sadr¼anu u pomenutim
granicama, dodamo promenǉivoj x kao priraxtaj neku beskonaqno malu
veliqinu α, sama funkcija dobi²e kao priraxtaj razliku

f(x + α)− f(x),

koja zavisi istovremeno i od nove promenǉive α i od vrednosti x.
Ka¼emo da je f(x) neprekidna funkcija promenǉive x u navedenim
granicama ako, za svako x u tim granicama, numeriqka vrednost razlike
f(x + α)− f(x) neograniqeno opada sa α. Drugim reqima, f(x) ostaje
neprekidna funkcija promenǉive x u datim granicama ako, u tim
granicama, beskonaqno mali priraxtaj promenǉive proizvodi uvek
beskonaqno mali priraxtaj same funkcije.

Jox ka¼emo da je funkcija f(x), u okolini neke odre±ene vrednosti
promenǉive x, neprekidna uvek kada je neprekidna izme±u nekih granica
koje obuhvataju vrednost koja je u pitaǌu.

Osim onoga xto danas zovemo lokalnim svojstvima neprekidnih funkcija,
navodi se ,,teorema o me±uvrednosti“, u osnovnom tekstu sa opisnim dokazom, dok
se precizan dokaz navodi u jednoj od napomena na kraju u­benika (naravno, svoj-
stvo neprekidnosti realne prave se pre²utno koristi). Sliqno je postupǉeno i
sa Lagran¼ovom interpolacionom formulom koja je opisno objaxǌena u qetvrtoj
glavi, a formalno dokazana u jednom od dodataka.

Peta glava posve²ena je rexavaǌu funkcionalnih jednaqina

Φ(x + y) = Φ(x) + Φ(y), Φ(x + y) = Φ(x)Φ(y),

Φ(xy) = Φ(x) + Φ(y), Φ(xy) = Φ(x)Φ(y)

(prvu od ǌih danas obiqno zovemo Koxijevom).
Teorija (realnih) numeriqkih i stepenih redova predstavǉena je u xestoj

glavi, skoro potpuno na naqin kao u savremenim u­benicima. Jedino i ovde,
naravno, nedostaje precizno korix²eǌe svojstva neprekidnosti skupa realnih
brojeva, na primer pri dokazu onoga xto danas zovemo Koxijevim neophodnim i
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dovoǉnim uslovom konvergencije, kao i pri dokazu da apsolutna konvergencija
reda povlaqi obiqnu konvergenciju.

Me±utim, ovde se pojavǉuje jedina ozbiǉnija grexka u qitavom u­beniku
– tvr±eǌe da je zbir reda qiji su qlanovi neprekidne funkcije uvek ponovo
neprekidna funkcija (isto tvr±eǌe je u devetoj glavi ,,dokazano“ i za sluqaj
redova s kompleksnim qlanovima). Mada neki od komentatora smatraju da je
Koxi ovde implicitno podrazumevao da se radi o ravnomernoj konvergenciji re-
da, texko je u to poverovati. Naime, nigde drugde u tekstu se ne pojavǉuje nixta
xto bi ukazivalo da je razmixǉao u tom smeru. Na grexku je ukazao Abel (Niels
Henrich Abel, 1802–1829) koji je 1826. godine objavio kontraprimer. Pojam uni-
formne (ravnomerne) konvergencije, potreban za formulaciju taqnog tvr±eǌa,
prvi put se pojavǉuje 1838. godine u jednom radu Gudermana (Christoph Gud-
ermann, 1798–1852), a prvi ga je efikasno koristio Vajerxtras (Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass, 1815–1897) oko 1841. godine (pri qemu su ti ǌegovi radovi
objavǉeni tek krajem XIX veka). Sam Koxi je korektnu formulaciju objavio u
jednom radu 1853. godine.

Glave 7–9 u­benika posve²ene su raqunu s kompleksnim brojevima – Koxi
ih zove ,,imaginarni izrazi“, a zanimǉivo je da ne koristi oznaku i (koja je tada
ve² bila u upotrebi), nego pixe

√−1. Najpre su detaǉno prouqene operacije s
kompleksnim brojevima u trigonometrijskom obliku, a zatim limesi i neprekid-
nost funkcija kompleksne promenǉive i, posebno, svojstva polinoma od jedne ili
vixe kompleksnih promenǉivih. Svojstva realnih redova (posebno stepenih)
proxirena su na sluqaj redova s kompleksnim qlanovima, ukǉuquju²i teoremu
o konvergenciji proizvoda (danas bismo rekli ,,u Koxijevom smislu“) dva reda
koji apsolutno konvergiraju. Zatim su navedeni razvoji u redove najva¼nijih
elementarnih funkcija kompleksne promenǉive. Daǉa razrada teorije komplek-
snih funkcija, ukǉuquju²i fundamentalne Koxijeve rezultate, mo¼e se na²i u
ǌegovom, ranije pomenutom, u­beniku iz 1829. godine.

Deseta glava sadr¼i, izme±u ostalog, dokaz osnovnog stava algebre (kako je
navedeno, ,,na vixe mesta modifikovanog u odnosu na Le¼androv dokaz iz ǌegove
kǌige Teorija brojeva“). Od specijalnih sluqajeva, opisano je rexavaǌe jed-
naqina tre²eg i qetvrtog stepena. U narednoj, jedanaestoj glavi opisan je pos-
tupak rastavǉaǌa realne racionalne funkcije na proste razlomke.

Posledǌa, dvanaesta glava posve²ena je razmatraǌu posebne vrste stepenih
redova kod kojih izme±u odre±enog (fiksiranog) broja uzastopnih koeficijenata
postoji neka zadata linearna veza – takve redove autor zove rekurentnim. Na
primer, takvi su redovi dobijeni razvijaǌem racionalnih funkcija.

4. Zakǉuqak

U savremenoj nastavi Matematiqke analize, Koxijevo ime se sigurno najqex-
²e pomiǌe – tu su Koxijev niz, Koxijev neophodan i dovoǉan uslov konvergen-
cije niza i reda, Koxi-Bolcanova teorema o me±uvrednosti, Koxijeva teorema o
sredǌoj vrednosti, Koxijev oblik ostatka u Tejlorovoj formuli, Koxijev test
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konvergencije reda, Koxijevo mno¼eǌe redova, Koxijev problem za diferenci-
jalne jednaqine, Koxijeva funkcionalna jednaqina, Koxijeva integralna teore-
ma i teorema o reziduumu, kao i Koxi-Rimanove jednaqine (u teoriji funkcija
kompleksne promenǉive) itd. Nisu svi ti pojmovi i rezultati originalno Ko-
xijevi, ali je ve²ini od ǌih on dao oblike u kojima ih danas poznajemo. A jedan
deo odgovaraju²ih iskaza se prvi put (bar koliko mi znamo) pojavio upravo u
ǌegovom fundamentalnom u­beniku Kurs analize u Kraǉevskoj politehniqkoj
xkoli.

Verovatno i va¼nije – u svom pristupu izlagaǌu analize, Koxi se izdvojio
od svojih savremenika rigoroznox²u i preciznox²u, dakle neqim xto je dotle, od
matematiqkih disciplina, bilo karakteristiqno uglavnom za geometriju. Time
je postavio standarde koje su morali da primeǌuju svi kasniji pisci matema-
tiqkih tekstova ako su ¼eleli da ǌihovi radovi budu ozbiǉno shva²eni. Ovaj
u­benik, prvi put izdat pre 200 godina, oznaqio je prekretnicu u naqinu izla-
gaǌa matematiqke analize, pa i matematike uopxte i do danas ostao primer svim
predavaqima i piscima u­benika.
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