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METOD ODRE�IVAǋA CENTRA I POLUPREQNIKA
SFERE OPISANE OKO PIRAMIDE

1. Uvodne napomene

Kao xto je poznato, opisanom sferom oko piramide nazivamo sferu koja
sadr¼i sva temena te piramide. Ne postoji takva sfera za svaku piramidu. Ako
ona postoji, qesto se ka¼e da se oko piramide mo�e opisati sfera. Dobro je
poznata slede²a

Teorema 1.1. Da bi se oko piramide mogla opisati sfera, neophodno je
i dovoǉno da se oko osnove te piramide mo�e opisati kru�nica. Poseb-
no, oko svake pravilne piramide i oko svake trostrane piramide mo�e se
opisati sfera.

Razmotri²emo problem odre�ivaǌa polo�aja centra opisane sfere. Teo-
rijski, taj se problem rexava sasvim lako. Tra¼eni centar je taqka koja je jed-
nako udaǉena od svih temena piramide. Poznato je da sve taqke, jednako udaǉene
od dveju datih taqaka, u prostoru obrazuju ravan koja je normalna na du¼i koji
spaja te taqke i sadr¼i ǌeno sredixte. Dakle, centar sfere opisane oko pi-
ramide je zajedniqka taqka svih ravni koje su normalne na ivice piramide
i sadr�e ǌihova sredixta.

Me±utim, nije bax jednostavno slu¼iti se ovim tvr±eǌem, pa bi trebalo
na²i druge pristupe. Najqex²e se posmatraju piramide kod kojih su sve boqne
ivice ili sve boqne strane jednako nagnute prema ravni osnove. Dobro je poznata
slede²a

Teorema 1.2. Za svaku piramidu slede�i uslovi su me�usobno ekviva-
lentni:
1◦ osnova piramide je tetivni mnogougao, a podno�je visine piramide je

centar kruga opisanog oko tog mnogougla;
2◦ sve boqne ivice piramide imaju istu du�inu;
3◦ sve boqne ivice piramide su jednako nagnute prema ravni osnove.
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Ako su ispuǌeni prethodni uslovi, tada se polupreqnik R sfere opisane
oko piramide nalazi po formuli R = l2/(2H), gde je l du�ina boqne ivice
piramide, a H du�ina ǌene visine (v. primer 3.3).

2. Opis metoda

Metod koji predla¼emo ne zavisi ni od kakvih dopunskih uslova na broj
stranica osnove, uglove izme±u boqnih strana ili ivica prema ravni osnove i
sl. Zasniva se samo na teoremi o preseku lopte i ravni. Podsetimo (v. npr [1],
str. 59) da va¼i

Teorema 2.1. Presek lopte proizvoǉnom ravni je krug. ǋegov centar
je podno�je normale konstruisane iz centra lopte na preseqnu ravan.

Posmatrajmo piramidu i ǌoj opisanu sferu. Presek ravni osnove piramide
sa opisanom sferom je kru¼nica, opisana oko osnove. Prema teoremi 2.1, cen-
tar te kru¼nice pripada pravoj normalnoj na ravan osnove koja sadr¼i centar
sfere. Drugaqije reqeno, centar sfere pripada pravoj normalnoj na ravan os-
nove koja sadr¼i centar ǌene opisane kru¼nice. Kratko²e radi, dogovorimo se
da pomenutu pravu nazivamo centralnom normalom osnove piramide. Tada
va¼i

Teorema 2.2. Centar sfere opisane oko piramide pripada centralnoj
normali ǌene osnove.

U daǉem ²emo ovu varijantu teoreme 2.1 zvati teoremom o preseku lopte s
ravni. Za konaqno odre±ivaǌe polo¼aja centra opisane sfere na toj normali, kao
i ǌenog polupreqnika primeni²emo jednostavan metod svo�eǌa na kru�nicu,
koji se zasniva na slede²em.

Posmatrajmo ravan koja sadr¼i centralnu normalu osnove i visinu pi-
ramide. Ta ravan seqe opisanu sferu po velikoj kru¼nici, a krug opisan oko
osnove po ǌegovom preqniku. Ako spojimo vrh piramide s krajevima tog preqnika,
dobijamo trougao koji je upisan u veliku kru¼nicu sfere. Centar te kru¼nice
je centar opisane sfere, a ǌen polupreqnik jednak je polupreqniku sfere. Na
taj naqin, va¼i

Teorema 2.3 (Osnova metoda). Centar i polupreqnik sfere opisane
oko piramide poklapaju se sa centrom i polupreqnikom kru�nice koja je
opisana oko trougla qija su temena vrh piramide i krajevi onog preqni-
ka kru�nice opisane oko osnove piramide kojem pripada podno�je visine
piramide.

3. Primeri

Poqnimo s jednim sasvim jednostavnim primerom.
Primer 3.1. Neka je osnova piramide TABCD pravougaonik ABCD u

kojem je AB = CD = a, AD = BC = b, i neka je ivica TA normalna na ravan
osnove i ima du¼inu c. Na²i polupreqnik R sfere opisane oko piramide.
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Primetimo da, kako je ivica TA normalna na ravan osnove, ona je para-
lelna centralnoj normali osnove. A kako je osnova piramide pravougaonik,

centar osnove je taqka O1 preseka ǌegovih dijago-
nala. Znaqi da centralna normala osnove pripa-
da ravni trougla TAC. Zbog toga pomenuta ra-
van seqe opisanu sferu po velikoj kru¼nici, tj. po
kru¼nici qiji se centar i polupreqnik poklapaju s
centrom i polupreqnikom sfere, pri qemu je trougao
TAC upisan u tu kru¼nicu. Kako je taj trougao
pravougli, sredixte O ǌegove hipotenuze je centar
ǌegove opisane kru¼nice, a polupreqnik kru¼nice
jednak je polovini du¼ine hipotenuze.

Sl. 1
Iz trouglova TAC i ADC dobijamo da je

TC2 = TA2 + AC2 = TA2 + AD2 + DC2 = a2 + b2 + c2,

odakle je R =
1
2

TC =
1
2
√

a2 + b2 + c2.

Posmatrajmo sada jedan primer ,,kose“ piramide.
Primer 3.2. Osnova tetraedra TABC je trougao ABC kod kojeg je AB =

BC = 10 cm, AC = 10
√

3 cm. Visina piramide je du¼ine 10 cm, a podno¼je joj
je ortocentar osnove. Na²i polupreqnik sfere opisane oko te piramide.

Napomena 3.1. Tetraedar kod kojeg se sve visine seku u jednoj taqki naziva
se ortocentriqnim (v. [3]). Kod takvog tetraedra podno¼je svake visine je orto-
centar strane na koju je konstruisana. Za izraqunavaǌe polupreqnika opisane
sfere takvog tetraedra dovoǉno je posmatrati jednu ǌegovu visinu.

Sl. 2. Trougao, ǌegov ortocentar i opisana kru¼nica

Rexeǌe. Koriste²i kosinusnu teoremu nalazimo da je ]ABC = 120◦. Znaqi
da se ortocentar Z osnove nalazi van trougla, na produ¼etku te¼ixne du¼i,
preko taqke B, tako da se ovde zaista radi o ,,kosoj“ piramidi. Ravan osnove
seqe opisanu sferu po kru¼nici opisanoj oko trougla ABC. Ugao CAB od 30◦

je periferijski ugao te kru¼nice, xto znaqi da je ǌemu odgovaraju²a tetiva BC
jednaka polupreqniku kru¼nice. Dakle, ρ = 10 cm.
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Produ¼imo stranice AB i BC preko B, konstruiximo normale CA1 i AC1

na te produ¼etke i produ¼imo ih do me±usobnog preseka. Tako dobijamo orto-
centar Z datog trougla. Jednostavan raqun pokazuje da je ZB = 10 cm.

Konstruiximo ravan γ koja sadr¼i visinu TZ piramide i centralnu nor-
malu l osnove. Na osnovu teoreme o preseku lopte sa ravni, centar O opisane
sfere pripada pravoj l. Znaqi da ravan γ seqe tu sferu po velikoj kru¼nici koja
ima isti polupreqnik R kao sfera, a opisani krug osnove seqe po ǌegovom pre-
qniku BB1. Drugim reqima, pomenuta velika kru¼nica je opisana oko trougla
TBB1, tako da se centar i polupreqnik kru¼nice opisane oko trougla TBB1 pok-
lapaju sa centraom i polupreqnikom sfere opisane oko piramide. Odgovaraju²a
konfiguracija je predstavǉena na sl. 3.

Sl. 3. Pomo²ni trougao i centralna normala osnove

Na datom crte¼u je TZ = ZB = BO1 = O1B1 = 10 cm. Zbog toga je

TB = 10
√

2 cm, TB1 = 10
√

10 cm, sin ]ZB1T =
√

10
10

.

Na osnovu poznate formule za izraqunavaǌe polupreqnika opisane kru¼nice
trougla dobijamo da je

R =
TB

2 sin]ZB1T
=

10
√

2 cm

2 ·
√

10
10

= 10
√

5 cm.

Slede²i zadatak se lako rexava korix²eǌem pomo²ne obrtne figure.
Primer 3.3. Visina pravilne 123-strane piramide jednaka je H, a boqna

ivica jednaka je l. Na²i polupreqnik sfere opisane oko te piramide.
Rexeǌe. Ravan osnove piramide seqe loptu opisanu oko piramide po krugu,

opisanom oko 123-ugla osnove. Posmatrajmo kupu qija je osnova taj krug, a vrh joj
je vrh piramide T . Sfera opisana oko pramide je opisana i oko te kupe, a visina
i izvodnica kupe su ujedno visina i boqna ivica piramide, respektivno. Na taj
naqin, potrebno je odrediti polupreqnik sfere opisane oko kupe s izvodnicom l
i visinom H. Oznaqimo sa O1 i r centar i polupreqnik osnove kupe, a sa O i R
centar i tra¼eni polupreqnik opisane sfere.

Na osnovu teoreme 2.2, centar sfere pripada osi kupe. Postavimo ravan koja
sadr¼i tu osu i posmatrajmo dobijeni presek s kombinacijom sfere i kupe. Kako
centar sfere pripada osi kupe, presek ravni sa sferom je kru¼nica polupreqni-
ka R, a presek s kupom je jednakokraki trougao visine H i kraka l. Kako je kupa
upisana u sferu, taj trougao je upisan u dobijenu kru¼nicu.
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Sl. 4. Kupa s osnim presekom Sl. 5. Presek kupe i opisane sfere

Koriste²i teoremu o proizvodu odseqaka tetiva koje se seku, dobijamo da je
H(2R−H) = r2, pri qemu va¼i r2 = l2 −H2. Znaqki da je

H(2R−H) = l2 −H2, odakle R =
l2

2H
,

tj. dobili smo rezultat najavǉen u teoremi 1.2.
Metod koji je iskorix²en za rexavaǌe prethodnog zadatka mogao bi se naz-

vati metodom pomo�ne obrtne figure. Tim metodom se mogu rexiti mnogi
zadaci, specijalno svi zadaci o kombinaciji mnogouglova i obrtnih tela iz
u­benika [1]. U daǉem ²emo razmotriti zadatke koji se ne rexavaju tim metodom.
Oni se rexavaju na dva razna naqina, zavisno od toga da li postoji boqna ivica
piramide koja le¼i u istoj ravni s centralnom normalom osnove ili ne.

Najpre navodimo primer zadatka o piramidi kod koje postoji takva ivica.
Poqnimo jednim relativno lakim zadatkom, koji je do skoro smatran texkim i
rexavan na priliqno komplikovan naqin.

Primer 3.4. U trostranoj piramidi SABC ivica BC jednaka je a, AB =
AC, ivica SA normalna je na osnovu ABC piramide, ugao diedra s ivicom SA
jednak je 2α, a ugao diedra s ivicom BC jednak je β. Na²i polupreqnik sfere

opisane oko piramide.

Prvo rexeǌe [2, s. 485–488]. Kako je ivica SA
normalna na ravni osnove, to je

]BAS = ]CAS = 90◦,

pa je ]BAC ugao diedra s ivicom SA. Na taj naqin
osnova piramide je jednakoraki trougao s uglom 2α
pri vrhu, a visina piramide se poklapa s ivicom
SA.

Sl. 6

Kako su projekcije boqnih ivica SB i SC na ravan osnove piramide jednake,
to su i same te ivice jednake. Zbog toga je boqna strana BSC jednakokraki
trougao, a podno¼je ǌegove visine iz temena S je sredixte K ivice BC. Po
teoremi o tri normale, AK je visina trougla BAC. Odatle je jasno da je
]SKA ugao diedra s ivicom BC, tj. ]SKA = β.
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Centar opisane lopte je prodor prave l, koja je normalna na ravan BSC i
sadr¼i centar kruga opisanog oko trougla BSC, kroz ravan koja sadr¼i sredix-
te ivice AB i normalna je na ǌoj. Prava l le¼i u ravni ASK: zaista, ravan
BSC sadr¼i pravu BC, normalnu na ravan ASK, pa su ravni BCS i ASK
normalne; pritom je prava l normalna na ravan BSC i sadr¼i liniju preseka
tih ravni, tako da ona le¼i u ravni ASK.

Dakle, centar O lopte pripada ravni ASK. Predstavimo tu ravan na poseb-
nom crte¼u. Taqka O je tada presek prave l i prave m koja je normalna na du¼i
AS i sadr¼i ǌeno sredixte. U opxtem sluqaju, postoje tri mogu²nosti: prave
l i m seku se ili unutar ili van trougla ASK ili na ǌegovoj stranici SK
(slike 7, 8 i 9). U daǉem ²emo pokazati da se uvek realizuje situacija kao na
slici 8.

Sl. 7 Sl. 8 Sl. 9

Nas interesuje polupreqnik R opisane lopte, tj. rastojaǌe od O, taqke pre-
seka normala m i l na stranice ugla ugla KSA, do temena S tog ugla.

Izraqunajmo najpre du¼inu SL projekcije tra¼enog rastojaǌa na stranicu
SK trougla KAS. Kako su nam u toruglu AKB (sl. 6) poznati kateta BK = 1

2a

i ]KAB = α, to je AK = 1
2a ctg α. Daǉe, iz trougla KAS imamo SK =

a ctg α

2 cos β
.

Kako je L centar opisane kru¼nice trougla BSC, to je LS = LB, a zatim iz
trougla BKL nalazimo da je (SK − SL)2 + KB2 = SL2, odakle je

SL =
a(ctg2 α + cos2 β)

4 ctg α cos β
.

Primetimo da prethodno izraqunavaǌe du¼ine SL ni na koji naqin ne zavisi
od polo¼aja O opisane lopte i posmatrajmo slike 7, 8 i 9. Oznaqimo sa N taqku
preseka prave m sa stranicom SK. Kako je MN sredǌa linija trougla KAS,
to je SN = 1

2SK. Upore±uju²i du¼ine du¼i SN i SL, lako se vidi da, za
proizvoǉne a, α i β, va¼i

a ctg α

4 cos β
<

a(ctg2 α + cosβ)
4 ctg α cosβ

Sledi da je SN < SL, pa se, kakve god bile veliqine a, α i β u piramidi
SABC, centar O opisane lopte nalazi van piramide. Dakle, uvek se u ravni
KAS ostvaruje konfiguracija prikazana na sl. 8.
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Posmatraju²i tu sliku, lako nalazimo da je ]ONL = β, i zato

LO = NL tg β = (SL− SN) tg β.

Zameǌuju²i ovde dobijene vrednosti za SL i SN , dobijamo, posle jednostavnog
raquna da je LO = 1

4a tg α sin β. Najzad, iz pravouglog trougla OLS nalazimo
da je

R =
√

LO2 + SL2 =
a

2 sin 2α cosβ

√
cos2 β + sin2 β cos4 α.

Navedimo sada rexeǌe ovog zadatka napred opisanim metodom svo±eǌa na
kru¼nicu.

Drugo rexeǌe. Prva dva pasusa su ista kao u prvom rexeǌu, jedino je dat
novi crte¼, bez detaǉa koji nisu neophodni (sl. 10).

Iz pravouglih trouglova SAK i CAK nalazi-
mo:

SA = AK tg β =
1
2
BC ctg α tg β =

1
2
a ctg α tg β.

Primeǌuju²i u trouglu ABC sinusnu teoremu, na-
lazimo preqnik d ǌegove opisane kru¼nice:

d = 2r =
BC

sin ]BAC
=

a

sin 2α
.

Sl. 10

Uoqimo onaj preqnik te kru¼nice qiji je jedan kraj teme A; drugi kraj oz-
naqimo sa A′. Po teoremi 2.2, centar lopte opisane oko piramide pripada pravoj
koja sadr¼i sredixte du¼i AA′ i normalna je na ravan trougla ABC. Na tu
ravan, po uslovu zadatka, normalna je i ivica SA (koja tako±e sadr¼i taqku A).
Dakle, centar O opisane lopte pripada ravni SAA′. Kako taqke S, A, A′ pri-
padaju opisanoj sferi, ǌihovo rastojaǌe od taqke O jednako je polupreqniku R
te sfere. A kako sve qetiri taqke S, A,A′ i O pripadaju jednoj ravni, O i R su,
redom, centar i polupreqnik kru¼nice opisane oko trougla SAA′. Taj trougao
je pravougli, pa je O sredixte ǌegove hipotenuze, a R je jednako polovini ǌene
du¼ine. Na taj naqin, va¼i

R =
1
2

√
SA2 + AA′2 =

1
2

√
a2

sin2 2α
+

1
4
a2 ctg2 α tg2 β

=
a

2 sin 2α

√
1 +

1
4

ctg2 α tg2 β · 4 sin2 α cos2 α

=
a

2 sin 2α

√
1 + cos4 α tg2 β.

(Za posledǌi izraz se lako vidi da je jednak onom xto je dobijeno u prethodnom
rexeǌu.)
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Sl. 11. Piramida Sl. 12. Osnova piramide i opisana kru¼nica

Primer 3.5. Neka je u piramidi TABC, BC = 2a, TA = 2b, TB = TC =
AB = AC = c (sl. 11). Na²i polupreqnik R sfere opisane oko te piramide.

Napomena 3.2. Slu¼e²i se slikom 13, lako je videti da takva piramida
postoji ako i samo ako va¼i c2 > a2 + b2.

Rexeǌe. Poqnimo standardno – centar O sfere opisane oko piramide pripa-
da centralnoj normali osnove, tj. pravoj normalnoj na ravan osnove koja sadr¼i
centar O1 oko ǌe opisane kru¼nice. Taqka O1 (sl. 12) pripada simetrali du¼i
BC (u ravni osnove). A kako je AB = AC, ta simetrala sadr¼i taqku A. Na
taj naqin, taqka O1 pripada polupravoj AK, gde je K sredixte stranice BC.
Pritom taqka A pripada kru¼nici, pa poluprava AK seqe tu kru¼nicu u taqki,
recimo A′, za koju je AA′ = d (preqnik kru¼nice). Taj preqnik d lako nalazimo
na osnovu teoreme o proizvodu odseqaka tetiva koje se seku:

KB ·KC = AK ·KA′, to jest

a2 =
√

c2 − a2 · (d−
√

c2 − a2), odakle

d =
c2

√
c2 − a2

.

Zamislimo da je konstruisana visina TQ piramide. Kako su boqne ivice
TB i TC jednake, jednake su i ǌihove projekcije QB i QC na ravan osnove.
Dakle, taqka Q je jednako udaǉena od taqaka B i C i zato pripada pravoj AK.

Dakle, ravan koja sadr¼i centralnu normalu osnove i visinu piramide
sadr¼i tako±e pravu AK i ivicu TA. Toj ravni pripadaju taqke T , A i A′

koje le¼e na opisanoj sferi. Tako±e, pripada joj i centar te sfere. Znaqi da
posmatrana ravan seqe sferu po kru¼nici polupreqnika jednakog polupreqniku
R opisane sfere. Dakle, tra¼eni polupreqnik opisane sfere jednak je polupre-
qniku kru¼nice opisane oko trougla TAA′. Ostaje da se odredi taj polupreqnik.

Posmatrajmo trougao TAA′ (sl. 13). Sredixte K du¼i BC pripada du¼i
AA′ i jednako je udaǉeno od taqaka T i A za du¼inu TK = AK =

√
c2 − a2.

Znaqi da je trougao AKT jednakorak s vrhom K. Neka je K ′ sredixte ivice TA.
Tada je KK ′ te¼ixna du¼ i visina trougla AKT , pa je AK ′ = b i ugao AK ′K
je prav. Dakle,

cos]TAA′ =
b√

c2 − a2
, sin]TAA′ =

√
c2 − a2 − b2

√
c2 − a2

.
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Sl. 13. Piramida i preqnik kru¼nice opisane oko osnove

Na osnovu kosinusne teoreme va¼i

(TA′)2 = (2b)2 +
(

c2

√
c2 − a2

)2

− 2 · 2b · c2

√
c2 − a2

· cos ]TAA′

= 4b2 +
c4

c2 − a2
− 4b · c2

√
c2 − a2

· b√
c2 − a2

= 4b2 +
c4

c2 − a2
− 4b2c2

c2 − a2
=

c4 − 4a2b2

c2 − a2
,

tako da je TA′ =

√
c4 − 4a2b2

c2 − a2
. Odatle, na osnovu sinusne teoreme,

R =
TA′

2 sin ]TAA′
=

√
c4 − 4a2b2

c2 − a2
: 2
√

c2 − a2 − b2

√
c2 − a2

=
1
2

√
c4 − 4a2b2

c2 − a2 − b2
.

U svim dosad razmotrenim primerima postojala je boqna ivica piramide
koja le¼i u istoj ravni sa centralnom normalom osnove. Posmatra²emo sada
primer piramide kod koje takva boqna ivica ne postoji. Za korix²eǌe metoda
koji smo izabrali razlika je beznaqajna.

Primer 3.6. Neka je u piramidi TABC, AC = 6 cm, BC = 8 cm, AB =
10 cm i uglovi diedara s ivicama AB, BC i CA su jednaki arctg

√
5 (sl. 14).

Na²i polupreqnik sfere opisane oko te piramide.

Rexeǌe. Koriste²i jednakost pome-
nutih uglova diedara, standardnim ra-
su±ivaǌem se pokazuje da je podno¼je vi-
sine piramide centar O2 kru¼nice upi-
sane u trougao ABC. Lako se pokazu-
je da je u trouglu ABC, ]C = 90◦, i
nalazi se da je polupreqnik ǌegove u-
pisane kru¼nice r = 2 cm. Nakon to-
ga se direktno raquna visina piramide
h = r

√
5 = 2

√
5 cm.

Sl. 14. ,,Neprava“ piramida
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Na osnovu teoreme 2.2 centar O opisane sfere pripada centralnoj normali
osnove l, koja dakle sadr¼i centar O1 opisane kru¼nice osnove. U ovom sluqaju
taj centar je sredixte hipotenuze, a polupreqnik je R1 = 5 cm. Odatle je O1O2 =√

5 cm (sl. 15).

Sl. 15. Osnova piramide Sl. 16. Presek piramide s ravni koja sadr¼i visinu

piramide (TO2) i centralnu normalu osnove (l)

Prave l i TO2 su paralelne (jer su obe normalne na ravan osnove), pa one
pripadaju jednoj ravni. Ta ravan seqe ravan osnove piramide po pravoj O1O2.
Oznaqimo sa X i Y preseqne taqke te prave sa opisanom sferom piramide. U
posmatranoj ravni dobijamo trougao XTY (sl. 16) qija sva temena pripadaju
sferi. Kako i centar sfere pripada toj ravni, presek sfere i ravni je velika
kru¼nica. Znaqi da je polupreqnik opisane sfere jednak polupreqniku kru¼nice
opisane oko trougla XTY . Na±imo taj polupreqnik.

U trouglu XTY jedna stranica je XY = 10 cm, a odgovaraju²a visina je
jednaka 2

√
5 cm i sadr¼i taqku O2 na stranici XY koja je od sredixta O1 na

rastojaǌu
√

5 cm. Pomo²u sinusne teoreme nalazimo da je polupreqnik opisane

kru¼niceı R =
TY

2 sin ]TXY
. Pritom je

TY =
√

TO2
2 + O2Y 2 =

√
(2
√

5)2 + (5 +
√

5)2 =
√

10 · (5 +
√

5),

sin ]TXY =
TO2

TX
=

2
√

5√
(2
√

5)2 + (5−√5)2
=

2
√

5√
10 · (5−√5)

,

tako da je

R =

√
10 · (5 +

√
5) ·

√
10 · (5−√5)

2 · √5
= 10 (cm).

4. Razmatraǌe opxteg sluqaja

Uoqimo proizvoǉnu piramidu koja ima opisanu sferu. Smatra²emo da su
poznati:
• visina piramide H;
• polupreqnik ρ opisane kru¼nice oko osnove piramide;



Centar i polupreqnik sfere opisane oko piramide 75

• rastojaǌe δ izme±u visine piramide i centralne normale osnove, tj rasto-
jaǌe izme±u centra opisane kru¼nice osnove i podno¼ja visine piramide.
Uvedimo slede²e oznake:

• T – vrh piramide;
• T1 – podno¼je visine piramide;
• O1 – centar opisane kru¼nice osnove piramide.

Posmatrajmo ravan koja sadr¼i visinu piramide i centralnu normalu ǌene
osnove. Oznaqimo sa X i Y taqke preseka te ravni i kru¼nice opisane oko
osnove i α = ]XTY . Uvedimo na pravoj XY koordinate1, uzimaju²i taqku O1

za koordinatni poqetak, a polupravu O1Y za pozitivnu poluosu. Oznaqimo sa
τ koordinatu taqke T1. Primetimo da su koordinate taqaka X, O1, Y jednake,
redom, −ρ, 0, ρ. Pretpostavimo da je ugao α oxtar. Tada su mogu²i slede²i
sluqajevi:

τ < −ρ; τ = −ρ; −ρ < τ < 0; τ = 0; 0 < τ < ρ; τ = ρ; τ > ρ.

Razmotrimo prvi (sl. 17). Neka je τ <
−ρ. Tada X le¼i izme±u T1 i O1, a O1

izme±u X i Y . Znaqi da je T1X = T1O1 −
XO1 = δ − ρ, a TY = TO1 + O1Y = δ + ρ.
Iz pravouglog trougla TT1X nalazimo:

TX =
√

H2 + (δ − ρ)2,

sin α = sin ]TXT1 =
H√

H2 + (δ − ρ)2
,

Sl. 17. τ < −ρ

a iz trougla TT1Y : TY =
√

H2 + (δ + ρ)2. Primeǌuju²i u trouglu TXY
sinusnu teoremu, nalazimo polupreqnik ǌegove opisane kru¼nice, tj. tra¼eni
polupreqnik R sfere opisane oko piramide:

R =
TY

2 sinα
=

√
H2 + (δ + ρ)2

2 · H√
H2+(δ−ρ)2

=

√
H2 + (δ + ρ)2 ·

√
H2 + (δ − ρ)2

2H
.

Analogno se razmatraju ostali sluqajevi kada je α = ]XTY oxtar ugao (sl.
18–23). Sluqajeve pravog i tupog ugla α qitalac mo¼e lako da razmotri sam
(razlike su neznatne i ne predstavǉaju problem).

Sada mo¼emo da, znaju²i polupreqnik sfere, odredimo polo¼aj ǌenog centra
koji se, kao xto zanmo, nalazi na centralnoj normali osnove. A ǌegovo rasto-
jaǌe ∆ od ravni osnove lako se nalazi pomo²u Pitagorine teoreme i jednako je√

R2 − ρ2. Nakon jednostavnog, ali donekle glomaznog raquna dobija se da je

∆ =
H2 + δ2 − ρ2

2H
.

1One se uvode samo radi razlikovaǌa sluqajeva koji se mogu pojaviti
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Sl. 18. τ = −ρ Sl. 19. −ρ < τ < 0

Sl. 20. τ = 0 Sl. 21. 0 < τ < ρ

Sl. 22. τ = ρ Sl. 23. τ > ρ

Na taj naqin, va¼i

Teorema 4.1 (Osnovni rezultat qlanka). Neka je data proizvoǉna pi-
ramida koja ima opisanu sferu. Neka je H visina piramide, ρ polupreqnik
kru�nice opisane oko ǌene osnove i d rastojaǌe izme�u visine piramide
i centralne normale ǌene osnove. Tada se centar opisane sfere nalazi na
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centralnoj normali osnove na rastojaǌu

∆ =
H2 + δ2 − ρ2

2H

od ravni osnove, a polupreqnik sfere je jednak

(4.1) R =

√
H2 + (δ + ρ)2 ·

√
H2 + (δ − ρ)2

2H
.

U specijalnom sluqaju kada je δ = 0, tj. kada se vrh piramide projektuje u
centar osnove (takve piramide se nekad zovu prave), dobijamo da je

R =
H2 + ρ2

2H
.

Kako je u tom sluqaju H2+ρ2 jednako kvadratu (zajedniqke) du¼ine l boqnih ivica
piramide, dobijamo dobro poznati rezultat R = l2/(2H) naveden u teoremi 1.2.

Napomena 4.1. Formula (4.1) daje eksplicitan izraz za polupreqnik R. U
praksi je, me±utim, qesto lakxe najpre na²i R2:

(4.2) R2 =
H2

4
+

ρ2 + δ2

2
+

(ρ2 − δ2)2

4H2
.

Formula (4.2) je pogodnija za raqun od formule (4.1) jer se u ǌoj pomo²ne
veliqine H, ρ, δ javǉaju na drugom stepenu, pa se rezultat dobija bez korix²eǌa
kvadratnih iracionalnosti.

5. Primena teoreme 4.1

Za primenu posledǌeg rezultata neophodno je odrediti visinu piramide i
ǌeno rastojaǌe od centralne normale osnove. A za to se mora odrediti podno¼je
visine piramide. Poka¼imo kako se to u jednom sluqaju mo¼e uraditi.

Posmatrajmo proizvoǉnu trostranu piramidu TABC s vrhom T i visinom
TT1 (sl. 24). Konstruiximo normalu
T1K na bilo koju ivicu osnove pi-
ramide. Na osnovu teoreme o tri nor-
male, du¼ TK je visina boqne strane
piramide. Ako ovo ponovimo za svaku
stranu piramide, dobijamo da je pod-
no¼je visine piramide taqka preseka
projekcija svih visina boqnih strana
piramide na ǌenu osnovu. Iskoristi-
mo ovu qiǌenicu za nala¼eǌe visine
piramide i odre±ivaǌe polo¼aja ǌe-
nog podno¼ja. Poka¼imo kako se to
mo¼e uraditi na konkretnom, pomalo
neoqiglednom primeru.

Sl. 24. Piramida, ǌena visina, visina boqne

strane i ǌena projekcija na osnovu piramide
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Primer 5.1. Na²i visinu i ǌeno podno¼je za piramidu qije su sve strane
Heronovi trouglovi (tj. imaju stranice du¼ine 13, 14, 15 jedinica).

Napomena 5.1. Trostrana piramida qije su sve strane podudarne nazi-
va se jednakostranim tetraedrom ili disfenoidom. Takvi tetraedri su dobro
prouqeni (v. [4]). Specijalno, poznato je da je polupreqnik sfere opisane oko
disfenoida s ivicama du¼ine h, k, l jednak

√
h2 + k2 + l2

8
.

Rexi²emo ovaj zadatak pomo²u teoreme 4.1 ne koriste²i teoriju disfenoida.

Sl. 25. Mre¼a piramide; nala¼eǌe podno¼ja visine piramide

Rexeǌe. Sva razmatraǌa pogodno je sprovesti na mre¼i piramide. Neka je
ABC osnova piramide, a TAB, T ′AC i T ′′BC trouglovi u ravni osnove koji
predstavǉaju ,,oborene“ boqne strane piramide (sl. 25). Neka je K podno¼je
visine boqne strane TAB. Kroz taqku K na povrxi piramide prolaze dve prave,
normalne na AB: jedna u ravni boqne strane, druga u ravni osnove. Na mre¼i
se te dve prave ,,slivaju“ u jednu jer sadr¼e istu taqku i normalne su na istu
pravu. Zbog toga se lako nalazi presek normale na AB u ravni osnove s pravom
AC: konstruiximo kroz T normalu na AB u produ¼imo je na mre¼i do preseka
s pravom AC.

Ako isto uqinimo s normalom na AC, nalazimo podno¼je visine piramide kao
presek dve opisane normale. Osim toga, dobijamo tri sliqna pravougla trougla
AKL, AMN i NKT1, a posmatraju²i te trouglove lako se nalaze vrednosti
neophodnih veliqina. Kako taj planimetrijski zadatak nije te¼ak, opisa²emo ga
ukratko.

U 4TAB:

TA = 13, AB = 14, TB = 15, TK ⊥ AB.
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Odatle je:

AK = 5, KB = 9, TK = 12, sin α =
4
5
, cosα =

3
5
, ctg α =

3
4
,

ρ =
BC

2 sinα
=

13
2 · 4

5

=
65
8

.

U 4T ′AC (strani TAC, ,,oborenoj“ u ravan osnove):

T ′A = 13, T ′C = 14, AC = 15, TM ⊥ AC.

Stavǉaju²i AM = x dobijamo da je MC = 15 − x. Iz pravouglih trouglova
T ′AM i T ′CM se dobija jednakost 132 − x2 = 142 − (15− x)2, qijim rexavaǌem
nalazimo da je AM = x = 33

5 . Znaqi,

AN =
AM

cosα
=

33/5
3/5

= 11, NK = 6.

Neka su I i J sredixta ivica AB i AC. Konstruiximo kroz ǌih normale na
AB i AC, respektivno, i oznaqimo sa O1 ǌihov presek. To je centar kru¼nice
opisane oko trougla ABC. Oznaqimo sa P preseqnu taqku pravih JO1 i AB.
Imamo:

AJ =
15
2

, AP =
AJ

cosα
=

15
2 · 3

5

=
25
2

, IP =
25
2
− 7 =

11
2

,

IO1 = IP · ctg α =
11
2
· 3
4

=
33
8

.

Iz 4NKT1: T1K = NK · ctg α = 9
2 . Na taj naqin, podno¼je T1 visine piramide

se nalazi na normali na stranicu AB osnove, koja sadr¼i podno¼je K visine
boqne strane TAB, i na rastojaǌu je od K za T1K = 9

2 . Sada se kvadrat visine
H = TT1 nalazi iz 4TKT1:

H2 = (TT1)2 = TK2 − T1K
2 = 122 −

(
9
2

)2

=
9
4
· 55.

A veliqina δ = O1T1 se nalazi kao hipotenuza pravouglog trougla O1T1Q, gde
je Q podno¼je normale, konstruisane iz O1 na pravu KT1. U tom trouglu je
O1Q = IK = 2, a T1Q = KT1 − IO1 = 36

8 − 33
8 = 3

8 . Po Pitagorinoj teoremi je

δ2 = O1T
2
1 = O1Q

2 + QT 2
1 = 22 +

(
3
8

)2

=
265
82

.

Rezimiraju²i na±eno:

H2

4
=

9
16
· 55; ρ2 =

652

64
; δ2 =

265
64

;

ρ2 + δ2

2
=

652 + 265
2 · 64

= · · · = 5 · 449
64

;

(ρ2 − δ2)2

4H2
=

(652 − 265)2

642 · 4 · 9
4 · 55

= · · · = 5 · 9 · 11
64

.
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Koriste²i formulu (4.2), nalazimo:

R2 =
9
16
· 55 +

5 · 449
64

+
5 · 9 · 11

64
=

295
4

, R =
√

295
2

.

Napomena 5.2. Kako je u posmatranom sluqaju h2 + k2 + l2 = 132 + 142 +
152 = 590, dobijeni rezultat se poklapa sa onim dobijenim kao posledica teorije
disfenoida.

Napomena 5.3. Skre²emo pa¼ǌu da to da je formula (4.2) omogu²ila da se
rezultat u sluqaju ovako ,,nepravilne“ piramide dobijen bez korix²eǌa kvadrat-
nih iracionalnosti.
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