HACTABA MATEMATUWRKE ¥ CPEOIHLOJ IITKOJIN

IIp Acnanbex X. Ha3ues

METOA OOPEBHUBAILA ITEHTPA N ITOJIYIIPEUHNMEKA
C®EPE OIIMCAHE OKO IITMPAMUWIE

1. YBomHe HamoMeHe

Kao mro je mo3naro, ommcanoMm cepoM OKO NHpPAMUIE HA3MBAMO CHepy Koja
CaIp/KU CBa TeMeHa Te mupamune. He mocroju takBa cdepa 3a cBaky mupamumy. AKO
OHa MOCTOjH, YeCTO ce Kaxe 06 ce 0ko nupamude moxce onucamu chepa. Iobpo je
no3uaTa ciaeneha

TeEOPEMA 1.1. Jla bu ce oko nupamude mozaa onucamu cfepa, HeonrodHo je
u 0080HHO 04 ce 0KO 0CHOBE ME NUPAMUIE MONCE onucamu kpyrcruya. Iloceb-
HO, 0KO CEaKe NPABUANE NUPAMUOE U 0KO C8AKE MPOCMPANRE NUPAMUOE MOACE CE
onucamu cgepa.

Pasmorpuhemo npobnem odpelhusama noaoxcaja uentpa onucane chepe. Teo-
pujcku, Taj ce IpobIEM pemaBa CACBUAM JAKO. 1pasKeHu HMEeHTap je Tadka Koja je jel-
HAKO yJaJbeHa OJ CBUX TeMeHa mupamumae. [1o3HaTO je oa cBe Tauke, jeIHAKO yIaJbeHe
OX 1Bejy MaTWX Tadyaka, y IpPOCTOPY 00pa3yjy paBaH Koja je HOpMaJHa Ha OY:KU KOjU
Ccllaja Te Tauke U CAIpP:KU HeHo cpeaumre. llakie, yenwmap cepe onucane oxo nu-
pamuoe je 3ajedHUKG MAYKG C8UT PABHU KOJe CY HOPMAAHE HA UBUYE NUPAMUOE
U cadpace BUT08A CPeOUUMA.

MebyTuMm, HEje Gam jeAHOCTABHO CIY:KUTH Ce OBUM TBpDhemeM, ma O6u Tpebaio
mahu npyre mpuctymne. Hajuemhe ce mocmarpajy mupamume Kox KOjux cy cBe Doune
VBUIE UK CBe DOYHE CTPAHE je[HAKO HAHyTe IpeMa paBHA ocHOBe. [loOpo je mo3Hara
cneneha

TEOPEMA 1.2. 3a csakxy nupamudy caedehu ycaosu cy mehycobno exeusa-
AEHMHU:

1° ocHosa nupamulde je memuery MHO20Y2a0, 6 NOOHONCIE BUCUHE NUPAMUOE je
YEHMaAP KPY2a ONUCAHOZ 0KO MO2Z MHO20Y2AA;

2° cee boune usuye nupamude UMy Ucmy 0YICuHY;

3° cee boune usuye nupamude cy jeORaAKO HazKYMe NPeMa PaEHU 0CHOBE.
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Axo cy ucnymweru npemrodny ycaosy, mada ce noaynpeunux R chepe onucane
ox0 nupamude nasazu no gopmyau R = 12/(2H), 20e je | dymcuna 6oune usuye
nupamude, a H dymcuna mene sucune (8. npumep 3.3).

2. Omuc metoma

MeTon koju IpemaskeMO HE 3aBUCH HU OJ KAKBUX NONYHCKMX YCJIOBA Ha OPO]
CTpaHuUIa OCHOBE, yrioBe m3MeDy OOUYHMX CTpaHA WM MBUIA NPEMa PABHU OCHOBE U
ca. 3acHMBA Ce CaMO HA TEOPEMU O Ipecery Jonte u pasHu. llomcerumo (B. Hup [1],
crp. 59) na Baxku

TEOPEMA 2.1. Ilpecex aonme npou3gonnom pasny je kpye. Ibezoe yenmap
je noodroxcje HOpMase KOHCMPYUCAHE U3 YEHMPL AONME KA NPECEYHY PABAH.

ITocmarpajmo mupamuny m moj onucarny coepy. Ilpecex paBHU ocHOBe mupamune
ca OMMCAHOM C(EepOoM je KPY:KHUIA, OmMMCaHa OKO ocHOBe. lIpema Teopemu 2.1, men-
Tap Te KPY/KHUIE IPUNALa IPaBOj HOPMAJHO] HA PABAH OCHOBE KOja CAOP:KU HEHTAp
cpepe. Ipyraumje peueHo, neHTap cdepe Iprmala IPaBOj HOPMAIHO] HA PABAH OC-
HOBE KOja CaAp/KU [EHTap HheHe onucaHe KpyskHume. Kpartkohe pamu, moroBopumo ce
4 TOMEHYTY TpaBy HA3UBAMO YEHMPAAHOM HOPMAAOM OocHoge nupamude. Tana
BaKU

TEOPEMA 2.2. [[enmap cdepe onucare oxo nupamude npunada yenmparnoj
HOPMAAYU THERE OCHOBE.

Y mamem hemo oBy BapujanTy Teopeme 2.1 3BaTu TEOPEMOM O MPECEKY JIONTE C
paBHA. 3a KOHA4YHO oapebuBame mooxaja [eHTpa OmicaHe chepe Ha TOj HOPMAJN, Kao
U H,EHOT TOJyNPEYHMKA TIPUMEHNNIeMO jeTHOCTaBaH Memod ceohema Ha KpyIcruuy,
KOju ce 3acHuBa Ha cienehe.

[TocmaTpajMo paBaH kKoja CaIp:KU NEHTPAJHY HOPMAJY OCHOBE W BUCHUHY IIH-
pamuzne. Ta paBaH ceue omucaHy c(epy IO BEIMKO] KPY:KHUIY, a KPYT OINNCAH OKO
OCHOBE TI0 H:ETOBOM MPEYHUKY. AKO CIOjUMO BPX UPAMUIE C KPajeBUMa TOT MPEUHUKA,
mo0ujaMo TPOYrao KOju je YIHUCAH y Besuky kKpywxkuuiy coepe. llenrap e kpyskHuie
je menTap ommcase cgepe, a HeH NOIYIPEUHUK jedHAK je moaympeunuxy cdepe. Ha
Taj HAYWH, BAXU

TeOPEMA 2.3 (Ocmosa meroma). Ilewmap u noaynpeunux cepe onucawre
0KO NUPAMUIE NOKAGNAJY CE CG UEHMPOM U NOAYNPEUYHUKOM KDPYICHUUE KOja je
ONUCAHG 0KO MPOY2AG “UJA CY MEMENE 8DT NUPAMUIE U KPAjeslu OHOZ NPeUHU-
KA KPYACHUYE ONUCAHE 0KO 0CHO8E NUPaMude Kojem npunada nodHoucje sucCuUHe
nupamuoe.

3. IIpumepu

[HourmmMo ¢ jemauM cacBUM jeJHOCTABHUM IPUMEPOM.

ITpuMEP 3.1. Hera je ocmoBa mupamume T ABCD npasoyraonuk ABCD y
kojeM je AB = CD = a, AD = BC = b, u Heka je uBuna T'A HOpManHa Ha paBaH
ocHOBe u uMa ay:kuHy c¢. Hahwm nonynpeunur R cepe omucane Oko nmpamufe.
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[Mpumernmo ma, kako je wmBuna T'A HOpMasHA Ha paBaH OCHOBE, OHA je mapa-
JIeJIHA TEHTPAJHO] HOPMAJM OCHOBe. A Kako je OCHOBA MUpPAMUAE MTPABOYTAOHUK,
neHTap ocHoBe je tauka ()1 Ipeceka HEeroBUX IUjaro-
HaJa. J3HauM O IEeHTPaJHa HOpMaJjia OCHOBE IIpHUIa-
nma pasau tpoyraa TAC. 36or Tora moMeHyTa pa-
BaH Cceue ONUCAHY C(hepy MO BEIUKO] KPY/KHULHU, Tj. HO
KPY/KHUAIM YMjU CEe HEHTAP U IOJIYIPEYHUK MOKIANA]Y C
[IEHTPOM U IIONYIPEYHUKOM cepe, IPK YeMy je TPOyrao
TAC yuucan y 1y kpysuumiy. Kako je Taj Tpoyrao
npasoyriu, cpeaumre O HEroBe XUIOTEHY3e je MeHTap
IETOBe OMUCAHE KPY:KHUILE, & MOJYIPEUHUK KDY:KHUIE
jeIHAK je TOJOBUHU Iy:KAHE XUIOTEHY3€.

T \

Cn. 1
N3 rpoyraosa TAC u ADC nobujamo na je

TC? =TA*+ AC? =TA? + AD? + DC? = * + b* + ¢,

omakne je R = %TC’ = %\/(ﬁ + b2 + 2.

[Tocmarpajmo canma jemam mpumep ,,KOce TUpaMEUIE.

ITpuMEP 3.2. Ocuosa terpaenpa TABC' je rpoyrao ABC kon kojer je AB =
BC = 10cm, AC = 10v/3cm. Bucuna mupamuze je aysuse 10 cm, a momHoxje joj
je oprouenTap ocuose. Hahu monynpeunux cepe ommcane oko Te mupamuse.

Hanomena 3.1. Terpaenap Ko Kojer ce CBe BUCHUHE CEKY Y jeIHO] TAUKU HA3VBA
ce oprouenrpruauM (B. [3]). Kox raksor Terpaenpa moaHOXje CBake BUCHUHE je OPTO-
[EHTAD CTPAHe HA KO]Y je€ KOHCTPYWCAHA. 34 M3PAUyHABAKE MONYNPEYHMKA ONMCAHE
cepe TAKBOI TeTpaeapa TOBOJBHO je MOCMATPATY jeIHY EHE[OBY BUCHHY.

A

Cu. 2. Tpoyrao, meroB OpTOLEHTAD U ONUCAHA KPY’KHUALA

Pewemwe. Kopucrehu kocunycuy Teopemy nagazumo ga je £ ABC = 120°. 3uaun
a Ce OPTOIEHTAp Z OCHOBE HAJA3W BAH TPOYIJA, HA MPOLYKETKY TEKUIIHE IyKU,
Ipekro Tauke BB, Tako ma ce OBme 3amcTa pamd O ,,Kocoj“ mupamuau. PaBaH ocHOBe
ceue omucany c(epy Mo KpyskHUIU omucanoj oko tpoyraa ABC. Yrao CAB on 30°
je mepudepujcku yrao e KpysKHUIE, UITO 3HAYUN 14 je meMy oarosapajyha rerusa BC
jemHaka mosynpevnuky kpyskuune. lakme, p = 10 cm.
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[pomyskumo crparune AB u BC upeko B, xorctpyunmmo wopmaie CA; u AC,
HA Te HPOIY:KETKe U MpOLy:RuMo ux 10 meDhycobuor mpeceka. Tako mobujamo opto-
IeHTap Z OaTor Tpoyria. JeZHOCTAaBaH padyyH HOka3yje ma je ZB = 10cm.

Koucrpyumumo paBan vy koja campsku Bucuny 1'Z mupamMuie U MEHTPAJHY HOP-
Mmaiay | ocHoBe. Ha ocHOBy Teopeme o mpecery Jjonre ca paBuE, neHTap O ommcaxe
cepe npunana npasoj . 3HauM oa paBaH 7y cede Ty cepy [0 BEIUKO] KPYKHUIM KOja
UMa UCTU TONymnpedrnk R kao cdepa, a Omucanu KPyr OCHOBE Ceue MO HEerOBOM IIpe-
unuky BBi. Ilpyrum peurma, IOMEHYTA BEJIUKA KPYKHUIA je OMMCAHA OKO TPOYTJIA
T BB, Tako 1a ce MeHTap U MOJYIPEUHUK KPYKHUAIE Omrcane oko tpoyraa 1 BBy mok-
Jamajy ca IMeHTPAOM U HONYIPEUHUKOM cdepe omucane oko mupamuze. Omxrosapajyha
KOH(UIypanuja je mpeacraBbeHa Ha CI. 3.

'z B "o, B

Cu. 3. Ilomohuu Tpoyrao u meHTpasHa HOpMaja OCHOBE

Ha marom nprexy je TZ = ZB = BO; = O1B; = 10cm. 360r Tora je

V10
TB=10v2cm, TB; =10V/10cm, sin£LZB,T = o
Ha ocuoBy mosmare (opmyse 3a m3padyHABame IMONYIPEUHUKA ONUCAHE KDY KHUIE
TpoyTia 100ujaMo ma je

R TB _ 10v/2 cm
 2sindZBiT 9. Y10

= 10\/50111.

Cuenehn 3amarak ce nako pemasa kopumhemeM moMohne oOpTHE purype.

ITpuMEP 3.3. Bucuna npasunre 123-crpane nupamune jenxara je H, a 6ouna
uBuma jenuaka je . Hahw momynpeunur cdepe ommcane OKO Te TMUpaMUIE.

Pewemwe. PaBan ocHOBe mupamue cede JONTY OMMCAHY OKO HUpaMUAE IO KPYTY,
omucanoM oko 123-yrma ocuose. [locmarpajmo Kymy umja je OCHOBA Taj KPYT, a BPX joj
je Bpx mupamuge 1. Cdepa onucana OKO IpaMuUe je ONUCAHA U OKO Te KyIe, a BUCUHA
7 M3BOMHUNA KyIle Cy YjeIHO BUCHHA M OOYHA MBUIA IMpaMuie, pecrnektrBHO. Ha Taj
HaYWH, TOTPeOHO je oApenuTV NONYIPEYHNK Chepe OMUCAHE OKO Kylle C M3BOIHUIOM [
u BucuaoM H. Osmaummo ca Q1 u r meHTap U MOJIYIPEeYHNK OCHOBE Kyme, a ca O u R
[EeHTAp U TPAXKEHU MOJYIPEYHUK OIMMCaHe cdepe.

Ha ocuoBy Teopeme 2.2, neHTap cdepe mpunana ocu kyne. I[loctaBumo paBaH Koja
CAIp/KU Ty OCY U IOCMATPAjMO NOOMjeHn mpecek ¢ KoMOMHANMjOM cdepe u Kyme. Kako
ImeHTap cepe Ipumata OCU KyIe, IPECeK PABHU ca CHepoM je KPY:KHUIA HONyIPEedHN-
kKa R, a mpecek ¢ KyIOM je jerHakokpaku Tpoyrao Bucuae H u kpaxa [. Kaxo je xyma
ynucasa y cdepy, Taj TpOyrao je ynucaH y TOOUjeHy KPY:KHUIY.
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H
-
O,
2R—H
Cu. 4. Kyna ¢ ocHnM mpecekoM Cu. 5. Ilpecek kyne u omucane cepe

Kopucrehu teopemy 0 mpou3Boay OmCeYaka TETUBA KOje ce ceky, mobujamo ma je

H(2R — H) = r?, npu uemy askn r2 = [> — H2. 3naurn na je
12
H(2R-H)=1>-H? R=_—

( ) ,  OHagrJe S

Tj. MOOMIM CMO pe3ynTar HajaB/beH y Teopemu 1.2.

Meron koju je nckopumheH 3a pemaBame IPETXOLHOT 3aJaTka Morao 6u ce Has-
BaTH Memodom nomohwne obpmmue ueype. Tum MeTOTOM Ce MOry pEmNTH MHOTH
3aan, CIENUjaJHO CBU 3aJall O KOMOWHANMjA MHOTOYTJIOBA W ODPTHUX Tejia u3
yubermka [1]. Y namem hieMo pasMOTpUTH 3aIaTKe KOJU Ce HE PEMABajy TAM METOIOM.
Omu ce pemaBajy Ha IBa pa3Ha HAYMHA, 3aBHCHO OJ TOTA A JIU HOCTOjU DOYHA MBUIA
nUpaMue Koja JEeXM y UCTOj PABHU C IMEHTPAJHOM HOPMAJIOM OCHOBE MJIH HE.

Hajope maBommmo mpuMmep 3amaTka O MUPAMUIA KO KOje IIOCTOjU TaKBa WBUIA.
[TounnMmo jeaHUM pEJATUBHO JAKUM 33TaTKOM, KOjU jeé DO CKOPO CMATPAH TEIIKUM U
pemaBaH Ha NPUINYHO KOMIUIMKOBAH HAUWH.

ITpuMEP 3.4. Y tpocrpaunoj mupamuiu SABC usuna BC jemnaka je a, AB =
AC, uunia S A wopmasaa je Ha ocHoBy ABC mupamume, yrao amenpa ¢ usunom SA
jemmak je 2cv, a yrao muenpa c msunom BC jemmak je . Hahu momympeunur chepe

ONHUCaHe OKO MHUPaMUIE.

IIpso peweme |2, c. 485-488]. Kaxro je meuma SA
HOpMaJiHa Ha PABHU OCHOBE, TO je

ABAS = LCAS =90°,

na je £ BAC yrao mmenpa ¢ uBunoMm SA. Ha Taj mauuu
OCHOBa MPAMUJIE j€ je THAKOPAKU TPOYrao € yIriIoM 2
Ipu BPXY, & BUCUHA NMUPAMULE Ce IOKJAIla C MBUIOM

SA.

Cu. 6

Kako cy npojekuuje 6ounnx usuia SB n SC Ha paBaH 0CHOBE IIPaAMUIE jeTHAKE,
TO Cy M caMe Te UBWIE jemHake. 30or Tora je Gouna crpama BSC' jenmakorparu
Tpoyrao, a MOAHO:Kje Bmerose Bucuue u3 temena S je cpemmmre K wsuue BC. Ilo
teopemu o Tpu HOopMase, AK je sucuma tpoyraa BAC. Opatne je jacuo ma je
ASKA yrao muenpa ¢ usuniom BC, 1j. LSKA = (.
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[lenrap onmcane somre je mpomop mpase [, koja je HopMauHa Ha paBan BSC u
caIp:KU MEHTAp Kpyra onucanor oko tpoyraa BSC, Kpo3 paBaH Koja CaAPsKU CPE U
re uure AB u HOpManHa je Ha woj. I[Ipasa [ nexu y paBuu ASK: 3aucra, paBan
BSC' canpxu mpasy BC, mopmanny ua paBan ASK, ma cy pasam BCS u ASK
HOPMaJIHE; IPUTOM je mpaBa | HOpMaJjHa Ha paBad BSC u caup:Ku JUHU]Y Mpeceka
TUX PaBHU, TaKO na OHA Jexu y pasan ASK.

Hakne, nearap O nonte npunana pasan ASK. IIpencrasumo Ty pasas Ha moceb-
HOM mpTexy. Tauka O je Tama mpecek mpase | v mpaBe m Koja je HOpMAJHA Ha IyKA
AS v campxu meHO cpemumrTe. Y OIIMITEM CJIydYajy, MOCTOje Tpu MOrynHOCTH: TpaBe
Il mm cery ce wim yuyrap wim BaH tpoyria ASK wim Ha merooj crpanumu SK
(cuke 7, 8 1 9). Y mamem hemo mokazatu ma ce yBek peanusyje CATyaluja Kao HA
caumu 8.

S 3 S
L l
m N m l m 0,
M @] M
B B
A K A K
Cu. 7 Cu. 8 Cu. 9

Hac unTepecyje nomynpeunur R omucane momre, Tj. pacrojame on O, Tauke mpe-
ceka HOpMaJia m u | Ha crpanune yria yraa K.SA, mo temena S tor yriua.

Wzpauynajmo Hajupe myskuny SL npojernuje TPAKEHOr PACTOjamha Ha CTPAHUILY
SK rtpoyraa KAS. Kako cy wam y topyray AK B (ca. 6) nosuaaru karera BK = %a

t
u {KAB = a, 10 je AK = jactga. llame, u3 tpoyraa K AS mamo SK = C2LC gg.
cos

Kaxko je L menrtap omwucane xpyskaune tpoyraa BSC, 1o je LS = LB, a 3atum u3
tpoyraa BK L mamazumo na je (SK — SL)? + KB? = SL?, onakune je

a(ctg? a + cos? 3)
4ctgacosB

SL =

[Tpumernmo na TPETXOIHO U3paUyHABAmE My:KUHE S L HU HA KOjU HAUMH HE 3aBUCH
on monokaja O onmcage JonTe u nocMarpajMo ciuke 7, 8 m 9. O3naummo ca N Tauky
npeceka mpase m ca crpanunoMm SK. Kako je M N cpenma aunuja tpoyria KAS,
0 je SN = %SK. Ynopebyjyhu nyxume mysxku SN u SL, nako ce Buau ma, 3a
OPOU3BOJBHE @, ¢ U [3, BAKM

actga  alctg? a + cos 3)
4cos 3 4dctgacos

Cuemn ma je SN < SL, ma ce, kakBe rox Ouie BeawuwHe a, o U [ y TUpAMUIA
SABC, nenrap O omucane JonTe Hana3w Bad mupamuge. llakie, yBek ce y paBHU
K AS ocrBapyje koHGUIypanuja Oprka3ana Ha CI. 8.
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[Mocmarpajyhu Ty cnuky, nako mamasumo na je LONL = 3, u 3ato
LO=NLtgf=(SL— SN)tgp.

Samemyjyhu oBne nobujene Bpemuoctu 3a SL u SN, mobujamo, mocie jeIHOCTABHOT
pauyna na je LO = %a tgasin 8. Hajzan, u3 mpasoyraor Tpoyraa OLS mamazumo

na je
R=+LO?+SL? = #\/Coﬁﬂ—i-sinﬂﬁcos‘la

2 sin 2. cos 8

Hasemumo capma pememe OBOT 3aJaTKa HAIpPE] OMUCAHMM METOIOM CcBoDema Ha
KPYSKHULLY.

Ipyeo peweme. IlpBa oBa macyca Cy MCTa Kao y MPBOM DEMEHY, jeIUHO je HaT
HOBU LpTex, 6e3 nerasma koju HUCY Heonxomuu (ci. 10).

s W3 npasoyraux Tpoyrnosa SAK u CAK unanasu-

MO:
1 1
SA=AKtgp = EBC’ctgoztgﬁ = iactgatgﬁ.

[Ipumvewyjyhu y tpoyray ABC cunycHy Teopemy, Ha-
JIA3UMO IPEUHUK d HEroBe OMUCAHE KPY/KHUIE:

BC _a
sin {BAC' ~ sin2a’

d=2r=

Cu. 10

YounMmo OHAj MPEUHUK Te KPY:KHUIE UUju je jemadm kpaj teme A; mpyru Kpaj 03-
maunmo ca A’. Ilo Teopemu 2.2, meHTap JIONTE OMUCAHE OKO MMPAMUAE MPUIALA IPABO]
Koja canpsxm cpenumte nyxum AA’ u HOpMmamHa je Ha pasam Tpoyria ABC. Ha Ty
paBaH, o YCJIOBY 3aJaTKa, HopMaiHa je u usuna SA (koja tarobe campxu tauxy A).
Haxkae, mearap O omucane jonte npunaia pasau SAA’. Kako tauke S, A, A’ npu-
[agajy OmmMcaHoj cdepwu, HUXOBO pacrojame on Tauke O jeAHAKO je MONynpedHnkKy R
Te cpepe. A kako ce uerupu Tauke S, A, A’ u O npunazajy jenmoj pasuu, O u R cy,
penoM, MEHTap ¥ NOIYIPEUYHNE Kpys:KHMIE omucane oko Tpoyria SAA’. Taj Tpoyrao
je mpaBoyrau, ma je O cpeaumre HEroBe XUIOTeHy3e, a R je jeIHaKO MOJOBUHU HeHe
ny:xuae. Ha raj nauws, Bakn

\/SA2 + AA”? = \/

1
.a \/1+ctg2atg25~4sin2acosza

+ aZCtg atg?
sin? 2«

2sin 2« 4

a
=——/1 4atg? B
2sin 2« +eostatg®

(3a mociemmu U3pa3 ce TaKO BUIM [a je jeHAK OHOM IITO je NOOUjeHO y TPeTXOIHOM
pememy.)
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B
T
a
2, £
A A
01 |K
a
A B
c 2a
C C
Cua. 11. Hupamuna Cu. 12. OcHoBa mMpaMuze U OMUCAHA KPY/KHUIA

ITpuMEP 3.5. Heka je y mupamumu TABC, BC = 2a, TA=2b, TB=TC =
AB = AC = ¢ (ca. 11). Halin nonynpeunnk R cepe ommcame OKO Te IUPaMULE.

Hanomena 3.2. Cayxehu ce caukom 13, nako je BUAETH na TaKBa IUPaAMUIA
MOCTOjU aKO M CaMO aKo Baku ¢ > a’ + b2,

Pewemwe. Ilounumo crangapaao — nerrap O chepe ommcane OKO TUpaMuIe TPUIIa-
J1a MEHTPAJHO] HOPMAJU OCHOBE, Tj. MPABOj HOPMAJIHO] HA PABaH OCHOBE KOja CAIP:KU
nentap Op Oko e onucane kpyskaune. Tauka Op (cia. 12) mpumana cuMerpanu oyRu
BC (y pasuu ocuose). A karo je AB = AC, ra cumerpana canpsxku tauky A. Ha
Taj HaumH, Tauka (7 npunaga moayupasoj AK, rae je K cpemumre crpanune BC.
[Tpurom Tauka A mpunanga KpyskHUIHM, Ta noixynpasa AK cede Ty KPyKHUIY Y TAUKH,
penumo A’; 3a rojy je AA’ = d (upeunur xpy:xuune). Taj npeunuk d n1ak0 HAJIAZUMO
HA OCHOBY Te€ODEMe O MPOM3BOLY OICEYAKA TETUBA KOje CE€ CEKYy:

KB -KC=AK -KA', TO jecT

=V —a? (d— 2 —a?), omaxue
2

d:

3aMucauMo Ia je KOHCTpyucaHa BucuHa 1'(Q) mupamune. Kako cy Goume wmBuie
TB u TC jenmare, jemnake cy u muxose npojekimuje QB u QC Ha paBaH OCHOBe.
Hakne, Tauka () je jemHako yaasbena on trayaka B u C u 3aro npunama npasoj AK.

Hakne, paBaH KOja CaIp:KU HEHTPAJHY HOPMAaJy OCHOBE M BUCHUHY MUPAMUIE
canpxu takobe mpaBy AK u usuny TA. Toj pasmm npumanajy tauke T, A mu A’
Koje jexke Ha omucanoj coepu. Takobe, mpumana joj u merrap Te cdepe. 3HAUM ma
[OCMATpaHa paBaH cede chepy IO KPYKHUIY MOTIYIPEUYHUKA je[HAKOT MOJIYIPEUHUKY
R omucane cdepe. Ilakie, TpaxeHU HOJYIPEUHNUK OIICAHE Cepe jelHAK je HMOIympe-
YHVKY Kpy:kHUIE omucane oko Tpoyraa TAA’. Octaje na ce oapenu Taj NOMYIPEYHYE.

Mocmarpajmo tpoyrao TAA’ (ca. 13). Cpemumre K nysxu BC npunanma mysku
AA’ u jemnako je ymameno on tavaka 1 u A 3a nysuny TK = AK = /2 — a?.
3uaun zma je tpoyrao AKT jemmaxopak ¢ spxom K. Hegka je K’ cpemumTe usune T A.
Tana je KK’ teswumua nysx u Bucuna tpoyraa AKT, na je AK' = b u yrao AK'K
je mpas. Ilakie,

b c? —a? — b2

cos ATAA = =, sin {TAA =

c2—a 2 —a?
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Cu. 13. Ilupamuna u OpeYHNK KPY)KHALE ONIICAHE OKO OCHOBE

Ha ocHOBY KOCUHYCHE TeopeMe BaKu

N2 2 C2 ? 62 /
(TA')? = (20)* + | 5= ] — 220 ——= -cos{TAA
a C

2 _ — 32
4 2
c c b
=46 + —— —4b- -
2 —q? V2 —a2 Ve —a?
_ a4 ct 4022 ¢t —4a?h?
B 2 _a2 2—a2  2_qg2
. c* — 4a?b?
tako ga je TA' = —5——— Onatie, Ha OCHOBY cuHyCHE Teopewme,
2 —a
R_ TA _\/64—4(12192 .2\/62—612—[)2 1 [t —4a?b?
T 2sinATAA 2 —a? 2_q2 2V 2 —a2-b2

Y cBUM mOCaX Pa3MOTPEHMM IpPUMEpHUMa IOCTojana je OOYHA MBUIA OHPAMIIE
KOja JIKM Y MCTO] PaBHM Ca IeHTpagHoM HopMmasoMm ocHoBe. [locmarpahemo caza
IpuMep mupaMuie KO Koje TakBa OOYHA MBUIA He HOCTOjU. 3a Kopumheme MeToAa
KOju CMO M3abpajn pa3iuka je ODe3HauajHa.

ITpuMEP 3.6. Heka je y mupamumu TABC, AC = 6cm, BC' = 8cm, AB =
10cm u yriosu maemapa ¢ usunama AB, BC u CA cy jemmaru arctg /5 (cir. 14).
Hahu nonynpeunuk cdepe omucane 0Ko Te mUpamMuie.

Pewemwe. Kopucrehu jemnaroct mome-
HYTUX yTJIOBA Avelapa, CTAHIADIHAM pa-
cybuBamewM ce mokasyje na je momHOK]e BU-
cune upamuie nenrap Op KPY/KHULE YIIU-
cane y tpoyrao ABC. Jlako ce moka3sy-
je ma je y tpoyrny ABC, £C = 90°, u
HAJA3U Ce M4 je TMOJNYNpEeUHUK HEeroBe y-
mucaHe KpysxkHuie r = 2cm. Haxkor To-
ra ce IUPEKTHO PadyyHa BUCUHA MHAPAMUIE

h=rv5=2V5cm.

Cu. 14. ,Hempasa“ mupamnzna
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Ha ocuoBy teopeme 2.2 nenrap O ommcase cdepe Ipuiaga MEHTPATHO] HOPMAIN
ocHOBe [, kKoja narye canpsxu nerrap (J1 ONuCaHe KPYKHUIE OCHOBE. Y OBOM CIyUajy
Taj MeHTap je CPeUIITe XUIOTeHy3e, a moaynpeunuk je Ry = 5cm. Oparie je 0102 =

V5em (e 15).

A

Y

Cua. 15. OcHoBa nupamume Cu. 16. Ilpecek nupamume ¢ paBHU KOja CAAPKUA BUCUHY

mupamuge (T'O2) u nenrpanny Hopmaiy ocHose (1)

[pase | u TO2 cy napaneane (jep cy obe HOpMANHE Ha DABaH OCHOBE), Ia OHE
npunajgajy jemnoj paBuu. Ta paBan cede paBaH ocHOBe mupamuze mo npasoj O10s.
Osmaunmvo ca X m Y mpeceuyne Tauke Te IpaBe Ca OMUCAHOM chepoM mupamume. Y
nocMaTpanoj pasEu gobujamo Tpoyrao XTY (ca. 16) umja cBa TeMeHa Tpumanajy
chepu. Karo m mentap cdepe mpumana TOj paBHM, Ipecek chepe U PABHU je BeluKa
KPY/KHAIA. 3HAYM [a je MOJYNPEYHUK ONUCAHe chepe jelHAK MONYIPEYHUKY KPY/KHUIE
omucane oko Tpoyria X1Y. Habumo Taj momynpedvnus.

Y tpoyrny XTY jemna crpamuma je XY = 10cm, a oaroBapajyha Bucuza je
jemmara 2v/5cm u canpxu rauky Oo Ha crpammmd XY koja je ox cpemumra O Ha
pacrojamy /5 cm. Iomoliy cumycHe TeopeMe HATA3MMO Ja je HOMYIPEYHUE OMICAHE

Kpy:kHUIEl R = [Tpurowm je

2sin LTXY "

TY = \/Tog + 0,72 = \/(NS)2 +(5+V5)2= \/10.(5+ V5),

sin£TXY = 102 _ 2v5 2v5

TX ~ Jovart6-var 106 v

TaKO na je

. V10-(5+5) - /10 (5 - v5)

WV =10 (cm).

4. Pazmarpame ommiTer ciydaja

YounMmo TpOU3BOBHY MHUpaMuIy Koja uma omucany cdepy. Cmarpahemo ma cy
O3HATU:

® BUCHUHa IIMpaMUIe H,

® IMOJIYIPEYHUK p ONMCaHE€ KPYKHUOE OKO OCHOBE IIMPaMUIE;
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pacrojame § n3meDy BucuHEe mUpaMume U LNEHTPAJIHE HOpMAaJe OCHOBE, Tj PACTO-
jame m3mehy meHTpa ommcaHe KpY:KHUIE OCHOBE U IIOAHOMK]a BUCHUHE IMAPAMUIE.
YBemumo crenehe o3nake:

T — BpX mupaMume;

T} — MOJHOMX]e BUCWHE MHUPAMU/E;

O — 1eHTap OUMCAHE KPY:KHAIE OCHOBE IMMPAMUIE.
[TocmaTpajmMo paBaH KOja CaAp/KU BIUCUHY TUPAMUAIE U HEHTPAIHY HOPMAJY HEHE
ocHoBe. Osmaumvo ca X m Y Tauke Ipeceka Te PaBHU U KPYKHUIE ONUCAHE OKO
ocroBe 1 o = £ XTY. Ysemmmo ma mpasoj XY koopmumare!, ysumajyhu tauky O;
3a KOODIWHATHU TOUYeTak, a moxymnpaBy O1Y 3a mosurusHy nosyocy. Osmaummo ca
T roopmuHary Tauke Tj. Ilpmverumo ma cy koopaunare tauvaka X, Op, Y jenHaxe,
pemom, —p, 0, p. IlpermocraBumo ma je yrao a omrap. Tama cy moryhwm ciaenehwu
CIy4ajeBu:

T =p; T=—p; —p<7<0 7T=0 0<T<p; T=p; T>p.

Pasmorpumo npsu (cia. 17). Heka je 7 <
—p. Tama X nexwn wamebhy 177 u O1, a Oq
mmveby X m Y. 3naun ma je 11 X = 110, —
XO1=6—p,aTY =TO1 +01Y =5+ p.
[ W3 npasoyraor tpoyraa 17T X wanazumo:

TX = VA2 + (5 )",

sina =sin LTXT, =

B+ (67

T ,?\ol Y

Cn. 17. 7 < —p

a u3 tpoyrma TTY: TY = /H?>+ (§ +p)?. Hpumewyjyhu y tpoyray TXY
CUHYCHY TeOpeMy, HaJa3uMO NONYNPEeUYHUK HEroBe ONUCAHE KPY:KHUIE, Tj. TPAKCHU
nosynpeunrk R cepe omucame OKO MUpaMume:

TY  VH*+(0+p)?  VH>+(0+p)? JH*+ (5 —p)?

-~ 2sina 2. ——H 2H
VH?+(6—p)?
Amanorso ce pasmarpajy ocranu caydajesu kaga je o = LXTY omrap yrao (ci.
18-23). CuyuajeBe mpasor u TYHIOI yria (@ YATAJAL MOXKE JAKO Ja Pa3MOTPU caM
(pasauke Cy HE3HATHE U HE MPEACTABILA]Y TPOBIEM).

Cana moxkeMo na, 3Hajyhn moaynpeynux cdepe, 0apeauMo MOI0KA] |HEHOT IEeHTPa
KOjU Ce, Kao IITO 3aHMO, HAJA3W HA [EHTPAJHO] HOPMAJU OCHOBe. A HWEroBo pacTo-
jame A on paBHEH OCHOBe Jako ce Hasa3u nomohy I[luraropure Teopeme u jeaHaro je
/ R? — p?. HakoH jeIHOCTABHOTr, aqu JOHEKJIE IIOMA3HOr padyyHa nobuja ce ma je
H?2 162 p?

A
2H

LOmne ce yBoge caMo pau PA3TMKOBAA CIYYAjEBA KOJU CC MOTY [OjaBHTH
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T = Oy Y T 0, Y

Cn. 18. 7= —p Cn.19. —p<7<0

T
o .
0

X o T

W - 7

Cn. 20. 7=0 Cn2l.0<7<p
T
T
< o s W T
Cn.22. 7=p Cn.23. 7>p

Ha raj mauwun, Basku

TEOPEMA 4.1 (OcuoBau pesyarar unanka). Heka je dama npousgonmna nu-
pamuda koja uma onucany chepy. Hexa je H sucuna nupamude, p noaynpewnux
KPYACHUYE ONUCAHe 0KO beHe ocrose u d pacmojame uamehy sucune nupamude
u yenmpaare nopmane were ocroge. Tada ce yewmap onucare chepe Harasu 1a
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YEHMPANHO] HOPMAAU OCHOBE HA DPACTNOJATY

H? + 6% — 2
2H

00 pasHu 0cHOBE, 4 NOAYNPeUHUK cfepe je jeonax

CVHE+ (04 p)? - VHE+ (60— p)?
o 2H '

A:

(4.1) R

Y cnenujanHoM ciayuajy kana je d = 0, Tj. Kaga ce BPX OMPAMUAE MPOjEKTYje y
IEHTap OCHOBe (TakBe IUpaMUIE Ce HEeKal 30By npase), nobujamo aa je
H2 +p2
2H

Kako je y Tom caryuajy H2+p? jemnako kBanpaty (3ajemnmdke) ayskune | GOUHIX HBATA
mpamune, nobujamo 106po mosnatu pesyarar R = [2/(2H) nasenen y teopemn 1.2.

R =

Hanomena 4.1. Popmyna (4.1) maje ekcmiumuran u3pa3s 3a HOMynpevnuk R. Y
npaxkcu je, MebyTum, yecto nakme majupe mahu R2:
H? 2462 (p?—62)?

4.2 RZ="
(4.2) 1 T T

dopuyna (4.2) je morommmja 3a pauyd ox ¢opmyae (4.1) jep ce y moj momolime
Besmuune H, p, § jaBmajy Ha APYrOM CTENEHyY, Ma ce pe3yaraT nobuja 6e3 kopumhema
KBAPATHUX UPANVOHATIHOCTH.

5. IIpumena reopeme 4.1

3a mpUMeHy HOCIeImher pe3yiTara HEOUXOIHO je OAPEeAUTH BUCHUHY NUpaMUIe U
EHO PACTOjalbe Of IeHTPAJIHe HOpMaJie OCHOBE. A 3a TO ce MOpa OIPEeIUTH MOTHOK]e
BrucuHe nupamuze. [[okaxuMo Kako ce TO ¥ jeTHOM Ciydajy MOMe YDPaIuTH.

[Mocmarpajmo mpoussoHy Tpoctpany nupamuny TABC ¢ Bpxom T’ u BUCHHOM
TT) (cn. 24). Koncrpywmmuvo HOpMAILy
Ty K ©Ha OuIO KOjy MBUIy OCHOBE IU-
pamune. Ha ocHOBY Teopeme o Tpu HOp-
madgie, ny:x 1K je Bucuna GouHe cTpane
mpamuae. AKO OBO OHOBUMO 3a CBAKY
CTpaHy nupamMuie, nobujaMo na je mom-
HO/Kje BUCHHE NUPaMIIE Tauka IPEceKa
IIPOjEKIMja CBUX BUCHUHA OOUYHUX CTPaAHA
oUpaMume Ha BeHy OCHOBY. Vckopueru-
MO OBY UMEHEHUILYy 34 HAJIAKEEHE BUCUHE
numpaMuae u onpebuBame monoxkaja me-
HOI moxHO%ja. Ilokaskmmo Kako ce TO
MOKe ypaJuTy Ha KOHKPETHOM, IOMAJO
HEOUUTJIeTHOM NIPUMEDY.

Cu. 24. Tlupamuga, meHa BUCHHA, BUCUHA DOUHE

CTpaHe U HeHa NPOjeKNrja Ha OCHOBY IUPaMULIE
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ITpuMEP 5.1. Hahu BucuHy ¥ H€HO MOMHOXjE 32 MUPAMUIY YUje CY CBE CTPaHE
Xeponosu Tpoyraosu (Tj. uMajy crpanuue gnyxkube 13, 14, 15 jenununa).

Hanomewna 5.1. Tpocrpana mupammpma udmje Cy CBe CTPaHe MOLYAADHE HA3WU-
Ba Ce€ jeIHAKOCTPAHUM TeTpaeapoM Wiu aucheHommoM. TaxBu TeTpaenpu cy modbpo
npoyuern (8. [4]). Cumemnmjamro, mO3HATO je Ha je MOJNYIPEUHUWE Cepe OmACaHe OKO
micheHonma ¢ UBMIAMa mysxkuHe h, k.l jenHak

h? + k% + 17
Vs

Pemmwmhemo oBaj 3amarax nomohy teopeme 4.1 He kopuctehin Teopujy auchexomzaa.

C i

Cu. 25. Mpeka nupamuie; HAJAKEHe OAHOK]a BUCUHE TUPAMUIL

Pewewe. CBa pazmaTpama MOTOIHO je CIIPOBECTU Ha Mpe:xu mupamuzne. Hexka je
ABC' ocnoBa mupamuze, a TAB, T"AC u T" BC TpoyrioBu y paBHA OCHOBE KOju
npencTaBmbajy ,obopene” Goume crpame mupamumzue (cia. 25). Heka je K mommoixje
Bucune 6oune crpane T'AB. Kpos tauky K Ha moBpmu nupaMuie IpoJase IBe Ipase,
HOpMasiHe HA AB: jemHa y paBHu GOouHe CTpaHe, Apyra y paBHu ocHOBe. Ha mpeskn
ce Te IBe TpaBe ,,CAUBAjy“ y jeoHY jep camp:ke MCTY TAUKy U HOPMAJHE Cy HA WUCTY
mpaBy. 3060r Tora ce JakKo Haja3u mpecek HopMmate Ha AB y paBHM OCHOBE C IPaBOM
AC': roucTpyummumMo kpo3 T HopMasy Ha AB y TIPOAy:RKUMO je Ha MPEKU IO IPECEKa
¢ nmpasom AC.

Axo ucto yunanmo ¢ Hopmasiom Ha AC, HaJIA3UMO TOHOXKj€ BUCUHE TUPAMUIE KaO
upecek aBe omucare Hopmase. Ocum Tora, moOujaMo TPU CIMYHA IPABOYTJIA TPOYIIIA
AKL, AMN u NKT;, a nocmarpajyhin Te TpOyTrJoBe JAKO C€ HAJa3e BPETHOCTU
HEONXOJHUX BelwurHa. Kako Taj mIaHuMeTPUjCKU 3aJaTak HUje TeKak, onmrcahieMo ra
YKPATKO.

Y ATAB:

TA=13, AB=14, TB=15 TK | AB.
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Onatine je:

4 3 3
AK =5, KB=9, TK =12, sinoz:g7 cosoz:g7 ctgozzz,
BC 13 65

:2sinoz_2~%_§.

p

Y AT'AC (crpanu TAC, ,j060penoj“ y paBan OCHOBE):
T'A=13, T'C =14, AC =15, TM 1L AC.

Crasmajyhiu AM = x nobujamo ma je MC = 15 — x. U3 mpaBoyriux Tpoyriosa
T'AM u T'CM ce nobuja jemnaroct 132 — 22 = 142 — (15 — 2)?, unjum pemasamem

HaJa3umo 1a je AM =z = 35—5 3Haun,
AN = AM :%:11, NK = 6.
cosae  3/5

Heka cy I u J cpemumra usuiia AB u AC. KoHcTpyunmmmo Kpo3 mUX HOpMAaJje Ha
AB u AC, pecnekrusro, u o3Haunmo ca (J1 BUXOB mpecek. To je MeHTap Kpy:KHUIE
omucane oko tpoyraa ABC. Osmaumvo ca P mnpeceuny tauky mpasux JO; u AB.
Nmamo:

B A5 B m
2 cos o 2-% 2 2 2

11 3 33
10, =1IP ctga=—-— = —.
! 84T 1T
N3 ANKT: 'K = NK -ctga = g Ha Taj maumn, nonuoxje 1] BUCUHE MUpaMue
ce HaJa3W Ha HOpMAJM Ha cTpanuny AB ocHOBe, KOja caap:xku momHoxkje K BucuHe
6oune crpane T'AB, u na pacrojamy je on K 3a T1 K = % Caga ce KBagpaT BUCHHE

H =TT sanasu uz ANTKT;:

2
9 9
H? = (TT))? =TK? -T\ K* = 12* - (2> =%
A Bemuumua § = O ce Hama3u Kao xumoreny3a npasoyrior tpoyraa O1T1Q), rae
je @ momHoxje HOpMaJse, KoHcTpyucane u3 (1 Ha upaBy KTj. Y ToMm Tpoyriy je

OQ=1IK=2,aT1Q=KT,—10, = % — %3 = %. ITo Iuraropuuoj Teopemu je

3\? 265
=0T} =01Q* + QT =2° + (8) -
Pesumupajyhn nabeno:
H? 9 652 265
= — 2 .55 2 _ 7. 2 _ 277,
1167 P T e 64
p?+0% 652 +265  5-449
2 2.64 64"
(p? —6%)2 (652 -2652  5.9-11

4H?  642-4-9.55 64
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Kopucrehu gopmymy (4.2), nanazumo:

449 5-9-11 2 2
9 g5, D MO 5911 205 o V295

2—7
R*16 64 64 4

Hanomena 5.2. Kaxko je y mocmarpamom cayuajy h? + k% + 12 = 132 + 142 +
152 = 590, nobujeHn pe3yNTAT Ce MOKIANA Ca OHUM NOOH]eHIM Ka0 MOCTIEIUIA TEOPHje
IUCHEHOU .

Hanomena 5.3. Crpehemo naxmy na To na je popmyina (4.2) omoryhuua na ce
Pe3yJITaT y CIyYajy OBaKO ,HempaBuiHe “ mupamuae nobujen 6e3 kopumhema KBaapaT-
HUX APAIMOHAJIHOCTH.
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