
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Petar Svirqevi�

GENERISAǋE TRIGONOMETRIJSKIH IDENTITETA
POMO�U IZVODA

U ovom qlanku ²emo, koriste²i izvode, izvesti neke trigonometrijske iden-
titete i pokazati neke ǌihove primene, kao i dokaz Pitagorine teoreme pomo²u
izvoda.

Dobro su poznata slede²a qetiri identiteta koji se mogu izvesti na vixe
naqina

sin(α± β) = sin α cosβ ± cos α sin β,(1,2)

cos(α± β) = cos α cos β ∓ sin α sin β.(3,4)

Ilustracije radi, izvedimo identitet (4) korix²eǌem skalarnog proizvoda vek-
tora. Neka su zadati jediniqni vektori (s poqetkom u koordinatnom poqetku i
krajem na jediniqnoj kru¼nici)

~a =~i cos α +~j sin α, ~b =~i cosβ +~j sin β,

gde je, odre±enosti radi, α > β. Na osnovu definicije skalarnog proizvoda
sledi

(5) ~a ·~b = 1 · 1 cos(α− β).

S druge strane, na osnovu pravila skalarnog mno¼eǌa vektora zadatih koordi-
natama, dobija se

(6) ~a ·~b = cos α cosβ + sin α sin β.

Iz relacija (5) i (6) neposredno sledi ¼eǉena formula

(4) cos(α− β) = cos α cos β + sin α sin β.

Koriste²i parnost funkcije kosinus i neparnost funkcije sinus, odatle se lako
izvodi i formula (3).

Iz formula (1)–(4) se lako izvode i formule

tg(α± β) =
tg α± tg β

1∓ tg α tg β
.
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Gradivo vezano za izvode se uglavnom obra±uje u qetvrtom razredu sredǌe
xkole. Pokaza²emo sada primenu izvoda kod izvo±eǌa trigonometrijskih iden-
titeta. Ne²e biti potrebno da formualno zapisujemo oznake izvoda, tj. ne²emo
pisati, na primer, (cosα)′ = − sin α, ve² ²emo to samo verbalno iskazivati
(,,izvod od cosα jednak je − sin α“).

Dakle, ako diferenciramo identitet (4) po α, dobi²emo novi identitet

− sin(α− β) = − sin α cos β + cosα sin β,

pa ako ga pomno¼imo s −1, dobijamo identitet (2) (isto se dobija diferenci-
raǌem relacije (4) po β). Daǉe, (1) dobijamo iz (2) ako iskoristimo pono-
vo parnost funkcije kosinus i neparnost funkcije sinus. Time smo, koriste²i
izme±u ostalog izvode, dokazali sva qetiri osnovna identiteta (1)–(4). Za α = β
odatle slede poznate formule

sin 2α = 2 sin α cos α, cos 2α = cos2 α− sin2 α.

Prelaze²i na uopxteǌa, primenimo formulu (3) na trinom α + β + γ =
α + (β + γ), pa posle kra²eg raquna dobijamo va¼nu i jednostavnu formulu
(7)
cos(α+β+γ) = cos α cosβ cos γ−cos α sinβ sin γ−sin α cosβ sin γ−sin α sin β cos γ.

Iz ove se formule promenom predznaka sabiraka ili diferenciraǌem mogu iz-
vesti i druge formule. Tako se, na primer, promenom znaka drugog i tre²eg
sabirka dobija

cos(α− β + γ)
= cos α cos β cos γ + cos α sin β sin γ − sin α cos β sin γ + sin α sin β cos γ.

cos(α− β − γ)
= cos α cos β cos γ − cosα sin β sin γ + sin α cos β sin γ − sin α sin β cos γ.

Zadatak 1. Dokazati da je vrednost izraza

cos 11◦ cos 18◦ cos 31◦ − cos 11◦ sin 18◦ sin 31◦

− sin 11◦ cos 18◦ sin 31◦ − sin 11◦ sin 18◦ cos 31◦

racionalan broj.

Rexeǌe. Zamenom α = 11◦, β = 18◦ i γ = 31◦ u formulu (7) se dobija
da je vrednost datog izraza jednaka cos 60◦ = 0,5, dakle racionalan broj. To je
zanimǉivo jer je svaki od qetiri sabirka, kao i svaki od faktora tih sabiraka,
transcendentam broj.

Ako formulu (7) diferenciramo po α i obe strane pomno¼imo s −1, dobijamo

sin(α + β + γ)
(8)

= − sin α sin β sin γ + sin α cosβ cos γ + cos α sin β cos γ + cos α cos β cos γ.
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I iz ove formule, ako je uzmemo kao osnovnu, lako se generixu nove formule
meǌaǌem predznaka sabiraka α, β, γ.

Stavǉaju²i α = β = γ, iz formule (7) se dobija

(9) cos 3α = cos3 α− 3 sin2 α cosα = 4 cos3 α− 3 cos α.

Analogno se iz (8) dobija da je

(10) sin 3α = 3 sin α cos2 α− sin3 α = 3 sin α− 4 sin3 α.

Naravno, formulu (10) smo mogli dobiti i diferenciraǌem iz (9). Iz ta dva

identiteta se lako dobija i tg 3α =
3 tg α− tg3 α

1− 3 tg2 α
.

Kao xto je poznato, iz adicionih formula (1)–(4) se lako izvode formule
o pretvaraǌu proizvoda trigonometrijskih funkcija u zbir. Naime, sabiraǌem
jednakosti (3) i (4), nakon sre±ivaǌa se dobija

cosα cos β =
1
2
[cos(α− β) + cos(α + β)].

Ako sad taj identitet diferenciramo po α i pomno¼imo s −1, dobijamo

sin α cos β =
1
2
[sin(α− β) + sin(α + β)],

a ako ovu relaciju diferenciramo po β i sredimo, dobijamo

sin α sin β =
1
2
[cos(α− β)− cos(α + β)].

Analognim postupkom, iz jednakosti (7) se variraǌem predznaka u sumi
α + β + γ i sabiraǌem dobijenih jednakosti dobija slede²a formula trans-
formacije

cos α cos β cos γ

=
1
4
[cos(α + β + γ) + cos(−α + β + γ) + cos(α− β + γ) + cos(α + β − γ)],

koju ²emo smatrati osnovnom. Pogodnim diferenciraǌem ovog identiteta dobi-
jamo i slede²e veze:

sin α sin β sin γ

=
1
4
[− sin(α + β + γ) + sin(−α + β + γ) + sin(α− β + γ) + sin(α + β − γ)],

sin α cosβ cos γ

=
1
4
[− sin(α + β + γ)− sin(−α + β + γ) + sin(α− β + γ) + sin(α + β − γ)],

sin α sin β cos γ

=
1
4
[− cos(α + β + γ) + cos(−α + β + γ) + cos(α− β + γ)− cos(α + β − γ)].
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Napomena 1.. Mogle bi se izvoditi i formule za cos(α + β + γ + δ),
cos(α − β + γ + δ), . . . , kao i pretvaraǌe proizvoda cos α cos β cos γ cos δ,
sin α cosβ cos γ cos δ, . . . u zbirove, ako se uka¼e potreba.

Zadatak 2. Ako je 0 6 cos
x

2n
6 π

2
, dokazati da je

1
2

tg
x

2
+

1
22

tg
x

22
+ · · ·+ 1

2n
tg

x

2n
= ctg x− x

2n
ctg

x

2n
.

Rexeǌe. Ako uzastopno primeǌujemo formulu sin 2α = 2 sin α cosα, dobi-
jamo sin x = 2 sin

x

2
cos

x

2
= 22 sin

x

22
cos

x

22
cos

x

2
= · · · = 2n sin

x

2n
cos

x

2n
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cos
x

22
cos

x

2
, a odatle je

cos
x

2
cos

x

22
· . . . · cos

x

2n
=

sin x

2n sin x
2n

.

Ako sada tu jednakost logaritmujemo, dobijamo

ln cos
x

2
+ ln cos

x

22
+ · · ·+ ln cos

x

2n
= ln sin x− n ln 2− ln sin

x

2n
.

Sada se direktno diferenciraǌem te jednakosti dobija jednakost iz zadatka.

Zadatak 3. Dokazati da je

tg(α + β + γ) =
tg α + tg β + tg γ − tg α tg β tg γ

1− tg α tg β − tg β tg γ − tg γ tg α
.

Rexeǌe. Ako u identitetu tg(α+β+γ) =
sin(α + β + γ)
cos(α + β + γ)

brojilac zamenimo

iz jednakosti (8), a imenilac iz jednakosti (7), pa zatim brojilac i imenilac
podelimo sa cos α cos β cos γ, dobijamo jednakost iz formulacije zadatka.

Zadatak 4. Dokazati Pitagorinu teoremu koriste²i izvode.

Rexeǌe [1]. Posmatrajmo funkciju f : R → R, datu sa

f(α) = sin2 α + cos2 α.

Izvod ove funkcije je f ′(α) = 2 sin α cos α − 2 cos α sin α ≡ 0, a to znaqi da je
f(α) = C (konstanta) za sve α ∈ R. Kako je za f(0) = 0 + 1 = 1, to je C = 1, tj.

(11) f(α) = sin2 α + cos2 α ≡ 1.

Ako iskoristimo definicije sinusa i kosinusa oxtrog ugla u pravouglom tro-
uglu sa katetama a i b i hipotenuzom c,

sinα =
a

c
, cos α =

b

c
,

i uvrstimo ih u jednakost (11), dobijamo Pitagorinu jednakost a2 + b2 = c2.
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Napomena 2. Na drugi naqin, Pitagorinu teoremu mo¼emo dobiti i uvrx-
tavaǌem α = β u jednakost (4). Mo¼e se smatrati da je ovo izvo±eǌe korektno,
jer tu teoremu nismo koristili pri definiciji i izvo±eǌu svojstava skalarnog
proizvoda.

LITERATURA
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