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LOGARITMI U ZADACIMA
SA OLIMPIJADA ,,FIZTEH“

Fiziqko-matematiqke olimpijade ,,FIZTEH“ organizuju se u Rusiji vixe
od 30 godina. U ǌima uqestvuju uqenici od 9. do 11. razreda, odvojeno iz mate-
matike i fizike, a u novije vreme i iz biologije. Kvalifikacije se provode kroz
onlajn cikluse, a finalno nadmetaǌe se organizuje u¼ivo i simultano u nekoliko
gradova. Takmiqeǌu je posledǌih godina pristupilo i nekoliko dr¼ava bivxeg
SSSR-a. Osim samog takmiqeǌa, Moskovski fiziqko-tehniqki institut (MFTI)
provodi i pripreme za ovu zahtevnu olimpijadu, a nagra±eni takmiqari imaju
pravo direktnog upisa na ovaj fakultet. Taj sistem obrazovaǌa iznedrio je
nekoliko laureata svetskih matematiqkih nagrada, Nobelovih nagrada iz fizike
i hemije, kao i najpla²enije ruske IT struqǌake.

U daǉem tekstu ²e biti predstavǉeni zadaci u vezi logaritamskih jed-
naqina, nejednaqina i ǌihovih sistema sa zavrxnih takmiqeǌa iz matematike
za uqenike 11. razreda.

1. (2007) Rexiti jednaqinu 2 log3(x2−4)+3
√

log3(x + 2)2−log3(x−2)2 = 4.

Rexeǌe. Jednaqina je definisana za x ∈ (−∞, 2 − √3] ∪ (2, +∞) i na tom
skupu je ekvivalentna sa log3(x + 2)2 + 3

√
log3(x + 2)2 − 4 = 0. Smenom t =√

log3(x + 2)2 > 0 dobijamo t2 + 3t − 4 = 0, pa je t = 1. Daǉe je (x + 2)2 = 3,
odnosno x1,2 = −2 ± √3. Uslov definisanosti zadovoǉava samo x2 = −2 − √3,
pa je to jedino rexeǌe jednaqine.

2. (2008) Rexiti nejednaqinu log 2−x
1−x

(4− x) 6 2.

Rexeǌe. Iz uslova definisanosti nejednaqine 0 <
2− x

1− x
6= 1 i 4 − x > 0

dobijamo x ∈ (−∞, 1) ∪ (2, 4). Jednaqinu prvo napixemo u obliku

log 2−x
1−x

(4− x)− log 2−x
1−x

(2− x

1− x

)2

6 0,

pa je metodom racionalizacije1 svedemo na oblik
(2− x

1− x
− 1

) (
4− x−

(2− x

1− x

)2
)

6 0,

1Videti [1].
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odnosno
x(x2 − 5x + 5)

(x− 1)3
6 0. Neka je A(x) =

x(x2 − 5x + 5)
(x− 1)3

. Nule brojioca su

x1 = 0 i x2,3 =
5±√5

2
, a imenioca x4 = 1. Standardnim postupkom rexavaǌa

racionalne nejednaqine A(x) 6 0 nalazimo ǌena rexeǌa

x ∈ [0, 1] ∪
[5−√5

2
,
5 +

√
5

2

]
, xto u preseku sa domenom daje rexeǌe date nejed-

naqine x ∈ [0, 1) ∪
(
2,

5 +
√

5
2

]
.

3. (2009) Rexiti sistem jednaqina

log2x+1(4x2 − y2 + 8x− 6y − 4) = 2 ∧ logy+2(y
2 + 6y − x + 14) = 2.

Rexeǌe. Sistem je (na svom domenu) ekvivalentan sa

4x2 − y2 + 8x− 6y − 4 = 4x2 + 4x + 1 ∧ y2 + 6y − x + 14 = y2 + 4y + 4,

odnonso
−y2 − 6y = −4x + 5 ∧ −x = −2y − 10.

Eliminacijom x iz posledǌeg sistema dobija se jednaqina y2 − 2y − 35 = 0.
Rexeǌe y = −5 ne zadovoǉava uslov definisanosti logaritma u drugoj jednaqi-
ni, jer je tada u osnovi y + 2 = −3. Za y = 7 je x = 24 i oba logaritma su
definisana, pa je jedino rexeǌe sistema par (24, 7).

4. (2010) Rexiti sistem jednaqina

logx(y + 1) = 4 logx+2

√
y − 1 ∧ logy−1(x + 2) = logx

x3

y + 1
.

Rexeǌe. Sistem je definisan za 0 < x 6= 1 i 1 < y 6= 2. Tada je on
ekvivalentan sa

logx(y + 1) =
2

logy−1(x + 2)
∧ logy−1(x + 2) = 3− logx(y + 1).

Uvo±eǌem smena u = logx(y + 1) i v = logy−1(x + 2) dobijamo sistem
uv = 2 ∧ u + v = 3. Odavde je u = 1, v = 2 ili u = 2, v = 1.

U prvom sluqaju je y + 1 = x ∧ x + 2 = (y − 1)2. Rexeǌe koje zadovoǉava

uslov definisanosti je par
(5 +

√
17

2
,
3 +

√
17

2

)
.

U drugom sluqaju imamo y +1 = x2∧x+2 = y−1, a rexeǌe koje zadovoǉava

uslov definisanosti je
(1 +

√
17

2
,
7 +

√
17

2

)
.

5. (2011) Rexiti nejednaqinu
2

log
x+

5
8

(1
2
− x

) 6 1.
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Rexeǌe. Na domenu x ∈
(
−5

8
,
3
8

)
∪

(3
8
,
1
2

)
nejednaqina je ekvivalentna sa

2 log 1
2−x

(
x +

5
8

)
6 1, odnosno log 1

2−x

(
x +

5
8

)2

− log 1
2−x

(1
2
− x

)
6 0. Primenom

metode racionalizacije dobija se ekvivalentna nejednaqina

(1
2
− x− 1

) ((
x +

5
8

)2

−
(1

2
− x

))
6 0,

tj.
(
x +

1
2

)(
x2 +

9
4
x− 7

64

)
> 0. Na kraju se dobija rexeǌe

x ∈
(
−5

8
,−1

2

)
∪

[
−9

8
+

√
11
8

,
3
8

)
∪

(3
8
,
1
2

)
.

6. (2012) Rexiti jednaqinu logctg x(tg x− 2) + logtg x−2

√
ctg x =

3
2
.

Rexeǌe. Jednaqina je definisana ako je 2 < tg x 6= 3, Uvo±eǌem smene

t = logctg x(tg x− 2) jednaqina se svodi na t +
1
2t

=
3
2
, a ǌena rexeǌa su t1 = 1,

t2 =
1
2
.

Iz prvog rexeǌa dobija se jednaqina tg x−2 = ctg x koja daje rexeǌa tg x =
1±√2, a uslov definisanosti zadovoǉava tg x = 1+

√
2, tj. x = arctg(1+

√
2)+kπ,

k ∈ Z.

Iz drugog rexeǌa dobijamo jednaqinu tg x−2 =
√

ctg x koja se posle kvadri-
raǌa i jednostavnih transformacija svodi na simetriqnu jednaqinu
tg3 x−4 tg2 x+4 tg x−1 = 0. ǋeno rexeǌe koje zadovoǉava uslove definisanosti

je x = arctg
3 +

√
5

2
+ kπ, k ∈ Z.

7. (2013) Rexiti jednaqinu log
3x−1

(x2 − 11x + 19) + log
27x−1

x3 =
2

x− 1
.

Rexeǌe. Pod uslovima definisanosti 0 < x 6= 1 jednaqina je ekvivalentna
svakoj od narednih:

1
x− 1

log3(x
2 − 11x + 19) +

3
3(x− 1)

log3 x =
2

x− 1
,

log3(x
2 − 11x + 19) + log3 x = log3 9,

x3 − 11x2 + 19x− 9 = 0,

(x− 1)2(x− 9) = 0.

Kubna jednaqina ima rexeǌa x1,2 = 1, x3 = 9, a uslov definisanosti zadovoǉava
x3 = 9.

8. (2014) Rexiti jednaqinu log
2x+1+1

(3x2+4x−3) = log
10−22−x

(3x2+4x−3).
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Rexeǌe. Na domenu definisanosti data jednaqina ekvivalentna je dis-
junkciji

2x+1 + 1 = 10− 22−x ∨ 3x2 + 4x− 3 = 1.

Iz prve jednaqine dobijamo x = −1 ili x = 2, a iz druge x = −2 ili x =
2
3
.

Uslov definisanosti zadovoǉavaju x1 = 2 i x2 =
2
3
.

9. (2015) Rexiti jednaqinu
(3x

2

)log3 8x

=
x7

8
.

Rexeǌe. Jednaqina je definisana za x > 0. Posle logaritmovaǌa za osnovu

3 dobijamo log3 8x · log3

3x

2
= log3

x7

8
, xto se mo¼e zapisati kao

(log3 x + 3 log3 2)(1 + log3 x− log3 2) = 7 log3 x− 3 log3 2.

Radi preglednijeg zapisivaǌa uvedimo oznake log3 x = y, log3 2 = a i posle
sre±ivaǌa dobijemo y2+(2a−6)y−3a2+6a = 0. Rexeǌa ove kvadratne jednaqine
su y1 = a, y2 = 6−3a. Iz prvog imamo log3 x = log3 2, pa je jedno rexeǌe polazne

jednaqine x1 = 2. Iz drugog rexeǌa je log3 x = 6− 3 log3 2, pa je x2 =
729
8

.

10. (2016) Rexiti nejednaqinu log x2−5
2x−6

(x2 − 5)(2x− 6)
25

> 1.

Rexeǌe. Nejednaqina je definisana ako je 0 <
x2 − 5
2x− 6

6= 1, xto je ekviva-

lentno sa x ∈ (−√5, 1) ∪ (1,
√

5) ∪ (3, +∞).

Nejednaqinu zapiximo u obliku log x2−5
2x−6

(x2 − 5)(2x− 6)
25

−log x2−5
2x−6

x2 − 5
2x− 6

>

0, a zatim, primenom racionalizacije dobijamo
(x2 − 5

2x− 6
− 1

)( (x2 − 5)(2x− 6)
25

− x2 − 5
2x− 6

)
> 0.

Sre±ivaǌem izraza na levoj strani se dobija

x2 − 2x + 1
2x− 6

· (x2 − 5)
(
(2x− 6)2 − 25

)

25(2x− 6)
> 0,

i najzad (x− 1)2(x2 − 5)(4x2 − 24x + 11) > 0, xto va¼i za
x ∈ (−∞,−√5) ∪ [ 12 ,

√
5] ∪ [ 112 , +∞).

U preseku sa uslovom definisanosti dobija se rexeǌe date nejednaqine
x ∈ [ 12 , 1] ∪ (1,

√
5) ∪ [ 112 , +∞).

11. (2017) Rexiti nejednaqinu x
log3 x − 2 6 ( 3

√
3)

log2√
3

x − 2x
log3

3√x
.

Rexeǌe. Za x > 0 nejednaqinu napiximo u obliku

3
log2

3 x
= 2− 3

4
3 log2

3 x
+ 2 · 3

1
3 log2

3 x
6 0,
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a zatim
(
3
log2

3 x−2 − 2
)(

1− 3
1
3 log2

3 x)
6 0. Sada posmatramo dva sluqaja.

1. 3
log2

3 x−2
> 0 ∧ 1− 3

1
3 log2

3 x
6 0 ⇐⇒ x > 3

√
log3 2 ∧ x 6 3

−
√

log3 2
.

2. 3
log2

3 x−2
6 0 ∧ 1−3

1
3 log2

3 x
> 0 ⇐⇒ log2

3 x > log3 2 ∧ log2
3 x 6 0 ⇐⇒ x = 1.

Objediǌuju²i ova dva sluqaja i uslov definisanosti dobijamo da je rexeǌe

date nejdnaqine dato sa x ∈ (
0, 3

−
√

log3 2] ∪ {1} ∪ [
3
√

log3 2
, +∞)

.

12. (2018) Odrediti sve realne vrednosti promenǉive x za koje je jedan od

tri broja log
x2

(x2 − 3x + 2), log
x2

x2

x− 2
, log

x2

x2

x− 1
jednak zbiru druga dva.

Rexeǌe. Primetimo da su za x > 2 sva tri broja definisana i da je

zbir sva tri broja jednak log
x2

(
(x2 − 3x + 2) · x2

x− 2
· x2

x− 1

)
= log

x2
x4 = 2.

Zakǉuqujemo da jedan od brojeva mora biti jednak 1, kao i zbir druga dva. Dakle,
kod jednog od logaritama je argument jednak osnovi. Dakle, va¼i x2−3x+2 = x2

ili
x2

x− 2
= x2 ili

x2

x− 1
= x2, odakle je x =

2
3

ili x = 3 ili x = 2. Zajedniqki

uslov definisanosti zadovoǉava samo vrednost x = 3. Dati izrazi tada imaju
vrednosti, redom, log9 2, 1 i 1− log9 2.

13. (2018) Odrediti sve realne vrednosti promenǉive x a koje je jedan od

tri broja logx

(
x− 3

2

)
, log

x− 3
2

(x− 3), logx−3 x jednak proizvodu druga dva.

Rexeǌe. Sva tri broja su definisana ako je x ∈ (3, 4) ∪ (4, +∞). Na tom

skupu je proizvod sva tri broja logx

(
x − 3

2

)
· log

x− 3
2

(x − 3) · logx−3 x = 1.

Zakǉuqujemo da je kvadrat broja koji je jednak proizvodu druga dva jednak 1.
Drugim reqima, taj broj je jednak 1 ili −1. Lako je pokazati da nijedan od

datih brojeva ne mo¼e biti jednak 1. Dakle, va¼i logx

(
x− 3

2

)
= −1,

log
x− 3

2

(x− 3) = −1, logx−3 x = −1, pa je

x = 2 ∨ x =
1
2
∨ x =

3±√13
2

∨ x =
7
2
∨ x = 1.

Zajedniqki uslov definisanosti zadovoǉavaju vrednosti x =
3 +

√
13

2
i x =

7
2
.

14. (2019) Rexiti nejednaqinu

log
1+x2

(1 + 8x5) + log
1−3x2+16x4

(1 + x2) 6 1 + log
1−3x2+16x4

(1 + 8x5).

Rexeǌe. Nejednaqina je definisana za x ∈
(
− 1

5
√

8
, +∞

)
\ {0}. Uvo±eǌem

oznaka 1 + x2 = u, 1 − 3x2 + 16x4 = v, 1 + 8x5 = w nejednaqina se svodi
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na logu w + logv u − logv w − 1 6 0 koju daǉe transformixemo, redom, u ǌoj
ekvivalentne:

logu w +
1

logu v
− logu w

logu v
− 1 6 0,

logu v logu w + 1− logu w − logu v

logu v
6 0,

(logu w − 1)(logu v − 1)
logu v

6 0,

(logu w − logu u)(logu v − logu u)
logu v

6 0.

Primenom metode racionalizacije posledǌa nejednaqina se svodi na
(w − u)(v − u)
(u− 1)(v − 1)

6 0, odnosno, posle zamene vrednosti u, v, w i sre±ivaǌa izraza,

na
(8x3 − 1)(4x2 − 1)

16x2 − 3
6 0 (jer je x 6= 0). Rexeǌe posledǌe nejednaqine je

x ∈
(
−∞,−1

2

]
∪

(
−
√

3
4

,

√
3

4

)
∪

{1
2

}
, xto u preseku s uslovom definisanosti

daje rexeǌe date nejednaqine x ∈
(
− 1

5
√

8
,−1

2

]
∪

(
−
√

3
4

, 0
)
∪

(
0,

√
3

4

)
∪

{
1
2

}
.

15. (2020) Rexiti sistem jednaqina (lg je oznaka za logaritam s osnovom
10) (x4

y2

)lg y

= (−x)lg(−xy) ∧ 2y2 − xy − x2 − 4x− 8y = 0.

Rexeǌe. Sistem je definisan za y > 0 i x < 0. Logaritmovaǌem prve

jednaqine za osnovu 10 dobija se dobija se jednaqina lg
(x4

y2

)
· lg y = lg(−x) ·

lg(−xy) koja je daǉe ekvivalentna (na datom domenu) slede²im jednaqinama:
(4 lg(−x)− 2 lg y) lg y = lg(−x)(lg(−x)+ lg y), lg2(−x)− 3 lg(−x) lg y +2 lg2 y = 0,
(lg(−x) − lg y)(lg(−x) − 2 lg y) = 0, (−x − y)(−x − 2y) = 0. Zakǉuqujemo da je
x = −y ili x = −y2.

Drugu jednaqinu reximo kao kvadratnu po x i dobijamo x = −2y ili x =
y − 4. Daǉe su mogu²a qetiri sluqaja.

a) x = −y ∧ x = −2y; rexeǌe (0, 0) ne zadovoǉava uslov definisanosti.

b) x = −y ∧ x = y − 4; rexeǌe je par (−2, 2).
v) x = −y2 ∧ x = −2y; rexeǌa su parovi (0, 0) i (−4, 2), pri qemu prvi ne

zadovoǉava uslov definisanosti.

g) x = −y2 ∧ x = y − 4; rexeǌa su parovi
(−9−√17

2
,
−1−√17

2

)
i

(−9 +
√

17
2

,
−1 +

√
17

2

)
, pri qemu prvi ne zadovoǉava uslov definisanosti.
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Dakle, rexeǌa sistema su parovi (−2, 2), (−4, 2) i
(−9 +

√
17

2
,
−1 +

√
17

2

)
.

16. (2021) Dati su brojevi log√5x−1(4x+1), log4x+1

(x

2
+2

)2

, logx
2 +2

(5x−1).

Za koje vrednosti x su dva od datih brojeva jednaka, a tre²i maǌi od ǌih za 1?

Rexeǌe. Sva tri broja su definisana ako je x ∈
(1

5
,
2
5

)
∪

(2
5
, +∞

)
. Uvedimo

oznake a = log√5x−1(4x + 1), b = log4x+1

(x

2
+ 2

)2

, c = logx
2 +2

(5x − 1). Tada je

abc = 4 i va¼i jedan od tri uslova: a = b ∧ a = c + 1, b = c ∧ c = a + 1,
a = c ∧ a = b + 1.

Prvi sluqaj uz uslov abc = 4 daje jednaqinu a3 − a2 − 4 = 0, koja za jedin-
stveno realno rexeǌe ima a = 2. Tada je b = 2 i c = 1. Iz c = 1 dobijamo

5x − 1 =
x

2
+ 2, tj. x =

2
3
. U tom sluqaju a = 2 log7/3

11
3
6= 2, pa a = 2, b = 2,

c = 1 nije rexeǌe.

U drugom sluqaju je a = 1, b = 2, c = 2. Iz a = 1 dobijamo jednaqinu
4x + 1 =

√
5x− 1 koja nema rexeǌa.

U tre²em sluqaju je a = 2, b = 1, c = 2. Iz b = 1 dobijamo jednaqinu

4x + 1 =
(x

2
+ 2

)2

qija su rexeǌa x = 2, x = 6. Direktnom proverom uverimo
se da x = 6 ne zadovoǉava uslove zadatka, a da x = 2 zadovoǉava. Dakle, x = 2
je jedinstveno rexeǌe problema.
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