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Jp 3opan Kanmendypr

YBOBEIHLE PEAJTHUX BPOJEBA
¥ OCHOBHOJ 1 CPEOILOJ IIIKOJIN

1. ¥YBon

Tewma ,,Peanuu O6pojeBu” mojaBibyje ce y IIKOJCKAM HACTABHUM MPOTPAMUMa KO
HAC TPU IyTa: y CEIMOM pa3peLy OCHOBHE IIKOJE, a 3aTUM y IPBOM U TpeheM pa3peny
(sehume) cpemmux mrona. HacraBy y TuMm paspemmMa, O MPABUILY, U3BOIE MPOde-
CHOHAJIHU MaTeMaTUYaPHU, 1A Ce (BUXOBA CTPYUHA OCIOCOOLEHOCT He JOBOIN ¥ TUTAHE.
Bepyjemo na fie ce Behnua Tux HaCcTaBHUKA CIOKUTH [a CE PAAU O TEMHU KOjy je Haj-
TeKe PEANM30BATU § YMTABOM JIBAHAECTOIOMUIIHEM IEPUOLY M3yUYaBaka MATEMATHUKE
y mkosu. Pa3ior je cBakako y TOME INTO je y cTBapu Hemoryhe, y Omio KOM On
[OMEHYTHUX paspena, 0 yBohemy peansux 6pojeBa rOBOPUTH IOTIYHO NPEHU3HO (UYaK
Cé W Ha NPBOj TOAVHU (AKYJITETa HEKM IEJOBU CTPOTOr 3aCHUBAKA MPECKady). 3a-
TO je CBaka peasiM3anuja OBe TeMe Hem3De:KHO KOMIpOMUC u3Mely eBeHTyaJHe :Kelbe
3a CTPOromNy M3iarama ¥ MOIyNHOCTH yUEHMKA Na IPUXBATE TO M3/IArame WM YaK
pasymejy moTpedy 3a TaKO HEUMM.

Y pazuuM yubeHunmrMa KOju ce OBOM TeMOM OaBe KOJ HAC U Yy APYTUM 00pPa30BHUM
CUCTEMUMA TOjaBJbyjy C€ PA3IUYATU MOKYIIAjA MPEBA3MIAKEHA IOMEHYTUX Ipobiie-
ma. Hemamo mamepy ma ap6urpupamo mamely Tux Bapujantu (Maga fiemo ToroM
U3/arama MOMEHYTH HeKe TPelIke Koje ce IpU ToMe N0CTa yecto mpase). Kema Hawm je
Jla YMECTO TOra MOHYIMMO jenaH Moryhu Haumd obpaje OBUX cajap:kaja Koju Ou 6uo,
C jeHE CTPaHE, OHOJMKO CTPOT KOJUKO IPOLEHYjeMO Ja YUeHHIU y oarosapajyhem
pa3pemy TO MOT'Y Aa IPUXBATe, & MOM¥E Ce PEaJM30BATHU y IPEABUDEHOM BPEMEHY, aju
MCTOBPEMEHO He 0Ou ,,Typao MOJ TemuX “ cTBapHe mpobiieMe KOju MOCTOje y 3aCHUBAKY
peannux GpojeBa. Caku HacTaBHUK [ie, HADABHO, IPUJIATOATY HUBO M3JAramha CBO-
juM yYeHHMIIMA, Tj. Oole/bely V KojeM mpepnaje. lIloceBHo, y ocHOBHOj mkonu Ouhe
HOMEHYTM CaMO HAjOCHOBHUjU €JIEMEHTHU M3JIarama Koje CJIe.H.

[MomenyTu npucryn Gulie onucan y mpsoM neny wianka (onemmm 2 u 3). Ho, na
Ou ce BUIEIJO KOjU Cy CTBAPHU Kopauu morpebHu na 6u ce yBoheme peannux Opojesa
crporo peanuzosano (a caénehu npunnun ma ,HaCTABHUK MOpa Ia 3HA (MHOTO) BUIIE
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oq oHoOra mTo Ne ucnpuyaTy yyenunmmMa “) npencrasulieMo y onenmuma 4 u 5 ¢ HEmTo
BUIIe merassa ABa Moryha HaumHa CTpOror yBobhema peasHux OpojeBa — mpuCTyIe
noMohy GecKOHAUHMX NEIMMAJHUX 3amuca U T3B. Jle JeKUHIOBUX MPECEKA.

2. HauuHau nedumHMCama CKyIla peaJlHUX OpojeBa

[MocTymmu nomMohy Kojux ce MO:ke KOPEKTHO YBECTH CKYI peajHUX OpojeBa MOTry
ce MONeNIUTH HA KOHCMPYKUUJCKE U AKCUOMAMCEKE.

KoHCcTpyKIIjCcKM TIpUCTyIT
Caku 0] KOHCTPYKIMjCKAX HAaumHA yBODema peasHux OpojeBa IOApPa3yMeBa Oa

ce Ha eKCIUIMIUTAH HAYMH OmUINe Koju cy eiemeHTu ckyma R. Hasemmumo meke on
moryhuocTu 3a T0:

e 0ECKOHAYHY JENUMAJHU 3AIUCH;

e Tauke Ha OPOjeBHOj HpaBoj (OAHOCHO Mepe oaroBapajyhux nysku);
o JleNeKUHIOBU IPECEIH;

e Kommjesu Hu30BH;

® MOHOTOHU HU3OBH.

OHo mTO CBAKAKO MOpA MAa CJEAM HAKOH ONMCUBAMKA CAMUX ejeMeHaTa Ckyma R
jecte nmeduHMCAame OCHOBHUX ONlEpalja U pejamuja y ToM ckymy. llpenwmsuuje, Tpe-
Ba yBectu omepamuje cabupama (+) 1 MHOKema (-), kao u penanujy noperka (<) u
JOKA3aTH a OHE MMajy CBOjCTBA KOja C€ Ol BUX OYEKy]y — Ja Cy OHE ,TIPOIy:Kemu
omroeapajyiux omepamuja m penanuje U3 CKyla palUMOHAJHUX OpojeBa, Tj. Aa je
3a7I0BOJBEH npunyun nepmarenyuje. Hajzax, morpebHO je mokazarw na HOBU CHUC-
rem (R, +, -, <) uMa KbyuHe HOBe 0COOUHE KOje OTKIAMmA]y HO3HATE HENOCTATKE CUC-
tema (Q, +,-, <). Cse oBo (y Guio KoM 0f M3a0paHUX HAUMHA NEPUHMCAIHA) 3aXTEBA
IpUINYHO 00MMaH mocao (Ha mpuMep, y kmuraMa [1], omHocHO [2], OH je u3mOkeH Ha
30-40 cTpana).

AxkcuoMaTCcKy IPUCTYII

Axcuomarcku mauna ypobhema peasjuux OpojeBa HAC Ha IpPBU morjen ociobaba
OBUX TJIOMAa3HUX wu3BoDema. Hajmpe ce Ouwpa HEKM comcak akKCUOMa CTPYKType
(R,+,,<) roje mpuxBaramMo Aa Cy Tause 0e3 HOKa3a (a koje Cy, OCHM MOCHEIIhe,
3a1CTa MOTIYHO OUEKMBAHA CBOJCTBA T€ CTPYKTYDE), HA MPUMED:

(1) cBojcTBa cabupama:

(1.1) (Vz,y e R)z +y =y + = (xoMyTaTUBHOCT cabupama),

(1.2) (Vz,y,z € R)(z+y) +2=2+ (y + 2) (acounjarusrocT cabupama),

(1.3) (30 e R)(Vz € R)z + 0 = z (meyTpaJHu eneMeHT 3a cabupame),

(1.4) (Vx € R)(I(—x) € R)z + (—x) = 0 (cynpoTHu eseMeHT 3a cabupame);
(2) cBojcTBA MHOKEHA:

(2.1) (Vz,y € R)z -y =y (KOMyTATUBHOCT MHOKEHA),

(2.2) (Va,y,z€R)(z-y) - z=1z-(y-2z) (acouujaTuBHOCT MHOKEHA ),
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(2.3) (31 e R\ {0})

(2.4) (Vxz e R\ {0})

(2.5) (Vx,y,z€R)ax-(y+2) =2 y+ a2z (qucTpubyTUBHOCT MHOKEHA IIPEMA
cabupamy);

(Vz € R)z -1 =z (HeyTpasHN eJeMEHT 33 MHOKEHe),

(Jz7! € R)x - 27! =1 (umBepsnn enement 3a MHO%CHE),

(3) cBojcrBa penanuje <:
3.1) (Vz € R)z < = (pe¢uercusrocT),
Ve, y eR)(z < yAy <z = x=y) (aHTUCUMETPUIHOCT),

) (
) (Vo,y,z e R) (e < yAy <z = x< 2) (TPaH3UTUBHOCT),
) (Vo,y € R) (z < yVy < z) (MUHEAPHOCT MOPETKA),

) (

Vz,y,z € R)(z <y = 2+ 2 <y+ 2) (carmacuocr ca cabupameM),

(4) akcuoMa HEIPEKUTHOCTU:

CBaKM HENpa3aH, 0J03r0 orpanuder ckynm y R uma cympemym y R.

3aTuM ce peNaTUBHO JAKO U3BOJE CTAHAADIHA ,IPABMIA DAYyHARmA " (BUAETH, HA
npumep, kwure [3] u [4]). IIpeocraje na ce koHueHTpUIIEMO Ha U3BO heme mocaeauna je-
nuHe [ HeTpuBHUjasHe “ akcuoMe (4) — Heke 01 MOryNuX BAPUjAHTH aKCUOME HENPEKUD-
HOCMU — KOje Cy OUTHE 33 3aCHUBAKE TEOPHje IPAHNYHIX BPEIHOCTY U HEIPEKUIHOCTI
GyHEIUjA.

MebyTuMm, Ta jemHoctaBHOCT je camMo mpuBmiHa. Hawme, OHO MmTO CBakako He-
OCTaje OBAKBOM IIPUCTYILY jeCTe HOKa3 Na TAaKBa CTPYKTYPAa MOCTOjU, Tj. KOHCTPYKIU-
ja (bap jemHe) KOHKDETHE PeaAu3aylje IOMEHYTe CTPYKTPYE, jep CaMO TAKO MOMKEMO
OuTy curypHr ga u3abpaHyM CUCTEM aKCMOMa HUje KOHTpamukTopad. A to mac Bpaha
Ha TOYeTaK — Ha MOoTpedy edeKTUBHE KOHCTPYKIUjE PEATHUX OpojeBa.

JemuucTBEHOCT

Y oba mpucryna medurnnzju ckyna R morpe0HO je ypaauTy jOur HEmTO — H0Ka3a-
T Ja je maTMM 0coOMHAMA CKYN peatHux Opojesa jemmosmauno oxpeben (mo ma m3o-
mopguzam). Ilox Tum mogpasymesamo caenelie.

[IpernocraBumo nma cy moryhe aBe peadm3anuje Haller CHCTEMa aKCHOMa — y
jemHoj ce pamu o ckyny R; ca omepammjamMa —+1 1 -1 U pelamujoM <i, & Yy APYroj o
ckyny Rs ca omepamujamMa ~+o U -9 W PEIANAjOM
moperka <o. Kazahemo na cy Te mBe peasusanuje /L\
usomopgre arxo mocroju ¢pymrmuja f: Ry — Ra
Koja je OMjernuja M TakBa Na je 3a CBaKa IBa
enementa x,y € Ry ucnymeno (B. cauky 1):

flx+1y) = f(@) +2 f(y),
f@ay) = f(z)-

Rl Rz

Cuuga 1
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HpyruM peunma, Kox M30MOPPHUX peannzanuja cBu MehycobHr omHOCH UyBajy ce mpu
IpeCcIUKaBamby QYHKIUjOM f, KOja ce Ha3uBa U30MOPPHUsMOM MOMEHYTUX pean3al-
ja. Ilomcermmo ce ma y ciaydajy HEKUX APYTUX CTPYKTypa — HIpP. y CIydYajy TpyIe,
IpcreHa UM nosba (Koje He MOpa Ja 3a0BOJbABA AKCUOMY HEIPEKUIHOCTH) MOKE A
ce IOroau M[a MOCTOje Her30MOp¢He peanu3anuje. AJm, y CIydajy akKCHOMa PEATHUX
GpojeBa To Huje Morylie — moke ce mokasatu (B. Hup. [1], [4] mmm [5]) ma cy cse
moryhie peasmusanuje akcuoma crpykrype (R, 4+, -, <) uzomopdue. Ipyrum peumma, y
KOjeM IoJl KOHKPETHOM 00uKy (0 HAIPeI HABENEHUX) Na 3aMUCIUMO peasHe Gpojese,
pamrheMo y CYIITHHE y UCTOM OKPY/KEmY M 3aRDYyUnn Koje OymeMo m3Bomuau OGuhe
eKBUBAJICHTHIU.

3. YBobheme peasHuUX OpojeBa y IIKOJIU

MoTuBanuja

[Ipeu kopaxr npuamkoM yBobhema ckyma peansux GpojeBa y HacTasu (y GUI0 KOM
OJl HATIPE] IOMEHYTHX pa3pena) cBakako Tpeba ma Oyme ,yoebhusame* yuenuka na je
TaKo HemTo NoTpebHo, Tj. HaBoheme Henocraraka crpykrrype (Q, +, -, <) pammonasHux
Opojesa.

N y cenmom pa3peny OCHOBHE M Y IPBOM paspeldy Cpefe MKoje Tpeba modyern
noncehamem HA TO Koju cy Omiu pas3iosu NPOMUPUBAKA CKyIa IpUpOIHUX Opojea N
1o ckyna QF mosuTuBHMX pazioMaka, Kao U OBOT HOCJAemmer 10 ckyna Q panmonasHux
6pojesa (Ha npumep, HeMOryHOCT pelaBama jeHAYUHE G- = b Y CKYIy IPUPOJHUX
BpojeBa, OXHOCHO a + © = b y CKyImy IO3UTHBHUX pasiomaka). Ilpu tome cy, y
00a caydaja, eKCIUIMIUTHO yBeNeHr HOBY Opojesn (3a jeman Morylin HAUMH IPENU3HOT
yBoDema MOMEHyTHX CKymoBa OpojeBa BUAETH uiaHaK [6]).

Ha mperxonHO ce IMpEKTHO HaIOBe3yje mpuua O HeMOryhHOCTH pemaBama jen-
maunae 72 = 2 (M BO0j CIIMUHUX) Y CKYIy PaIMOHAIHUX Gpojesa.

Harmacumo oBme ma omrosapajyhe tBpheme He Tpeba ma riacu

»(KBaIpaTHN) KOpeH u3 2 Huje panuoHatan O6poj“, Beh

,,He TIOCTOjU PaIMOHAJaH OpOj Umju je KBaapar jemHar 2.

Pasnor je, napaBno, Taj mTo DOK HEMaMO HA DACIOJaramy peaiiHe OpojeBe, caM mojam
KODEHa YOIIITe He MO:ke OuTu neduHucan (CeM y DEeTKUM CIeNUjaJHAM CIIYJYajeBUMa).
[Ipu Tome, (moBpo HO3HATH) MUTATOPEjCKM IOKA3 OBE UMILEHUIE He DU CMeo nxa ce
,IPECKOUN “, YaK HU y OCHOBHO] IIKOJNU — DA CE€ O M3Yy3€THO BAKHO] UMHCHULIU U,
Ge3 063upa Ha TO MTO BEPOBATHO HEKM OX ydeHuka (Moxkna u Behumma mux) mehe y
HOTIyHOCTU Pa3yMeTH CBe KOpake TOr NOKa3a, Beh caMo meroBo msnarame yumnuhe,
HAJAMO Ce, Ia MPUXBATE 14 je TaKO HEmTO MOTPeOHO, a OHIA je BepoBaTHUje Ja he uM
7 caMa Ta YdEEHWIA IIpe OcTaTh y cehamy.

3a MEeMOHCTpPAIX]y APYror MO3HATOT HEIOCTATKA CKyla PalUuOHAJIHUX OpojeBa —
HeMOTYHOCTU Mepema MPOU3BOBLHUAX IYKM, Tj. MOCTOjalma HECAMEPDHUBUT OYNCU —
y CeIMOM pa3peay jOoml He MOxke Aa ce kopuctu lluraropusa teopema, jep ce OHa IO
nporpamy obpabyje racauje. Anu, moryhe je ka0 mpuMmep KOPUCTATH KBAJPAT UHdja
IujaroHasa uMma IyskuHy 2 (a umja je u mOBpIIMHA jefHAKA 2), a CTPAHUIA OM OHIA
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MOpaJia UMATH Ly:KUHy uuju je kBaapar jeanak 2. (Crporo rosopehu, Takas mpuctyn
Ou 3axTeBa0 00PA3JIOKEHA OKO Be3e JMHEAPHUX Mepa U Mepa 3a MOBPIIUHY, AJU TO je
HEIITO WITO Ce UIIAK MOMe MPECKOYUTH ¥ BUXOBOM ciydajy.) lIpenopyuyjemo ma ce o
meMoryhuocTy Mepema nujarosase kBaapara moMolly merose crpasuue (B. CIuKy 2)
roBopu onMax HakoH o0paze Ilutaropuse Teopeme (a y IpBOM pa3peny Cpelmme MKOe
MICTOBPEMEHO Ca TIPWIOM O jemHauman 2 = 2). IIpu ToMe, 10CTa je BaKHO TOMEHYTH
u Apyre my:ku (HOp. 00MM jeIMHUYHOT KPyra) Koje ce He MOTy M3MepUTH noMolly mare
jemuunune my:xu (B. caumky 3 Ha k0joj je nysxk OA jemnaka oOuMy HAOPTAHOT KPyra
npeunuka 1), u3meby ocrasor m 3aTo ma 6u ce u3berao yTuCak KOjU MHOTM DHanu
TMOHECY — a Cy WPAIMOHAJIHA OpPOjeBU camMo ,,TaMO HEKU KOPEHH .

Ciuga 2 Ciuga 3

Ilakie, cMaTpaMO OTPENIHUM IPUCTYT (IPUCYTaH Y MHOTUM yIOEHUIUMA) ¥ KOjeM
Ce He MHCUCTHUPA HA TOME [a Cy PeasHu (U, CIenujaiHo, UPAIUOHAIHA) OPOjeBU HEMTO
mTo Tek Tpeba yBecTu, qeduaUCaTH, Bell Ce OHM TPETHPAajy Ka0 HEeITO IITO MOCTOjU 1
Tpeba camo ma ux ,mpemo3namo . VMam, Maso mpyravmje MCKa3aHO, BEJUKA je TPEIIKa
(xk0ja ce, yriaBHOM, HE MCKA3yje OBAKO €KCIUIMULUTHO, AJK Ce IPAKTUYHO IPOBJIAYUM Y
HEKUM UM3JIaTamuMa) ,CePBUPATH “, KA0 HEeKy BPCTY AeuHMIMje, yueHunuMma ciaenehe
JIBE PEUYEHUIE:

,Apamonaaau OpojeBu ¢y peasnu OPOjeBU KOjU HUCY PAIMOHATHU

,,CRyn peasanx 6pojeBa ce mobuja Kao yHUja CKyIIOBA PAIMOHAJIHUAX U UPAIUOHAI-
Hux Opojesa‘.

HapaBHo, CKynOBHE jeqHAKOCTU
(5) R\Q=1 QUI=R,

KOje ce HaBOJle Y CKOPO CBUM yIOEHUIMMA, TauHe Cy, ajld HUKAKO He MOT'Y A MOCIYiKe
Kao mepuHUIMje CKyna peasHux Opojesa.

YBobeme HOBUX OpojeBa

Axo cMo oBum ycmenu na yOemuMo yUeHHKE Ia je HEONXOTHO YBECTH HOBY BPCTY
6pojeBa, mocTaBBba Ce MUTAKE KAKO TO Tpeba yumHUTH. AKCMOMATCKM HAUUH CBAKAKO
He J0Ja3u y 003Up y OCHOBHOj IIKOJIM, & IIpeMa HAIleM MUILEHY HU Y IPBOM Pa3pery
ruvHa3uje (Maga je npucyTad y HekuM yubenumuma). O KOHCTPYKIMjCKAX BAPU]aHTH,
HOHEr e Ce MOjaBibyje (eKCIUIUIUTHO WM UMIUIUIATHO ) T€OMETPUjCKY IIPUCTYI KOJU CE
TpaKTUYHO 0a3mpa Ha 3aXTEBY 1A ,,CBaKa Iy:K uMa CBOjy myskumy“. He mopmuyhwu ma
je, y npuHmuny, Moryhe yBecTu peajyiHe OpojeBe Ha Taj HAYMH, YMHU HAM C€ Ja OH HUje
HOTOJAH 3a Kopumheme y MKoIaMa, X TO U3 ABa PA3Jiora — IPBU je [a OH UIIAK He HY U
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,,OIUIMIBYB “ 00JMK OpojeBa Koje yBOMUMO; OPYTU PA3JIOr je MTO MOCTOoje mpobieMu
KOJ DeDMHUCAHA OLepallyja ca Iy:KMHAMa Iy:KU Kao peasHuM Opojesuma. Ha mpumep,
KO me(pUHMCAka NPOU3BOLa OmiIo Oum mOTPEOHO MPETXOMHO 3HATHU IPEIU3HO KAKO Ce
YBOZU TMOBPIIMHA IPABOYTAOHUKA.

300r cBera HaIpeI HABEIEHOT, CMATPAMO [a je MHOTO MOTOJHUje peasHe Gpojese
MedUHICATH Ka0 beckonayne deyumante sanuce. Hamve, yueHum y ce ;MoM pa3pery
OCHOBHE MKOJe (& CBAKAKO 1 y IPBOM CPeIEe) 3Hajy Aa Ce DANVOHAJIHU OPOjEBU MOTY
IPEACTABATY KAO KOHAUHU VJIU [EePUOANYHO-0ECKOHAUHN JTENUMAIHI 3aIKUCH, 1A He Ou
TpebaJIo Ia UM je TEIIKO [a 3aMUCie U OECKOHAUHE HEellePUOINYHE 3aIce, y3 HaBoheme
HEKOJIMKO KOHKPETHUX mpuMepa. Pemnmmo, Moke ce HaBecTu ciemehnm mobpo mosmaru
opuMep.

IIpuMEP 1. IlocmaTpajMo genuMaaHy 3amuc
0,10100100010...010...

y KOjeM ce MOCJe CBaKe jeIWHWIE TI0jaBJbyje HU3 HYJa, CBAKU MyT 3a jelaH OY:KU HETO
nperxoxuu. OBaj 3amuc HUje IEePUOIAYAH.

Joxas. IlpermocraBumo, CYympOTHO, Oa je OBaj 3amnC MEPUOANYAH C MEPUOIOM
nysxkuHe k. [loBO/bHO nanexko y HU3Y HEroBuX Hu(apa IOCTOju Hu3 O 2Kk y3aCTONHUX
HyJa:

0,101001...100...010...
——
2k
Tana mexkux k onx Tux umdpapa umHe jemHy meiy mepuony. 1o Ou 3HAUMIO ma Cy
cBe nudpe nocie youeHux k Hyiaa Takobe jemHake HyJum; IPYTMM pedrMa, CBe muppe
IIOYEB OJ HEKe, Y OBOM JENMMAJHOM 3alUCy jelHAKe Cy HYJU, ITO je jaCHO HETAYHO.
Jlobujena KOHTpAAUKIMja MOKA3yje Ha OBAj 3aluC HE MOKE OUTU MEePUOIUYAH.

Cuanuan je u mpumep 6poja 0,12345678910111213 ... y KojeM cy, Kao menumadie,

PeloM MCIUCAHYU CBU NPUPOIHU OpojeBu (y BUXOBOM JEKAIHOM 3AIHUCY ).

Cana je mpupomro yBectu cienehy ocHOBHY meduHUIM]Y.

JEoVHUINIA 1. Ckyn cBux GECKOHAUHUX NEMUMAJHUX 3amKca 00JIUKa

(6) +ag,a1a2 ... Qp ... WIA —00,A10A2 ... 0py ...,
rae je ap npupojad 6poj wiu Hyna, a a1,a2,...,0p,... Cy AekanHe mudpe (Tj.
eqementu ckyna {0,1,...,9}), sBahemo cxyn peaanuz bpojesa n ozmauasahemo ra

ca R. Bpojese mpsor on Hasenenux obuuka (6) ssahemo nosumuenum (u 3mak +
npu BUX0BOM HaBoDewy Hajuemlie meliemo mucatu), a GpojeBe mpyror obmuka He-
2amuenum, ¢ TuM Ha 6poj nyaa (rj. 0 = 0,000...) HE cMATPAMO HU IO3UTUBHUM
Hu HeratwBHUM. [IpuroM jom ycBajamo moroBop ma ce, Ha mpumep, 3amucu 1,000. ..
u 0,999... cmarpajy jemmakum (onpebjyjy mertu peamanm Gpoj) m CIMYHO y oCTAINAM
omrosapajyhnum cnydajeBuma.

Osaxko yBenenn ckyn R oOyxBaTa 3amumce IBejy BpCTA:

1° GecrkoHauHe HenMMAJHE 3aIlMCe KOjU Cy HMEePUOIUYHY (CHIelujalal Cilydaj TAKBUX
3ammca Cy OHHM KOJ KOjUX Cy CBe IU(pe IOYeB OJ HEKe jelHaKe HYJIM — HUX
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MOKEMO CXBATUTU KAO Ja Cy HOOUjeHM M3 KOHAUHUX NENUMAJHUX 3aIKCa KOju-
Ma je JOonMcaHo GeCKOHAYHO MHOTO HyJa);

2° memepmommyHe DECKOHAUHE MENUMAJIHE 3AIUCe.

CsakoMm ox 3amuca obmuka 1° omrosapa oxpebenu pamumonasan 6poj. O6parHOo
HUje TA4HO — HEKY PalOHAJHK OpojeBu mMajy IBa 3amuca (KOju ce 3aBpLIABAjy WU
CBUM HYJIAMa, VI CBUM JEBETKAMA).

Sanucu obiuka 2° 0AroBapajy HOBOyBEIEHUM OPOjeBHMA — 3a TakBe peajHe Opo-
jeBe pehu hemo na cy upayuonashu 1 CKyI CBUX TakBUX OpojeBa o3nauasahiemo ca I.
[Ipu ToMe Bake paHuje MOMEHyTe CKymoBHe penamuje (5).

Ilepuaucame onepanuja u peJanyje TOpPeTKa

Caarako tpeba onmax pehu yuennnuma na camo meduamncame objerara koje hemo
3BaTy peasHuM OPOjeBUMa HUje TOBOJLHO — HEOIXOIHO je OMUCATH KAKO Ce C TUM 00jek-
THMa padyHa. Jep, cacBUM je jacHO [a MOCTynuu cabupama 1 MHOKeHha (0 0Ly3UMahy
U Iejheny U 14 He TOBOPUMO) KOje Cy IPUMERUBAJM KOl KOHAUHUX ACIUMAJHAX 3aIACa
oze Bumne Hucy moryhu. O oBOMe ce MOTIYHO NPEIM3HO He MOKE TOBOPUTHU ¥ OCHOBHO)]
MIKOJIM, AJIM MUCIMMO A je y3 HEeKOJWKO mpumepa ypabenux momolly kankymaTopa
moryhie memoHcTpUpaTy pauyH ¢ npubiwkHEM BpexHocTuMa (Buzefiemo y ogemky 4.
a je cTBapHA Me(UHUIMja OMepaldja ¥ OBaKO YBEAEHOM CKymy R Oa3upana Ha UMU-
TaIujyu padyHa ¢ NPUOIMKHAM BPETHOCTHMA). Y TIPBOM pa3pely CPEeIme MIKOJIE CBE
ce TO MOK€ YUMHWUTH jOII JIAKIIE, jep Y OAroBapajyfieM mporpaMmy ympaso (GUIypuile
10 O PAUYyHy C NPUOJMKHAM BPEIHOCTMMA PEaSHUX OpojeBa.

Ipumep 2. UspauymaTu 36up v/2 + /3.
ITomohy xankymaTopa Hajga3uMmo 1a je:
a=+/2=1,41421356..., b = v/3 = 1,73205080.. . .

Cabupame 10 mpaBmInMa 33 KOHAUHe 3amice Huje Moryhe. 3aTto pauyyHaMo:

1l<a<?2, 1<b<2
2<a+b<4
14 <a< 1,5, 1,7<b< 1,8
3l<a+b<3,3;
141 <a < 1,42, 1,73 <b< 1,74
3,14 <a+b < 3,16;
1,414 < a < 1,415, 1,732 < b < 1,733
3,146 < a+ b < 3,148;
1,4142 < a < 1,4143, 1,7320 < b < 1,7321
3,1462 < a + b < 3,1464;

Ha oBaj naumn Mo:xeMO JOOUTHU pe3yaTaT ca skesmeHuM Opojem mermmasta. Ha mpumep,

V2 4+ /3 ~ 3,14626437.
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Ipumep 3. VspauysaTi npousBox T - /3.
a=m=3,14159265..., b = /3 = 1,73205080. ..

3 <a<d4, 1<b<2
3<a-b< g
3,1 <a< 32, 1,7<b< 18
52 <a-b<bT;
3,14 < a < 3,15, 1,73 <b< 1,74
5,43 < a-b< 548
3,141 < a < 3,142, 1,732 < b < 1,733
5,440 < a - b < 5,445;
3,1415 < a < 3,1416, 1,7320 < b < 1,7321
5,4410 < a - b < 5,4415;

u tako gasme. Ha mpumep, 7 - /3 ~ 5,44139809.

Hemrro je makmie yBectu peaauujy nopemika, Ha TpuMep, Ha cienehwu Hauwm:
JESMHUIINIA 2. Heka cy matu mo3uTUBHM peaHu OPOjeBU
a=ag,a1ds...0y..., b="bg,biby...by,...,

(mompa3yMeBaMo, PEenuMO, 1a Ce OHU He 3aBPIIABAjJY MCKIbYUMBO AEBETKAMa). Y IOpe-
MO HAjIpe HUXOBE ,Ieiie IejoBe" — ako je, Ha mpuMmep, ag < by, OHZA KaKEMO Oa
je a < b. Axo cy onu jemmaku, ymopebhyjemo mpse memmmasie — ako je a; < by, omer
KakeMo 1a je a < b. OBaj mocTymak HACTaB/haMO NOK He mohemo 1o mpBe germmale
(ump. k-Te) oBux GpojeBa Koje Cy pasmuumre. A ako ce mecu ma je ax = by 3a CBaKO
k € NU {0}, ouna je cBakako a = b.

Y caydajy GpojeBa mMpoM3BOJHHOT 3HAKA, OBa AEDUHUIM]A C€ JAKO mpuiarobhasa.

Hajzan, He Tpeba mpomycTUTH Aa ce KaKe Aa TeK Kala Cy peasHu OpojeBU yBeJeHN
U BUXOBa CBOjCTBA M3BedeHa (MCTMHA, 3a caga 0e3 OKa3a), MOMKE Ce TOBODUTH O
KODEHMMA 13 MO3UTUBHUX OpojeBa (y HOUETKY KBAIDATHUM, & KACHUjEe U IPOU3BOJLHOT
pena), ¢ TMM Ia cala MOXKe Ia ce HOKake Ja OHU MOCTOje. Y CPeAHO0j MIKOIH Ce, Kao
mTo NeMo BUAETH, HEIITO O TOra MO:KE U JOKA3ATH.

CB0jCcTBO HENIPEKU THOCTU

Ocraje murame mra yunauTu y Tpehem paspeny cpemme mkosne. Ham je mpen-
JOT [a C€ y CTPYYHUM IIKOJAMa, KA0 M CMEPOBMMA T'MMHA3Wje KOjU HUCY IPUPOIHO-
MaTEeMATUYKN, HE UIe MHOTO JaJbe OJ HANPE. ONMACAHOL, CAMO C€ MOTY HEKU IETAJbU
U3BECTU IpeLu3HUje. JemuHO je y IPUPOIHO-MATEMATUUKOM CMepy (M, HAPaBHO, Y
MaremaTuuroj rumHa3uju rae je To npeasubheno mporpamoM) Moryhie peanme Gpojese
YBECTH aKCHOMATCKU, C TUM Ja He Tpeba mpeliyrarn mpobieMe Koje TakaB IPUCTYII
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uma (a 0 Kojuma cMo ropopuiu pamuje). CBakako, Tpeba MHCUCTUPATU HA HEKO) Ba-
PUjAHTH AKCHOME HENPEKUIHOCTY (KOja je IPETXONHO TeOMETPU]CKYA UHTEPIPETUPAHA )
7 meHoM kopumhewny y Maremarnukoj amaausu. IlpemraskeMo HEHO UCTUIAKE Oap
Ha [BA MECTa — Hajupe, y Bel IOMEHyTOM IOKa3y €r3uUCTeHNNje KOPEHA U3 IO3UTUBHOT
Opoja, a 3aTuM y JOKa3y TeOpeMe O IIOCTOjamy JXMeca MOHOTOHOI M OI'DaHWYEHOT
HU3A.

Maga cy mo6po mo3HATH, TOHOBUMO OBJIE Ta JBa N0Ka3a (YIOpeIuTH I0Ka3 APyTror
tBphema ¢ [0Ka30M Berosor yonmrena nomohy Jle IeKuHI0BOr IPUCTYIA Y MOCHE IHEeM
OJIEJbKY OBOT UJIAHKA).

ITonceTuMo ce IpeTXOMHO NE(GUHANUjEe HEKUX IIOjMOBA.

JeenHUIMIA 3. Hempasan ckyn A C R je 000320 oepanuuen ako moctoju
b € R Tako ma je a < b 3a cBe a € A; rakas 6poj b € R je majopanma cryna A;
HajMama MajopanTa (ako moctoju) je cynpemym ckyna A (osmara sup A).

ITojMoBM 0103100 OrPAHUYEHOT CKyIa, MIHODAHTE U NHOUMYyMa Ce YBOJIE HA CIMIAH
HAUUH.

Haxrne, x = sup A ako u caMo ako
1° (Va € A)a < =z,
2° (Vz') (Va€ A)a <2’ = z<2).

Hanomena. IIperxonuu ycioBu mMory na ce samuuty u y obauky (B. caury 4)

1° (Va € A)a < z, b
2° (Ve>0)(3be A)b>a—ec A \

X-€ X

Cunugka 4

ITox mpernocTaBKOM na 3HAMO Ia BaXKW CBOjCTBO CYIPEMyMa, Tj. Oa CBAKU HeImpa-
3aH, 0ZI03T0 OrpaHMYeHN MOACKYN ckyna R mma cympemym y R, mokaxmmo na Basku

TEOPEMA 1. ITocmoju (u mo jeduncmeen) nozumuean pearar 6poj wuju je
Keadpam jeonax 2.

Jloxas. Tlocmarpajmo ckym A = {x € R | 22 < 2}. On je cBakako mempasam
(ma mpumep, 1 € A) moackyn ckyna R koju je orpanuyen omosro (Ha mpumep, 6poj 2
je jemHa meroBa MajopaHTa). 3aTO OH MMa CYNPEMyM — O3HAUYMMO ra ca y = sup A.
Tloxa:xuMo 1a je ympaso y2 = 2.

Kao mro 3HaM0, JOBOJLHO je mokazaty Aa Huje 42 < 2 mutu y? > 2. Axo 6u 6uio,

(rakaB 6poj

2 1
pemmvo, y? < 2, uzabpahemo mpupomax 6poj n 3a Koju je n > 2y + 5
Y

nocToju npema ApXUMeTOBOM CBOjCTBY, 3a KOjU OJl PaHUje 3HAMO Ha BaKU y CKYITY
pamuonannux 6pojesa). Tana je

2
1 1 1 1
<y+> =y +2y-+ 5 <P+ 2+ 1)<y +(2-y°) =2
n n n n
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. 1 .
na 6poj y + — mpunana ckyny A. Kaxro je on, ouursenno, sehium ox y, momum cmo
n

y cuTyaunujy na je jeman esemeHT ckyma A Belin on meroBor cympeMmyma, mTO je,
HAPaBHO, HeMoryhe.

Ha canuan maumn ce mokasyje na me Moxe ournm mm y2 > 2. Ilakmte, 6poj y € RT
3a,10B0/baBa ycioB y° = 2. IIpermocTaBmMo ga MOCTOjU jOII jeaH MO3UTHBAH PEasaH
6poj z 3a Koju je 22 = 2, u ma je, ma mpumep y < z. Tama 6u 6mno 2 = y? < 22 = 2,
IITO je HeTAUHO. 3Hauw, Opoj y ca TpaKeHUM OCOOMHaMa je jeauHCcTBeHO ompelen. m

JacHo je ma ce amasorso tBpheme 3a OWMIO KOju APYIU MO3UTUBAH peaiaH Opoj
(ymecTo nBOjkE) MOske mokazaTu cauuno. Ilokas omroapajyher tephema 3a kopen
IPOU3BOJLHOL Pefia HEINTO je TeXHUUKA CIOkeHWju (Buaerd Hup. (3] uam [7]).

TEOPEMA 2. Ceaxu pacmyhu u 000320 ozparuyveny nuz (a,) peasnux 6poje-
sa je koneepzenmar. Cearu onadajyfiv u 000300 ozpanuvenu Huz (an) PEAAHUT
bpojesa je KonsepeHMaH.

Joxas. Ilorazahiemo tBpheme 3a cayuaj pacryhier ausza. Heka je
a Sa2 <SSy S

¥ HEKa TocToju peanar 0poj M TakaB ma je a, < M 3a cse n € N. IlocmaTtpajmo
CKYII CBUX BPEIOHOCTU OATOI' HU3a

A={ai,a2,...,an,...}.

Ha ocuoBy mpernocraske, Taj (Hempasan) CKyI je OTPAHMYEH OIO03TO MOICKYI CKyIa
peasnux OpojeBa. Ha OCHOBY cBOjcTBa CympemMyMa, MOCTOjU CYyIpPEMyM TOT CKyTIa,
6poj a = sup A. Ilokazahemo na je ympaso a = lim a,.

n—oo
a—¢e a-+e a—¢ a ate
— } > ( , Yy oy
a; az as a Nan, ’
Cuuga 5 Cuuga 6

[Mocmarpajmo npoussomay okonuny (a — €, a+ €) Tauke a. Bap jenan uinan Hu3a
(a,) npunaza Toj okoIUHM, jep OU Ce y IPOTUBHOM CBU WIAHOBK HU3a HAJA3WIN JIEBO
oI Tauke a — &, ma 0u Taj Opoj Omo majopanTa ckyma A, mro je Hemorylie jep je om
Ma¥ O CYIIPeMyMa @ TOT CKyma, cauka 5. Heka unan a,, Hu3a (@, ) IpUmama OKOIMHY
(a —e,a+¢). Karo je un3 (a,,) pactyhu, o 3a cBe n > ng Baku an, = dpn, > @ — €,
ciuka 6. C mpyre crtpame je a, < a < a + €, jep je a cynpemym ckymna A. Ilpema
TOME, 33 CBE UJIAHOBE HM3a, MOUEBIIM OJ OHOT C& MHIEKCOM T BAKU

a—e<ap<a-+te,

OIHOCHO CBU OHHU Ce Haja3e y £-OKOJVHU Tauke a, ma je 3amcra lim a, = a. ®
n—oo
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4. Peasinu OpojeBu Kao GECKOHAUHU NEIMIMAJIHU 3AIIVCU

Y 0BOM U HAPEHOM OJIEJbKY OIICYjE€MO YKPATKO IBa HAUMHA IPENU3HOT Ae()UHICA-
Bba CKyna peayuux Opojesa. 3a yBoheme peasnux 6pojeBa ka0 OECKOHAYHUX JTEIUMAII-
HUX 3amuca, KOje IPUKA3yjeMo y OBOM OHEJbKY, mparumo, y3 oapebhena ckpahuBama,
HOCTYIAK OaT y Kebusu [1].

ITpermocraBmahemo ma cy HaMm TO3HATa OCHOBHA CBOjcTBa ypebhenor mosma
(Q,+,-,<) (maBemena y omessKy 2 y OKBUPY IIPBE TDH IDyIle AKCHOMA) M HUXOBE
Hocneaune, yrbydyjynu dumeHuIly 1a CBakM palUoOHAJAH OpOj mMa CBOj Jeyuma-
MU 30MUC, KOjU MO:Ke OUTHM KOHAYAH WM MepPUOINYHO-OeckoHauan. Pamu kpaher
r3pajkaBama, cMarpalleMO M KOHAUHE NEIUMAJIHE 3aIMCe IIePUOAUIHO-OEeCKOHAYHAM
(TMMe WTO CBAKOM OJ BUX AOMACYjeMO GECKOHAUHO MHOTO HYyJIA).

OcuoBua me¢uuunuja 1 ckyma peannux GpojeBa y OOJMKYy OECKOHAUHUX EIU-
maunux 3anuca (6) mara je za crpanu 6. C 003uMpoM Ha TAMO HABEJEHY KOHBEHIU]Y,
73 pa3Marpama NeMO WCKHYUNTH 3aIrce KOJU Ce 3aBPIaBajy ¢ OECKOHAUHO MHOTO
JIEBETKHU.

Ancoaymna epednocm matux 6pojesa (6) je 6poj
la] = ap,araz2a3 ... ay . ...

Pesanuja moperka y ckymy R
Penanuja < y cxymy R yBomu ce nedununujom 2 matom Ha crpanu 8. Kazahemo
Ia je a Mame min jemHako on b u mucaty a < b ako Baxku a < b wim a = b.

JIEMA 1. Pesayuja < Ha ckyny R je pesauuja momannoe nopemxa, mj.
sadogomena cy ceojecmea (3.1)—(3.4) nasedena na cmpanu 3.

Joxas. Iloka3u HaBemeHUX CBOjcTaBa cy jemHocraBHu. Viycrpanumje panwm, mo-
Ka/KUMO CBOjCTBO TpamsuTuBHOCTH (3.3), mpu uemy fieMo ce orpaHMunTH Ha CIyYaj
Kaz cy a, b, c mehycobuo pazmuunru mosutusuu Gpojesu. lakme, Tpeba mokazaTu ma
u3a<bwub<ccuemm naje a < c. Heka cy

a = ap,a10a2as . .., b:b(),blbgbg...; C = Cp,C1C2C3 . ..

menuMasH 3amicu gatux opojesa. [lpema medununuju, n3 a < b cieau ma mocroju
opoj k € Ny raraB 1a je

(7) ag="by, a1 =0by, ..., ap—1=>br_1, ap <Dbyg.
Canuno, u3 b < ¢ caequ ma nocroju | € Ny rakas na je
(8) bp=cy, bir=c1, ..., b_1=c_1, b <q.
Ozmaunmo m = min{k,l}. Tama u3 (7) u (8) cirenu ma Baskn

ap =co, A1 =2Cly, --ry Om-1=Cm-1, Gm < Cm,

IMTO ¥ 3HAYU 1A je a < c. W
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ITocTojame TaunMX rpaHuIAa

[TojMOBUM 0103r0 OrpaHUYEHOr CKyIa, MajOpaHTe U CYIPEMYyMa yBOIE ce me(uHu-
mujom 3 maroj Ha crpanu 9. JlokamuMo cama OCHOBHO CBOjCTBO CKyIa PeajHuX OpojeBa
0 KOjeM Ce OH PA3JMKyje Ol CKyla paluOHAJHUX OpojeBa.

TEOPEMA 3. Cesaku Henpasan, 000320 ozpanuyen ckyn y R uma cynpemym
y R; ceaxu nenpasan, 000300 oepanuven cxyn y R uma undumym y R.

Joxas. Horazahiemo TBpheme Teopeme 3a ciaydaj CympeMmyMa.

1° Cnyuaj (3a € A) a > 0. Hocmatpajmo ckyn { [a] | a € A,a > 0} cBux ,uemanx
nenoBa® [a] HeHeraTUBHUX eseMeHaTa CKyna A; oH je orpaHumueH moackyn ckyma Ny,
ma ¥Ma MAKCUMyM — O3HAUMMO Ta ca Zg. llocmaTrpajmo OpojeBe a € A 3a kKoje je
[a] = ¢ 1 BUXOBe WpBe AemUMAe; MOCTOJU HUXOB MAKCUMYM, O3HAUMMO Ta Ca X1,
uta. Jlokaxkumo ma je

T = xo,T1To... = sup A.
3aucra, a < x 3a cBe a € A Basku Ha OCHOBY HaumHa n3bopa nermmadna Gpoja x. Heka
je ' < x u, ma npmmep, ' > 0. Axo je 2’ = xf, zx} ..., Tama mocToju M TaKO Oa je
’_ / /
T =0, X1 Tne1Ty -5 Ty < T

Tana 3a b = zg,21 ...T,, IMaMo 13 je ' < b < .
2° Cayuaj kan je a < 0 3a cBe a € A pa3Marpa ce CAUYHO. B

Anpokcumarnuja peasHnx OpojeBa pamuOHATIHIM

3a npenmsHo neduHUCcame omepammja y ckynmy R Oumhe mam morpebGHA Heka IO-
mohua tBphema o moryhiHOCTH anmpokcuMmaluje peasHux OpojeBa PAIMOHAIHUM.

JIEMA 2. 3a ceaxu peasan 6poj a u ceaxo payuowaaro € > 0 mnocmoje
PAUUOHAARY OPOjesU iy U (g Mmakeu 06 je v < a < Qo U g — ap < €.

Joxas. Hexa je HOp. a = ag,a102a3 . .. To3uTHBAH. 3a 1aTo € € QT m3abepmvo
n € N rako ga je 107" < € (oBo je moryhe na ocxoBy Beh momenyTor ApxumenoBor
CBOjCTBA CKyIa PAIMOHAJHUX OpojeBa). 3a parmonanne GpojeBe a = Gg,d1Qs . . .Gy
u g = aq+ 107" ounrimenso Baxkn o1 K a < ag Uy —a; =107" <e.m

JIEMA 3. 3a csaxa 0sa peaana bpoja a,b, a < b, nocmoju payuonanar 6poj
o makas da je a < a < b.

Joxas. Moxkemo mpernocraButu na cy 6pojesu a,b nemeratusau. Hera je
a = ap,a1ag... u b = by,b1by... (0Baj myr, usyserHo, ako je 6poj b panuoHaIaH
€ KOHAYHVMM [ElUMAJHIM 3alUCOM, MPETIOCTABUMO Ja CMO Ta 3alUCATIA TAKO O Ce
3aBpmaBa ¢ DECKOHAUHO MHOTO Aeserkm). 30or a < b, mocroju k € N Tako na je
ag =bg, a1 =by, ..., ax—1 = bp_1 1 ax < b, Ipu yemy HUCY CBe HerumaJie O6poja b
moueB of Heke jemHake Hysau. O3HaumMo ca p HajMamu o1 Opojesa m, Behux oxm k 3a
koje je b, # 0. Tama ce 6poj b 3amucyje y obauxy

bzbo,blkaObp, rae je bp>0.

Cana 6poj o = bg,by ...b,0...0b, 3am0BOMmBaBaA ycnoB @ < v < b. m
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JIEMA 4. Hexa cy a,b € R. Axo 3a ceaxo € € Q, € > 0 nocmoje payuorairu
bpojesu 1,2 makeu da je 1 < a < Y2, Y1 Kb < Y uye —v1 <€, mada je a =b.

Jloxas. IlpermocraBumo, cymporHo TBphemy, ma je, Ha mpumep, a < b. Ha
OCHOBY JIeMe 3, IIOCTOje PAIMOHAIHA OPOjeBU (1, (o TAKBU T4 je

(9) a<ay <ay<b.

N3zabepumo mpou3BosbHE parmoHagne OpojeBe 71,2 TakBe Oa je v1 < a < Yo U 11 <
b < 2. U3 yeaosa (9) mobujamo ma je y1 < a < g < Y2. Amm tana je obaBe3Ho
Yo — Y1 > Q9 — 1, WITO TPOTUBPEYM IPETIOCTABIN 4 PA3JIUKA Yo — Y1 MOKE OUTH
n3abpaHa Tako na Oyme MPOM3BOJLHO MaJia. M

Cabupame y ckymy R

JEoHUIIMIA 4. 3a 6pojese a,b € R, kaxemo na je 6poj x € R wmuxos 36up
1 o3HauaBaMO T = a + b aKo 3a MpoM3BOJLHE pamuoHajHe Opojese o, o, (1, P2 U3
ap<a<aguf <b< By eremn g + G <o < ag+ o

Yuraomy mIpemIakeMo Aa yIOPEId OBy ACQUHWIU]Y €A HAUMHOM KAaKO CMO Y
npuvepuva 2 u 3 (crp. 7 u 8) ompebusamu nemmage Gpojesa /2 + /3 u - /3.

TEOPEMA 4. 3a 6uno xoja dsa peasna b6poja a,b, bpoj x onucar y dedunuyu-
Ju 4 nocmoju u jedurncmeeno je oopehen. Cem moza, axo cy bpojesu a,b payuonan-
HU, oHOa ce Kao 30up doduja 6poj a + b, creahen Kao 36up payuorasrur Opojesa.

Loxasz. 1° FEezaucmewyuja. Purcupajmo mpoumsBosbHE o, 32 € Q 3a koje je
a < ag ub< [y nmocMarpajMo CKym

A={a1+06i| 1,61 €Q, a1 <a, 1 <L}

Taj ckyn je orpanuuen ogo3ro (3aucra, U3 a1 < a U a < o clenu ga je a < qg U,
camano, 31 < (2, a U3 mOCIenRe ABe HEjeNHAKOCTH clemu Aa je oy + [ < ag + F2).
Ha ocuoBy Teopeme 3, caemu ma mocroju & = sup A — nobujenu 6poj T 3a40BObABA
ycJIOB HaBeneH y meduumimju 4. 3aumcra, HejeAHAKOCT (v + [B1 < & ClIenu OQUPEKTHO
13 YumeHuIe Oa je & MajopanTa ckyma A, a HejemmakocT T < ao + (o U3 UnEEHMIE
na je 6poj ag + (2 Takobhe jemHa ox MajopaHTH TOT CKyIa, [a HE MO:Ke OUTU Mamba Of
HajMame MajopaHTe T.
2° Jeouncmeenocm. Ilpermocrasumo ma, ocum mHabenor OGpoja x, mocroju joim
jeman 6poj y € R, TaraB ma takobhe Basku o + f1 < y < ag + [P2 3a CBe panuoHAIHE
bpojese a1, s, B1, B2 3a Koje je
(10) ap<as<ay u [ <b< P
durcupajmo mpomssossuo ¢ € QF. Ha ocmoBy smeme 2, mOCTOje TaKBU PalMOHAJHI
Opojesu a u g ma je a1 < a < ag U g — 1 < £/2, Kao 1 panumonasnu Gpojesu [y
u B2 taksu ga je 1 < b < Po u By — (1 < €/2. Tama saxe ycnosu (10), na 6pojesu
T Uy 3an0BOsbaBajy ycaose ap + 1 Kz < ag + B2 m ag + 1 <y < az + Pa, xoje
MOKEMO TPEMMCcaTh y 00Ky V1 < T < Yo, V1 < Y < 72, IIpU YeMy je
vo—m1=(az+02) — (a1 + 1) =(aa—a) + (Ba— P1) <e/2+¢/2=¢.

Ilakne, 6pojeBu T 1 y 3aT0BOHABA]Y YCIOBE jJeMe 4, ma Mopajy OUTHU jeqHAKU.
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3° Heka cy a u b panmumonanau 6pojesu u a + b wuxos 36up (y cmuciay cabu-
pama y ckyny Q), u Hera cy i, s, 51, Sz IPOU3BO/HMA PANMOHAIHU OPOjeBU KOjU
3an0B0smasajy ycaose (10). Tama Bawu u a1 + 1 < a + b < ag + f2, upu uemy je,
HA OCHOBY JOKa3aHOT yCJIOBa jeIUHCTEHOCTH, a + b jemunu Opoj KOju 3aI0BOHABA OBY
JIBOCTPYKY HEjeJHAKOCT 3a CBe (1, (o, 31, 32, Tj. OH je ympaBo 30up GpojeBa a u by
cMucity meduEUNUje 4. m

TEOPEMA 5. 3a cabupawe peaanux bpojesa eaxce ceojecmea (1.1)—(1.4) u
(3.5) us cnucka axcuoma peaanur bpojeea (0demax 2, cmp. 2 u 3).

Joxas. Horazaliemo camo cBojctBo (3.5), Tj. Aa, 3a IPOU3BOJLHE peanHe Opojese
a,b,c,m3a <bcremma+c<b+ec

U3 a < b, Ha ocHOBY seme 3, caenu na mocroje g, 1 € Q Taksu ma je a < as <
[1 < b. 3a maru ¢ € R u 3a mo3uTuBaH panuoHAJaH 0POj € = (1 — (2, HA OCHOBY
aeme 2, moctoje y1,v2 € Q mako ma Baku y; < c < Yo M Y2 — 1 < €. Hera cy o u
(2 IPOM3BOLHU palUOHAJIHU OpOjeBu TakBu 1a je oy < a u [Bo > b. Tana Baxu

(11) ap+mn<ate<apt+yy 1 fi+y<bte< f+ .

Cewm Tora je ag + 72 < 01 + 71 (caem u3z v — 1 < € = 1 — ag), na kopucrehu
TpaH3uTUBHOCT pesamuje < u3 (11) nobujamo na jea+c<b+c. m

Mmuoskeme y ckymy R

JE®UHUIUIA 5. 3a nare Gpojese a,b € R, a,b > 0, 6poj x € R je muxos
npou3eo0 U O3HaYaBa Ce T = @ - b aKO 3a IMPOM3BOJLHE palMoHasHe OpojeBe ar, (g,
B1,m0<a; <a<anl<f <b<< Py cmemm a1 <z < azfz. Aro cy a,b
IPOM3BOJLHOT 3HAKA, NEYUHUIM]A TPOU3BOLA C€ YBOIM HA MO3HATU HAUMH.

TEOPEMA 6. 3a buno xoja dsa peasna 6poja a,b, bpoj v onucan y defunuyu-
Ju b nocmoju u jedurncmaeno je oopehen. Cem moza, axo cy bpojesu a,b payuornan-
HU, 0N0G ce Kao npoussod dobuja 6poj a - b, cxeahen Kao npoussod PAYUOHAAHUL
bpojeaa.

Joxas. IorazalieMo er3uCTeHIU]y U je IMHCTBEHOCT IPOU3BOMA MO3UTUBHUX Pe-
anuux OpojeBa a u b. PurcupajMo MPOU3BOJLHE palMOHAIHE OpojeBe aip U 2 3a Koje
jea < ag mub < By u osnaummo ca M Behu on wmux. I[locmarpajmo cse moryhe
panuonasue Gpojese o u (31 3a koje je 0 < a3 < au 0 < B < b. Jlako je mposepuru
[a je CKyI CBUX TaKO HOOWjeHMX IPOU3BOAA (v1/}7 OUPAHWYEH 0403r0 (Ipu deMmy je
aof2 jemna merosa Majopanra). O3HAUMMO ca T CyIpeMyM TOr CKylla (KOjU MOCTOjH
Ha OCHOBY TeopeMe 3); OH 3aJ0B0JbaBa ycioB a1 < © < agf32, Ia npeMa AeUHALMYI
opencTaBiba Mpou3Box OpojeBa a u b.

[TpermocraBumo ga moctoje mBa O6poja, & U Y KOju 3a,0BOHABAjY HEjeTHAKOCTH
(12) aify <x<axfe n o af <y < axf
3a cBe Moryhe panuonasise 6pojese o, ag, 31, G2 3a kKoje je

(13) O<ap<a<aa <M nu 0<61<b<ﬁ2<M
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durcupajyhn nmpoussomro € € Q1 u kopucrehn nemy 2, mabumo 3a maTe 6pojese a u
b Takse pamuonasne Gpojese a1, e, B1, f2 Koju 3am0BobaBajy ycaose (13) u 3a koje
Baku ap —oq < €/(2M) u B2 — 1 < e/(2M). Taza ce 360r ycnosa (12) 06a 6poja
2 7 y Hagmase u3Mely pamuonadHuMx OpojeBa 181 U (282, IPU YEMy 34 PA3JIUKYy THUX
IPAHUIA BAKH

azfy — 1P = az(f2 — B1) + Bi(az —aq) <MﬁMm =ec.

Ha ocuoBy neme 4 caemu ma je z = y.
[Tocnemmu meo TBphema Teopeme MOKa3yje ce CIMIHO KAO y Teopemu 4. m
Bes nmokaza maBomumo u ciaenehe tepheme.

TEOPEMA 7. 3a muoxcewe peasnur bpojesa saxce ceojecmeaa (2.1)—(2.5) u
(3.6) us cnucka axcuoma peasnuz bpojesa (0demax 2, cmp. 2 u 3).

Haxune, (R,+,-,<) je ypebeno nome u (Q, +, -, <) je meroso nornosme, ¢ TUM 1a
nome (R, +, -, <) 3amoBomasa monaray ocobury (4), ma je oHO nomnyHo.

Iepunnnyja ekcrioEeHIUjaIHEe (QYHKIMje

Y Behunu ynbenuka 3a Ipyru pa3pen CPeNmuX IIKOJa, IPU Ie)UHUCARKY EKCIIO-
HeHIjanHe pyHKIuje (C pealHnM eKCIOHEHTOM), YIJIABHOM ce mpehyTkyje ma ce paau
0 cacBUM HeTpuBHUjaHOM Kopaky. Hajuemhe ce cyrepumie na je m0BOJBHO ,,camo “ Ipo-
Iy:RATH neuHUIM]Y u3pasa a” koju je 6uo oxpeben 3a mato a > 0 n z € Q Ha upa-
MMOHAJIHE €KCIOHEHTEe, Y3 BU3YEJHY IPEACTaBY ,OMyHhaBama ' oarosapajyhe kpuse
(B. ciuke 7 u 8). Hurama Tuna ,uemy je jeTHAKO 2V27¢ yriaBHOM Ce He TOCTAaBMbA]Y,
a jomr Mame ce Jaje OArOBOp.

(x,2%),xeQ

Cougka 7

Hapasno, nomenyty medurunnjy Huje Hr Moryhe martum 6e3 xopumhema CBOjCT-
Ba HENPEKNTHOCTY CKyTa PealHnx 6pojeBa (OWio Aa je OHO Y3€TO KAO aKCHOMAa W
je mokazaHo Ha Heku HauwH). VICTO Basku M 3a KBYYHO CBOJCTBO TakKO AeUHMCAHE
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(x,2"),xeR

___ﬂ,,////////

0 X

Cauka 8

(yHEIIje — ma OHa MpeciukaBa cKym R ma ckym RT — mTo, y3 MHjeKTMBHOCT Koja ce
JIAKO IOKa3yje, oMoryfiaBa KOPEKTHY Ae(QUHULU]Y JOTapUTMAa.

Osne hiemo mokazatu kako ce oAroBapajyiu nocTynax CupoBoau y Ciaydajy aedu-
HUCAama CKyna R HA HAYMH KOjU Calla Pa3MaTpaMo.

JEeHUIINIA 6. Herka cy a u b matu peannu OpojeBu, mpu yemy je a > 1
(cmyuaj 0 < a < 1 ce pasmarpa amanorso). Kasxemo ma je 6poj ¢ cmenen 6poja a
6pojem b, u mumemo ¢ = a’, ako 3a cBaka ABa pamuoHaiHA Gpoja (3, (2, TakBa ma je
01 < b < P, Bakn afr < e < a2

TEOPEMA 8. 3a cgaxa dsa peaana bpoja a,b, a > 1, bpoj c onucan y dedunu-
yuju 6 nocmoju u jednosnauno je odpehen. Ilpu mome, axo je b € Q, bpoj ¢ je
jednax epednocmu uspasa a’, cxeahenoz xao cmenen 6poja a ¢ PAUUOHAAHUM U3-
NONCUOYEM.

Jokas. Cxyn A = {a” | B1 € Q,81 < b} je Hempasa: u OrpaHUYEH 0I03TO
6umo Kojum 6pojem obmuka a2 3a By € Q, b < . 3aro mocToju ¢ = sup A; 3a mera,
o koHCTpYKIMjH, Baxkn a’t < ¢ < a™ 3a ce B, F2 € Q 3a woje je f1 < b < fo,
yrMe je er3ucTeHnuja 6poja ¢ JOoKa3aHa.

3a NOKa3 jeIMHCTBEHOCTU OpOja ¢ C OMMCAHUM CBOjCTBUMA WCKOPUCTUNEMO II03-
HaTy DepHyiujeBy HejeIHAKOCT 3alUCaHy y ODJIUKY

(14) d*>14+n(d-1), d>1, neN, n>1,
u3 Koje, craBmpajyhu d = a'/™, gobujamo na Bamu

-1
(15) al/m—1< 272

n

Heka je n € N mpoussomno. Ha ocuoBy seme 2, panuonanuu 6pojesu B1 u o ce MOry
u3abparu Tako ga Oyne f1 < b < fo u fo — 1 < 1/n. Tana us (15) mobujamo na
BAKH

a—1

(16) a” —a® = dP (a7 — 1) <dP (et - 1) < d” -
n
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W3abepumo mpousomuo G2 > b (3a koje je cakako (31 < () u mpupomas 6poj n 3a

a2 (a —1)

Koju je m > , vre je € € QT npoussomno. Tama uz (16) nobujamo ma je

a? —a” < e. Ho, orpma u3 neme 4 e ma Mose MOCTOJaTH CAMO jeJaH OpOj ¢ KOju
3a7I0BOJbABA TPAKEHE YCJIOBE.

[Tocnemme TBpheme ce morasyje jeagHOCTABHO. M

TEOPEMA 9. 3a mato a € R, a > 0, a # 1, dysemuja f: R — RT, nara ca
f(x) = a®, jecre Gujerunja.

Jokas. W3 ocmoBEux csojctasa ¢ymrmmje f 3a a > 1 (Koja ce mako mpenoce
ca ciydaja (QyHKOUje ¢ pANMOHANHUM u3noskuneM), ¢yurmmja f(z) = a* je cTporo
pacryha, makme 1-1. Iloka:xuMmo na je OHA Ha.

Hera je ¢ € RT mpomssommo. Yoummo ckyn A = {8; € Q | ¢ < ¢} — om
je HempasaH U OrpaHMYeH O4O3r0. 3aucTa, Ha OCHOBY Hejemuaxkoctu (14) 3a d = a,

c
bupajyhu npupoman 6poj n 3a koju je n > 1 mobujamo na je a™ > 14 ¢ > ¢, na
a —

1
cla—1)
ma je a™™ < ¢, ma je —n € A. Osmaumvo b = sup A. Tama Gpoj a’ 3amoBomasa
yenos aP < ab < P 3a cse (1,2 € Q 3a xoje je a®' < ¢ < a”. Kaxo je mpema
IPeTX0AHOj TeopeMu 6poj ¢ ¢ TakBOM 0cOOMHOM jemHo3uauHo onpebhen, To mopa Gutu
a=c. m

je n MajopanTa ckyna A; camuno, 6upajyhu n € N tako na je n > nmobujamo

Kao mro 3aamo, 6poj b oapebhen y mokasy mpeTxoaHe TeOpEME 30BE CE L02aPUMAM
bpoja ¢ sa ocnoey a u o3Hauasa b = log,, c.

5. Peanau 6pojeBu kao JlenexkunnoBu nmpeceny

Hemaurku marematuuap Hemexunn (R. Dedekind, 1831-1916) Guo je npsu koju
je, 1872. romuue, nao puropo3ny nedpmHUNUjy peasHux OpojeBa. Mana oHa Ha IpBU
norJen Jeilyje alCTPaKTHO, OCHOBHA HIeja Te Ae(UHUNMje je CACBUM jeIHOCTABHA U
Oasupa ce Ha 3axTeBy na maMeDy ckyma peanHux OpojeBa M CKyma Tayaka HEKe pPaBe
tpeba ma nocroju Oujexnmja. Vmwm, apyruM peumma, na ce (pOpMATHO ajredapcku
13pa3y 3aXTEB N je IpaBa HENPEKUIHA JUHU]A.

[Mournmo m3narame cnenelium nuraToM u3 OCHOBHOT JlemeKMHIOBOr 4iaHKa [8]
(B. cpuckn mpesox y [9]).

CBaKa Tauvka IpaBe JeJu Ty IpaBy HA ABA IeJa, TAKBA Ia CBAaKa

TauKa jeqHOr HeJia JIEKU JIEBO 01 OMiIo Koje Tauke apyror meia. CMarpam na

Ce CyWTVHA HEMPEKUAHOCTY CACTOju y 0OpaTy Te uumeHnne, Tj. y ciaenehem

OPUHIAILY:

Axo cy cBe Tauke jemHe mpaBe HOAEJ/bEHE Y ABE KJIACE TAKO 14 CBaKa

TayKa jeJHe KIace JIEKU JIEBO OX OUIIO KOje Tauke APYyTe Kiace, Taaa HOCTOju

jemHa 1 caMoO jelHA Tauka KOja BPIIUA Ty MOMIEINY.

Manma cy ce KacHMje MOjaBUIM MHOTM APYTW MPUCTYMH AeGUHUCARY CKyma R,
IleIeKVHIOB HAUMH je IyrO OCTA0 jelaH OJ Haj3acTymbeHnjux MeDy KOHCTPYKIN]CKAM



18 3. Kamenbypr

IPUCTYNUMa, KaKO y IPAKTUYHO] HACTABU, TAKO M y YUOeHMIMMA. Y OBOM OJEJLKY
nprkasalieMo riaBHe KOpake MOMEHYTOr IPUCTYNa, YIIaBHOM IpaTehu KiacuyHy uia-
Hak [8] u Heke fomyHe u3 yubeHuka [2].

JEoHUIMIA 7. Hera cy Ay u Ay HeNpa3uu MOICKYTOBU CKyNa PAIMOHAIHUX
6pojesa Q, raksu ma Baskm: 1° A3 U As = Q u 2° (Va; € A1)(Vag € As)ar < as.
Tama kawemo ma je map (Ag, Az) npecex! y crymy Q.

[Ipuverumo ma u3 ycaosa 2° caemu ga je Ay N Az = (. Cryn A; hemo nasusatm
domom, a cryll Ay 2opmom xaacom upecera (A, Ag). Ilpumernmo ma ako je a; € A
u aj < ap, Tama je m aj € Aj; AyamHO BakKM 3a TOPHY KIACY.

$opMAIHO-TOTUURA TJIENAH0, 38 natu mpecek (A1, As), mocroje ciaenehe uerupu
MoryhHaocTu:

1° noma rnaca A; uma cBoj Hajsefiu eseMenT r, a ropma ki1aca Ao HeMa HajMamU
€JIEMEHT;

2° nmoma kmnaca A Hema HajBelin eneMeHT, a ropma kiaaca As MMa CBOj HajMamU
€JIEMEHT T

3° moma kiaaca A, mMa cBoj Hajsehu esmement, a ropma kigaca A; uMa CBOj Haj-
MambU eJIEMEHT;

4° muTy noma kiaca A, uma HajBelin eseMeHT, HUTU ropma Kiaca As uMma Haj-
MAEU €JIEMEHT.

Ommax je, mebhyrum, jacHo ma je ciyuaj 3° memoryh — 3amcra, ako Gu Guio
r1 = max A; u ro = min Ay, (panuonanas) 6poj %(7“1 + r2) He Ou MOrao Ja mpumaga
HUjeIHO] O OBUX KJjaca, CympoTHO yciaoBy Ay U As = Q.

Amu, cryuaj 4° je moryh. IloBomuo je uzabpatu Ay = {z € Qt | 22 > 2} u
A; = Q\ As, u craugapaaum aprymentoM (B. moKa3 Teopeme 1) mokasyje ce ma je
(A1, Ag) mpecexk koju 3a10BobaBa yciIos 4°.

Y cayuajeBuma 1°; omrocuo 2°, kazaliemo na maBenenu Opoj 1 peaausyje Tpecek
(A1, As), unu ma mpecer (A1, As) odpelyje Gpoj r. Y oba cayuaja Basku caenelie:
CBaKM paUOHAJaH Opoj a1 3a KOju je a1 < r Ipulaga NOHOj KIACH, a CBAKMA PAIMIOHA-
aaH O6poj ag 3a KOju je ay > r mpumamga ropmoj knacu. Cam Opoj r MOsKe MpUIATATH
6uno K0joj om Te ABEe Kjaace; na OWCMO ITOjeTHOCTABUINA HEke (OpMyJamnuje, MpeT-
nocraBpbalieMo (ako ce He 3aXTEBa U3PUUUTO Apyraduje) Aa OpOj r NpUmasa ropmoj
knacu (U, JakJie, IPEACTABbA HEeH HAJMALU ENEMEHT).

HeenHuMIA 8. Cryn csux moryhux mpeceka (Ap, As), popMupanux y crymy
pammonanuux Opojesa, 3sahemo ckyn peasnur 6pojesa R. Y ropenoMeryTuM CiIyuajy
4°, taj npecek 3BahieMo upayuonasnum 6pojem.

Yunopebusame peasHux 6pojeBa

HeeuHunmnIA 9. Hera cy o = (A1, As) u 8 = (B, Bs) mBa peasna Gpoja.
Kaxemo ma je 6poj o eehu ox 6poja § u mumemo « > ( ako je Ay D By u Ay # Bj.
Axo Baskn o >  wnm « = 3, oHga mumemo o > 3.

I Tepumun ,mpecex“, kao mpeson Hemauxor “Schnitt”, omsocHO erraeckor “cut”, Kox HAC Ce yCTAIMO.
Mosxna 6u oyXy OpUrMHAIA BAIME OArOBAPAO TEPMUH ,,pe3 ‘.
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[Tpumernmo ma je maru yciaos Ay D Bj exksuBasnentan ycioBy Bs D As. Jlako
je BumeTu ma je, y ciaydajy ma cy OpojeBu « m (3 panuOHAJHU, HEjeIHAKOCT o > [3,
cxBaliena y cMmuciy mperxoaHe NedUHUNMje, eKBUBAJEHTHA YCIOBY & > [y CMUCILY
penanuje moperka y Q.

JIEMA 5. Penanuja > Ha ckyny R je penanuja TOTaJHOT HOPETKA, Tj. 38J0BOJLEHA
cy cBojerBa (3.1)—(3.4) u3 cnmcka akucoma peadnux 6pojesa (cTp. 3).

[oxas. INorazahemo cBojcrsa (3.3) u (3.4).

Hokaxumo ma u3 « > B u B > v caemu o > vy (ocTamu ciydajeBu ce Jako
nposepasajy). Hera je « = (A1, As), f = (B, Bs) uy = (C1, Cs). U3 npernocrasku
a>puf>vcrem naje Ay D By u By D Cq, xao u Ay # By u By # (4, onaxkie
je Ay D Cy m Ay # Cy, nakne a > 7.

Hexa cy cama matu peanau 6pojesu o = (Ay, As) u 8 = (By, Bs). lpernocrasu-
Mo ma He Baku o = [ (ma je Ay # By). Aro je Ay D By, ouma je a > [; ako TO
HUje cayvaj, ona noctoju by € By 3a koju by ¢ Aj, 1j. by € A2. Ho, onga 3a cako
a € Ay Baskn a < by, makae a € By. 3uaun na je By D Aj, maje 8> . m

JIEMA 6. 3a npouszeomne peasne bpojece o u [ 3a koje je o > (3, nocmoju
bap jedan payuorasar 6poj r (a camum mum U OECKOHAUHO MHO20 BUL) 36 KOJU
jea>r>p.

Jokas. Heka je « = (A1,A2) nu 8 = (By1,Bs2). 36or a > 3 Bau A1 D By
u Ay # B;. Cruemu ma mocroju pammonanan 06poj r € A, takas na r ¢ B, 1.
r € Bs. 3a Taj 6poj Basku « > r > (3 (jemHakoct Om MOTJa Ha BaKU ako je 6poj [
panuonasan). Ausm, Kako, mpema NOroBopy, kiaca A; He caxpxu Hajselin emement,
TO ce jeAHAKOCT MOKe uckbyuntu (y ciydajy norpebe ce r moxke nosehiaru). m

Henpexknmaoct ckyma R

IMoncernmo ce ma cMo y cayuajy dopMupama TpPEceka y CKYIY PAIMOHATHUX
6pojeBa MOTIM Ka0 Pe3ynTar HOOUTH Ipeceke TPHjy BPCTa — MOCTOjasa je MOorynHOCT
I3 HUTH J0a KIACA MMa MAKCUMyM, HUTY FOPHA KJIaca UMa MUHUMYM. KibydHa HOBaA
ocobuna ckyna R jecre ma ce Tako HEMTO HE MOME MOTOMUTY AKO (HOPMUPAMO IPECEK
(mo mpaBumuma kao y neduuunmju 7) y ckymy R. Jpyrum peumma, HOBU ckyn R HeMa
»Pyma“ xakse je mmao ckyn Q (Bumeru u murar u3 IleeKMHIOBOT UJaHKA HABEIEH Y
noveTky oBor onemka). Hapenma IleneKuHIOBA TeOpeMa je eKBUBAJIEHTHA TEODEMU 3
0 er3UCTEHUIM]K CYIPEMyMa 003r0 OIPAHMUYEHOT CKYTIA.

TeEOPEMA 10. (Hemekunn) 3a npoussoman npecex (Aq, A2) y ckyny R uau
doma Kaaca uma Hajeehu eaemMenm Ul 20pHa KAGCA UM HATMABU EACMENM.

Nokas. Oznaunvo A; = A NQ u Ay = Q\ A;. Jacwo je na je (A1, Ag) mpecek y
cryny Q — o3maunmo peasan 6poj koju o oxpebyje ca . Taj 6poj Mopa mpunanaru
jemuoj on kuaca Ay i Asy; Hera Hup. v € A;. JoraxnMo 1a je Taza v = max.Aj.
Axo To He Ou Guo ciyuaj, mocrojao 6u 6poj oy € A; Takas ma je ag > . Ilpema
agemu 6 tama mocroju r € Q Takas ma je ag > r > . Kako je r < ag, 10 7 € Aj,
naur € Ay. Hobunm cMO KOHTPAAUKIMA]Y: PaNUOHAJAH OPOj r KOjU IpUlaa A0MmO]
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Kiacu mpeceka koju onapebyje 6poj v sehu je ox camor ror Gpoja! Tume je tBpheme
JOKA3aHO. W

Omnepamnuje y ckymy R

WNnycrpanuje pamu, HaBOAUMO caMo me(uHANU]y cabupama y ckymy R m moxa3
UNIBEHUIE [a OHA NPEICTaBiba ,NPOLyKeme“ omroBapajyhe omepammje y ckymy Q.
Ilokas ocobuna Te omepanuje, ka0 U IeDUHUNU]Y U JOKA3e CBOjCTABA OMEPAIMje MHO-
JKemba M30CTABBHAMO (BUAETH, HID, KBUTY [2]).

HeenHULMIA 10. Heka cy o = (A1, Ag) u 8 = (B, Bs) peannu 6pojesu maru
npecermMa. Ibuxos s6up je 6poj v = (C1,C2), roe pauvonasad 6poj ¢; Hpumana
nomoj kiaacu C7 ako m caMo ako mocroje a; € Ay u by € By Tako ma je a; + by > c1.

JIEMA 7. Axo cy a u § paumonanuu O6pojeBu, OHIA ce BUXOB 30up 7y GpopMUpaH
HA Hampel OMUCAHW HAUMH TOKJama ca 30upoM « + [ mM3paduyHATUM IO TMPABUIUMA
cabupama y ckymy Q.

Joxas. 3a cBako ¢ € Cy Baku ¢ < a+ [ jep je a1 < «, by < 0, na je
3a10 a1 + by < o+ B. Axro 6u y raacu Cy mocrojao 6poj ce < « + (3, Tj. ako je
a+ 8 =cy+p,raejep e QF, Taga Gucyo umamm

¢y =(a—3p)+ (B—3p),

mro Ou 6wio y cympoTHOCTE ¢ meduHANUjoM Opoja co, jep je o — %p 6poj u3 Ay, a
08— %p 6poj u3 Bj; nmakme, cBaku 0poj co canpxkan y Cy Behu je mnm jemmak o + 5.
Tume je mokazano ma mpecek (C1,Co) onpebyje 36up o+ 3. m

IIpumena cBojcTBa HenmpekngHOCTH Y MareMaTuyuKkoj aHAJIN3U

Kao mro 3mamo, ¢BojcTBO HempekumaocTu ckyma R peannux O6pojeBa obe3behyje
[Ia y TOM CKYIIy Baske HEKe O HajBa:KHUjuX Teopema Maremarnuke anamuse. Kao niyc-
Tpanujy, mokaxkumo osne, caémehin Jlenermnnos unanak [8] (amm mpunarobasajyhu
TEpMUHE ¥ O3HAKE CABPEMEHWM), KAKO CE OHO KOPUCTHU Y JOKA3Y TEOPEME O er3UCTeH-
IUju JUMeca MOHOTOHE M orpanudeHe ¢yHrimuje. [loOpo mosHAT cmenujanan cirydaj
oBor TBphema je Teopema 2 0O MOCTOjalmy JMUMECA MOHOTOHOT ¥ OTPAHUYEHOr HU3A
peannux OGpojesa.

TeOPEMA 11. Axo je f: D — R, D C R, cmpozo pacmyha u 000320
oepanuvena Pynkuuje u axo je s = sup D mauka waeomunrasana ckyna D, on-
0a nocmoju konauar lim, s f(x).

Jokas. 36or orparuueHocty ¢pyHKNUje f, MOCTOjU jefaH, ma CAMUM TUM U GECKO-
HAYHO MHOTO GpojeBa ap TakBux aa je f(x) < as 3a cBe x € D — oznaunmmvo ca Ay cryn
cBux TakBux OpojeBa as u A; = R\ As. Csaru ox Gpojesa ay € A; uMa CBOjCTBO
na, 3a cBako € > 0, nocroju § > 0 tako ma je f(z) > o uum je s— 3 < & < s. 3Haun
Ia je cBaku Opoj vy Mamu of 6uio Kor 6poja as € Ag; npema teopemu 10 crenn na
nocToju 6poj « koju je mnu HajBehu enement kaace A; mim HAJMABU €IEMEHT Kiace
Ay. TIpso ce He Moxe moromutu jep je ¢ymrmumja f(z) crporo pacryha; nakme je
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a = min As. Koju rox 6poj a1 € A; na uzabepemo, umahemo na je oy < f(z) < «
Kal je o DOBOJHO Oau3y s, mTo 3Haun Aa je lim, . f(z) = . m
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