
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Marko Koxqica

VIXE REXEǋA JEDNOG ZADATKA O
JEDNAKOSTRANIQNOM TROUGLU

U ovom tekstu prikaza²emo nekoliko alternativnih rexeǌa slede²eg za-
datka:

Neka je M taqka u unutraxǌosti jednakostraniqnog 4ABC takva da
va�i MA = 6, MB = 8 i MC = 10. Odrediti veliqinu ]AMB.

Rexeǌe 1 (Primena inverzije u odnosu na
krug). Uvedimo oznake AB = a, ]MAC = ϕ i
]MBC = θ. Neka je k krug u ravni 4ABC sa
centrom u taqki M i polupreqnika r > 0 i neka se
pri inverziji u odnosu na k taqke A, B i C pres-
likavaju u taqke A′, B′ i C ′, redom, sl. 1. Tada je
]MC ′A′ = ]MAC = ϕ i ]MC ′B′ = ]MBC = θ,
pa je ]A′C ′B′ = ϕ+θ. Kako je 4A′C ′M ∼ 4CAM ,
to je A′C ′ : CA = MC ′ : MA.
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Slika 1

Iz ove proporcije i jednakosti MC ·MC ′ = r2 sledi jednakost A′C ′ =
r2
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a.

Analogno se mo¼e dobiti da va¼i B′C ′ =
r2

80
a i A′B′ =

r2
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a. U 4A′B′C ′ mera

unutraxǌeg ugla koji se nalazi naspram stranice A′B′ jednaka je ϕ + θ, a kako
za stranice B′C ′, C ′A′ i A′B′ va¼i
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= 3 : 4 : 5,

to na osnovu obrnute Pitagorine teoreme sledi da va¼i ϕ + θ = 90◦ i sada se
lako dobija da je

]MAB + ]MBA = 2 · 60◦ − (ϕ + θ) = 120◦ − 90◦ = 30◦

Konaqno sledi da je ]AMB = 180◦ − 30◦ = 150◦. 4
Rexeǌe 2 (Primena jednog svojstva paralelograma). Mo¼emo pretposta-

viti da je MA = 3, MB = 4 i MC = 5.
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Neka je S sredixte du¼i AB i neka se pri cen-
tralnoj simetriji u odnosu na taqku S, taqke C i M
preslikavaju u taqke C ′ i M ′, redom, sl. 2. Uvedi-
mo oznake AB = a, M ′C = x i MM ′ = y. Kako su
qetvorouglovi CMC ′M ′ i MAM ′B paralelogra-
mi (i to nedegenerisani), to je C ′M = M ′C = x,
M ′B = MA = 3 i M ′A = MB = 4. Tako±e je

CC ′ = 2CS = 2
a
√

3
2

= a
√

3 i C ′A = C ′B = AB =
a. Kako je kod svakog paralelograma zbir kvadra-
ta du¼ina dijagonala jednak zbiru kvadrata du¼ina
svih stranica tog paralelograma, to iz paralelo-
grama MAM ′B imamo

y2 + a2 = 2 · (32 + 42) = 2 · 25 = 50,

odakle je y2 = 50− a2.
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Slika 2

Iz paralelograma CMC ′M ′ imamo

y2 + 3a2 = 2 · (52 + x2) = 50 + 2x2.

Ako u posledǌoj jednakosti y2 zamenimo sa 50 − a2, dobijamo jednakost
50 − a2 + 3a2 = 50 + 2x2, odakle sledi da je x2 = a2, pa je x = a. Dakle,
C ′M = C ′A = C ′B = a, pa taqka M pripada kru¼nici qiji je centar taqka C ′

i polupreqnik C ′A. Kako su taqke M i C ′ sa razliqitih strana prave AB, to
je ]AMB = 180◦ − 1

2]AC ′B = 180◦ − 1
2 · 60◦ = 150◦. 4

Rexeǌe 3 (Primena kompleksnih brojeva). Neka 4ABC pripada kom-
pleksnoj ravvi i neka taqkama A,B, C i M odgovaraju kompleksni brojevi a =

ei
2π
3 = −1

2
+
√

3
2

, b = e−i
2π
3 = −1

2
−
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3
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, c = 1 i m, redom. Neka je daǉe

AM = 3ζ, BM = 4ζ i CM = 5ζ, gde je ζ pozitivan realan broj. Tada je b = a i
|a| = |b| = |c| = 1. Iz jednakosti |m−a| = 3ζ, tj. jednakosti (m−a)(m−a) = 9ζ2

i jednakosti a · a = 1 dobijamo jednakost

(1) |m|2 − am− am = 9ζ2 − 1.

Analogno se mo¼e dobiti

|m|2 − bm− bm = 16ζ2 − 1,(2)

|m|2 −m−m = 25ζ2 − 1.(3)

Posledǌu jednakost mo¼emo napisati kao |m|2 = m + m + 25ζ2 − 1, pa ako u
jednakostima (1) i (2) izraz |m|2 zamenimo desnom stranom posledǌe jednakosti,
dobijamo sistem od dve linearne jednaqine sa nepoznatim m i m:

(1− a)m + (1− a)m = −16ζ2,

(1− b)m + (1− b)m = −9ζ2.
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Rexavaǌem ovog sistema (npr. pomo²u Kramerovog pravila) dobija se da je m =
ζ2

6
(−25+7

√
3i), zatim |m|2 =

ζ4

36
((−25)2+(7

√
3)2) =

ζ4

36
·772 =

193ζ4

9
i m+m =

2Re(m) = −25ζ2

3
. Ako posledǌe izraze za |m|2 i m + m uvrstimo u jednakost

|m|2 − (m + m) − 25ζ2 + 1 = 0 i dobijenu jednakost pomno¼imo sa 9, dobijamo
jednakost

193ζ4 − 2 · 3 · 25 · ζ2 + 9 = 0.

Diskriminanta D ove kvadratne jednaqine po ζ2 je

D = 22·32·252−4·193·9 = 4·9·(625−193) = 62·432 = 62·4·108 = 62·4·3·36 = 722·3.

Sledi da je ζ2 =
75 + 36

√
3

193
ili ζ2 =

75− 36
√

3
193

. Pretpostavimo da je ζ2 =
75 + 36

√
3

193
. Kako je |c| = 1, to je AB =

√
3. Uporedimo uglove MAB i MAC.

Kako je

cos ]MAB =
(
√

3)2 + (3ζ)2 − (4ζ)2

2 · √3 · 3ζ
> (

√
3)2 + (3ζ)2 − (5ζ)2

2 · √3 · 3ζ
= cos ]MAC,

to je ]MAB 6 ]MAC, obzirom da je funkcija cos strogo opadaju²a na in-
tervalu (0, π). Sledi da je 2 · ]MAB 6 ]MAB + ]MAC = ]CAB =

π

3
, pa je

]MAB 6 π

6
. Analogno se mo¼e dokazati da je ]MBA 6 π

6
. Sledi da je

]AMB > 2π

3
, pa je cos]AMB 6 cos

2π

3
= −1

2
. S druge strane, kako je

(4) cos ]AMB =
(3ζ)2 − (4ζ)2 − (

√
3)2

2 · 3ζ · 4ζ
=

25
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− 1

8ζ2
,

nejednakost cos]AMB 6 −1
2

je za ζ2 =
75 + 36

√
3

193
ekvivalentna netaqnoj nejed-

nakosti 193 > 37 · (25 + 12
√

3). Sledi da mora biti ζ2 =
75− 36

√
3

193
. Konaqno,

na osnovu jednakosti (4) dobijamo

cos]AMB =
25
24
− 193

8 · (75− 36
√

3)
=
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− 193 · (75 + 36

√
3)

8 · 9 · (252 − (12
√

3)2)

=
25
24
− 193 · 3 · (25 + 12

√
3)

8 · 9 · 193
= −

√
3

2
,

pa je ]AMB =
5π

6
. 4

Rexeǌe 4 (Primena osne simetrije). Neka su A′, B′ i C ′ taqke simetriq-
ne taqki M u odnosu na prave BC, CA i AB, redom, sl. 3. Za 4A′CB′ va¼i
CA′ = CB′ = CM = 10 i ]B′CA′ = 120◦. Neka je T sredixte du¼i A′B′.
Trougao A′CT je polovina jednakostraniqnoog trougla, pa je A′B′ = 2 · TA′ =
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2 · CA′
√

3
2

= 10
√

3. Analogno je B′C ′ = 6
√

3 i C ′A′ = 8
√

3. Kako je A′B′2 =

B′C ′2 +C ′A′2, to je na osnovu obratne Pitagorine teoreme ]B′C ′A′ = 90◦. Kako

je ]AC ′B′ =
180◦ − ]B′AC ′

2
=

180◦ − 120◦

2
= 30◦ i analogno ]BC ′A′ = 30◦, to

je
]AMB = ]AC ′B = ]AC ′B′ + ]B′C ′A′ + ]BC ′A′ = 150◦. 4
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Rexeǌe 5 (Primena rotacije). Pretpostavimo da je MA = 3, MB = 4 i
MC = 5. Neka se pri rotaciji RC,60◦ ravni 4ABC, taqka M slika u taqku L,
sl. 4. Tada je RC,60◦(A) = B i RC,60◦(C) = C, pa je LB = MA = 3 i LC =
MC = 5, a kako je ]MCL = 60◦, to je 4MLC jednakostraniqni, pa je ML = 5.
Kako va¼i ML2 = LB2 + MB2, to je na osnovu obrnute Pitagorine teoreme

]LBM = 90◦. Uvedimo oznake BC = a i ]BML = η. Tada je cos η =
MB

ML
=

4
5

i sin η =
LB

ML
=

3
5
. Na osnovu kosinusne teoreme, primeǌene na 4CMB je

a2 = 52 + 42 − 2 · 5 · 4 · cos (60◦ + η) = 41− 40
(1

2
cos η −

√
3

2
sin η

)

= 41− 40 · 1
2
·
(4

5
−
√

3 · 3
5

)
= 25 + 12

√
3.

Na osnovu kosinusne teoreme, primeǌene na 4AMB je

cos]AMB =
32 + 42 − a2

2 · 3 · 4 =
25− 25− 12

√
3

24
= −

√
3

2
,

pa je ]AMB = 150◦. 4
Rexeǌe 6 (Primena rotacije). Definixemo taqku L kao u prethodnom

rexeǌu, pa na osnovu obratne Pitagorine teoreme dokazujemo da je ]LBM = 90◦.
Me±utim, kako je ]CAM = ]CBL, to je ]CAM +]CBM = ]CBL+]CBM =
]LBM = 90◦. Kako je ]MAB = ]CAB − ]CAM = 60◦ − ]CAM i ]MBA =
60◦−]CBM , to je ]MAB+]MBA = 120◦−(]CAM +]CBM) = 120◦−90◦ =
30◦, odakle sledi da je ]AMB = 150◦. 4
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Rexeǌe 7 (Primena kosinusne teoreme). Pretpostavimo da je MA = 3,
MB = 4 i MC = 5. Uvedimo oznake AB = a, cos ]MCA = u, cos]MCB = v.

Tada je na osnovu kosinusne teoreme, u =
a2 + 16

10a
i v =

a2 + 9
10a

. Kako je ]BCA =
π

3
, to je cos (]MCA + ]MCB) = cos

π

3
, tj. uv − √1− u2

√
1− v2 =

1
2
, odakle

dobijamo da va¼i 2
√

1− u2
√

1− v2 = 2uv−1. Kvadriraǌem posledǌe jednakosti
dobija se 4(1 − u2)(1 − v2) = 4u2v2 − 4uv + 1. Mno¼eǌem i sre±ivaǌem sledi
jednakost

(5) 4(u2 + v2)− 4uv − 3 = 0.

Neka je k =
u

v
. Tada je k =

a2 + 16
a2 + 9

= 1 +
7

a2 + 9
, odakle je

a2 + 9 =
7

k − 1
,(6)

a2 =
7

k − 1
− 9 =

16− 9k

k − 1
.(7)

Ako u jednakosti (5), u zamenimo sa kv, dobijamo jednakost 4(k2+1)v2−4kv2−3 =

0, odakle sledi da va¼i v2 =
3

4(k2 − k + 1)
. S druge strane, iz (6) i (7) imamo

v2 =
(a2 + 9)2

(10a)2
=

49
(k − 1)2

· 1
100

· 1
a2

=
49

(k − 1)2
· 1
100

· k − 1
16− 9k

=
49
100

· 1
(k − 1)(16− 9k)

.

Sledi da va¼i
49
100

· 1
(k − 1)(16− 9k)

=
3

4(k2 − k + 1)
, odakle mo¼emo dobiti

jednakost 724k2 − 1924k + 1249 = 0, tj. jednakost

4 · 181 · k2 − 4 · 481 · k + 1249 = 0.

Diskriminanta D ove kvadratne jednaqine po k je

D = 42 · (4812− 181 · 1249) = 42 · 5292 = 42 · 36 · 147 = 42 · 62 · 3 · 49 = (4 · 6 · 7)2 · 3.

Sledi da je k =
481 + 42

√
3

2 · 181
ili k =

481− 42
√

3
2 · 181

, pa va¼i

7
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=
7

481+42
√

3
2·181 − 1

=
7 · 2 · 181

119 + 42
√

3
=

7 · 2 · 181
7(17 + 6

√
3)

=
2 · 181 · (17− 6

√
3)

172 − (6
√

3)2

=
2 · 181 · (17− 6

√
3)

181
= 34− 12

√
3,

tj.
7

k − 1
= 34 + 12

√
3. Dobijamo da va¼i a2 =

7
k − 1

− 9 = 25 − 12
√

3, tj.

a2 = 25 + 12
√

3. Pretpostavimo da je a2 = 25 − 12
√

3. Kako je ]AMB +
]BMC + ]CMA = 2π, to bar jedan od tih uglova mora biti tup, a kako je

MA2 + MB2 −AB2 6 min {MB2 + MC2 −BC2,MC2 + MA2 − CA2},
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to takav mora biti ]AMB. Me±utim kako je cos ]AMB =
32 + 42 − a2

2 · 3 · 4 , to za

a2 = 25 − 12
√

3, va¼i cos ]AMB =
√

3
2

> 0, xto je nemogu²e. Sledi da mora

biti a2 = 25 + 12
√

3, pa je cos]AMB = −
√

3
2

, odakle je ]AMB =
5π

6
. 4

Rexeǌe 8 (Primena analitiqke geometrije). Pretpostavimo da je MA =
3, MB = 4 i MC = 5. Neka je u ravni 4ABC uveden Dekartov pravougli
koordinatni sistem i da taqke A, B,C i M imaju redom koordinate A(0, 0),
B(2p, 0), C(p, p

√
3) i M(x, y), pri qemu je p pozitivan realan broj. Tada su i x

i y pozitivni realni brojevi. Jednakost MA = 3 se sada mo¼e napisati kao

(8) x2 + y2 = 9,

dok se jednakost MB = 4 mo¼e napisati kao (x − 2p)2 + y2 = 16, tj. x2 + y2 −
4px + 4p2 = 16, iz koje, zajedno sa jednakox²u (8) sledi

(9) x = p− 7
4p

.

Jednakost MC = 5 se mo¼e napisati kao (x − p)2 + (y − p
√

3)2 = 25, tj. kao
jednakost, x2 + y2 − 2px + p2 + 3p2 − 2p

√
3y = 25, iz koje se, ako se izraz x2 + y2

zameni sa 9, a izraz −2px, izrazom −2p
(
p− 7

4p

)
, mo¼e dobiti jednakost 2p2 −

2p
√

3y =
25
2

. Iz posledǌe jednakosti dobijamo vezu

(10) y =
p√
3
− 25

4
√

3p
.

Ako se desne strane jednakosti (9) i (10) ubace u jednakost (8), mo¼emo dobiti

jednakost
4
3
p2 +

193
12p2

=
50
3

, koja kada se pomno¼i izrazom 12p2, postaje jednakost

16p4 − 200p2 + 193 = 0.

Diskriminanta D ove kvadratne jednaqine po p2 je

D = 2002 − 4 · 16 · 193 = 22 · 42 · 252 − 4 · 16 · 193 = 82 · (625− 193)

= 82 · 432 = 82 · 4 · 108 = 82 · 4 · 36 · 3 = 82 · 22 · 62 · 3 = (8 · 2 · 6)2 · 3.

Sledi da je p2 =
25 + 12

√
3

4
ili p2 =

25− 12
√

3
4

. Kako je y =
4p2 − 25

4
√

3p
i y > 0,

sledi da mora biti p2 =
25 + 12

√
3

4
. Iz cos]AMB =

32 + 42 − (2p)2

2 · 3 · 4 = −
√

3
2

,
dobijamo ]AMB = 150◦. 4
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