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NEODRE�ENI INTEGRAL RECIPROQNE VREDNOSTI
PROIZVODA LINEARNIH FAKTORA

U ovom kratkom prilogu ²emo pokazati kako se mo¼e na²i neodre±eni inte-
gral

(1)
∫

dx

(x + a)(x + 2a) · · · (x + na)
,

koji u opxtem obliku nije naveden u priruqniku [1]. Zatim ²emo ovaj rezultat
uopxtiti na sluqaj integrala

∫
dx

(x + a1)(x + a2) · · · (x + an)
,

dakle na sluqaj reciproqne vrednosti proizvoda proizvoǉnog broja linearnih
faktora. Na kraju ²emo navesti dva eksplicitno rexena zadatka koji se odnose
na ova dva tipa integrala.

Da bismo uradili navedeno, najpre ²emo funkciju B(x, n) = 1
x(x+1)···(x+n)

da rastavimo na zbir prostih razlomaka, tj. dokaza²emo da va¼i

(2) B(x, n) =
1

x(x + 1) · · · (x + n)
=

1
n!

( n∑

i=0

(−1)i

(
n
i

)

x + i

)
, n ∈ N.

Ovo je svakako najjednostavnije uqiniti matematiqkom indukcijom. Uzmimo, dak-
le, da je n = 1; tada se (2) svodi na

B(x, 1) =
1

x(x + 1)
=

1
x
− 1

x + 1
=

1
1!

((
1
0

)

x
−

(
1
1

)

x + 1

)
.

Pretpostavimo da rastavǉaǌe (2) va¼i za neki prirodan broj n. Tada je

B(x, n + 1) =
1

x(x + 1) · · · (x + n)
· 1
x + n + 1

=
1
n!

( n∑

i=0

(−1)n

(
n
i

)

(x + i)(x + n− 1)

)

=
1
n!

n∑

i=0

(−1)i

(
n
i

)

n + 1− i

( 1
x + i

− 1
x + n + 1

)
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=
1
n!

( n∑

i=0

(−1)i

(
n
i

)

(n + 1− i)(x + i)
− 1

x + n + 1

n∑

i=0

(−1)i

(
n
i

)

n + 1− i

)

=
1

(n + 1)!

n∑

i=0

(−1)i

(
n+1

i

)

x + i
− 1

(n + 1)!(x + n + 1)

n∑

i=0

(−1)i

(
n + 1

i

)

=
1

(n + 1)!

n+1∑

i=0

(−1)i

(
n+1

i

)

x + i
− 1

(n + 1)!(x + n + 1)

n+1∑

i=0

(−1)i

(
n + 1

i

)

=
1

(n + 1)!

n+1∑

i=0

(−1)i

(
n+1

i

)

x + i
− 1

(n + 1)!(x + n + 1)
(1− 1)n+1

=
1

(n + 1)!

n+1∑

i=0

(−1)i

(
n+1

i

)

x + i
,

qime je tvr±eǌe (2) dokazano. Ako tu relaciju neodre±eno integrixemo, dobijamo

(3)
∫

dx

x(x + 1) · · · (x + n)
=

1
n!

( n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
ln |x + i|

)
+ C.

Ako sada u (3) umesto x uvrstimo x + 1, tada imamo

(4)
∫

dx

(x + 1) · · · (x + n)(x + n + 1)
=

1
n!

( n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
ln |x + i + 1|

)
+ C.

Uvrstimo daǉe n− 1 umesto n, pa relacija (4) prima oblik
(5)∫

dx

(x + 1) · · · (x + n− 1)(x + n)
=

1
(n− 1)!

(n−1∑

i=0

(−1)i

(
n− 1

i

)
ln |x + i + 1|

)
+ C.

Specijalno, za n = 1 jednakost (5) postaje

∫
dx

x + 1
=

1
0!

( 0∑

i=0

(−1)0
(

0
0

)
ln |x + 0 + 1|

)
+ C = ln |x + 1|+ C,

xto smo i oqekivali.

Da bismo odredili integral (1), zamenimo x u relaciji (5) sa
x

a
, gde je

a ∈ R \ {0}, pa dobijamo
(6)∫

dx

(x + a)(x + 2a) · · · (x + na)
=

1
(n− 1)!an−1

n−1∑

i=0

(−1)i

(
n− 1

i

)
ln |x+a(i+1)|+C.

Sada ²emo analizirati uopxteǌe prethodne formule za integral

(7) I(x, a1, a2, . . . , an) =
∫

dx

(x + a1)(x + a2) · · · (x + an)
,
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gde su ai ∈ R konstante i va¼i ai 6= aj kad god je i 6= j.
Napomena 1. Ne bismo dobili nixta na opxtosti kada bismo podintegral-

nu funkciju uzeli u obliku 1
(b1x+c1)(b2x+c2)···(bnx+cn) , bi 6= 0, i = 1, . . . , n, jer se

svi linearni faktori mogu normirati, pa bismo tako dobili

1
(b1x + c1)(b2x + c2) · · · (bnx + cn)

=
1

b1b2 · · · bn(x + a1)(x + a2) · · · (x + an)
,

gde je ai = ci/bi, i = 1, . . . , n.
Posmatrajmo najpre integral (7) za n = 2. Tada je

∫
dx

(x + a1)(x + a2)
=

1
a2 − a1

∫ ( 1
x + a1

− 1
x + a2

)
=

1
a2 − a1

ln
∣∣∣x + a1

x + a2

∣∣∣ + C.

Za n = 3 podintegralna funkcija se mo¼e napisati kao

1
(x + a1)(x + a2)(x + a3)

≡ A1

x + a1
+

A2

x + a2
+

A3

x + a3
,

pri qemu se lako dobija da je A1 = 1
(a2−a1)(a3−a1)

, A2 = 1
(a3−a2)(a1−a2)

, A3 =
1

(a1−a3)(a2−a3)
. Uoqavamo da se imenioci druga dva razlomka dobijaju ako u ime-

niocu za A1 cikliqno pomeramo indekse 1, 2, 3. Formalnu neodre±enu integraci-
ju ne²emo ispisivati.

Predla¼emo qitaocu da na analogan naqin do±e do formule za tra¼eno ras-
tavǉaǌe u sluqaju n = 4. Na osnovu takvih razmatraǌa mo¼emo heuristiqki
zakǉuqiti da u opxtem sluqaju va¼i

(8)
1

(x + a1)(x + a2) · · · (x + an)
≡ A1

x + a1
+

A2

x + a2
+ · · ·+ An

x + an
,

gde je

(9)

A1 =
1

(a2 − a1)(a3 − a1)(a4 − a1) · · · (an−1 − a1)(an − a1)
,

A2 =
1

(a3 − a2)(a4 − a2)(a5 − a2) · · · (an − a2)(a1 − a2)
,

A3 =
1

(a4 − a3)(a5 − a3)(a6 − a3) · · · (a1 − a3)(a2 − a3)
,

...

An =
1

(a1 − an)(a2 − an)(a3 − an) · · · (an−2 − an)(an−1 − an)
.

Odatle je

I(x, a1, a2, . . . , an) = A1 ln |x + a1|+ A2 ln |x + a2|+ · · ·+ An ln |x + an|+ C.

Uz dosta ispisa mo¼e se dokazati matematiqkom indukcijom da va¼i rastavǉaǌe
(8) s vrednostima (9) za konstante Ai.



34 P. Svirqevi²

Napomena 2. Jasno je da je uslov ai 6= aj za i 6= j neophodan da bi prethodna
izvo±eǌa bila mogu²a.

Zadatak 1. Na²i I =
∫

dx

(x + 5)(x + 10)(x + 15)(x + 20)
.

Rexeǌe. Taj integral mo¼emo da napixemo u obliku
I =

∫
dx

(x+5)(x+2·5)(x+3·5)(x+4·5) , a to znaqi da mo¼emo da primenimo formulu (6)
sa a = 5 i n = 4. Dobija se

I =
1

3! 5!

( 3∑

i=0

(−1)i

(
3
i

)
ln |x + 5(i + 1)|

)
+ C

=
1

750
(ln |x + 5| − 3 ln |x + 10|+ 3 ln |x + 15| − ln |x + 20|) + C

=
1

750
ln

∣∣∣∣
(x + 5)(x + 15)3

(x + 10)3(x + 20)

∣∣∣∣ + C.

Zadatak 2. Odrediti I(x,−2, 3,−5, 6).
Rexeǌe. Radi se o integralu oblika (7) u kojem je n = 4, a1 = −2, a2 = 3,

a3 = −5, a4 = 6. Primeǌuju²i formule (8) i (9) dobijamo da je

1
(x− 2)(x + 3)(x− 5)(x + 6)

=
A1

x− 2
+

A2

x + 3
+

A3

x− 5
+

A4

x + 6
,

sa

A1 =
1

(3 + 2)(−5 + 2)(6 + 2)
= − 1

120
, A2 =

1
(−2− 3)(−5− 3)(6− 3)

=
1

120
,

A3 =
1

(−2 + 5)(3 + 5)(6 + 5)
=

1
264

, A4 =
1

(−2− 6)(3− 6)(−5− 6)
= − 1

264
.

Zato je

I(x,−2, 3,−5, 6) =
∫

dx

(x− 2)(x + 3)(x− 5)(x + 6)

=
1

120
ln

∣∣∣∣
x + 3
x− 2

∣∣∣∣ +
1

264
ln

∣∣∣∣
x− 5
x + 6

∣∣∣∣ + C.
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