
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Marko Koxqica

O JEDNAKOKRAKOM TROUGLU

U ovom tekstu dokaza²emo nekoliko potrebnih i dovoǉnih uslova da trougao
euklidske ravni ili trougao euklidske ravni odre±ene klase bude jednakokrak.
Navedimo najpre bez dokaza slede²e tvr±eǌe.

Lema 1. Neka je4ABC trougao euklidske ravni, a W unutraxǌa taqka
stranice AB. Tada va�i

AW

WB
=

sin ]ACW

sin ]BCW
· CA

BC
. ¤

Ako je 4ABC proizvoǉan trougao euklidske ravni, a U, V i W unutraxǌe
taqke du¼i BC, CA i AB, redom, na osnovu Qevine teoreme prave AU,BV i CW

se²i ²e se u jednoj taqki ako i samo ako va¼i
AW

WB
· BU

UC
· CV

V A
= 1. Na osnovu

Qevine teoreme i leme 1 mo¼e se izvesti slede²e tvr±eǌe.

Lema 2. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a U, V i W unutraxǌe
taqke stranica BC, CA i AB, redom. Prave AU,BV i CW seku se u jednoj
taqki ako i samo ako va�i

sin ]ACW

sin ]BCW
· sin ]CBV

sin ]ABV
· sin ]BAU

sin]CAU
= 1. ¤

Teorema 1. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a P taqka u ǌe-
govoj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP . Ako je taqka O centar
opisanog kruga 4ABC, tada je BC = CA ako i samo ako taqka P pripada
pravoj CO.

Dokaz. (=⇒) Ako je BC = CA, onda je ]CAB = ]ABC, pa va¼i ]PAB =
]PBA, odakle je AP = BP , pa taqka P pripada simetrali du¼i AB, a u sluqaju
BC = CA, to je upravo prava CO.

Smer (⇐=) dokaza²emo na qetiri naqina, s tim xto ²emo u prva tri ko-
ristiti slede²e oznake: BC = a, CA = b, AB = c, ]CAB = α, ]ABC = β,
]BCA = γ i ]CAP = ϕ. Napomenimo da ]CAP mora biti oxtar, jer bi u
suprotnom zbir uglova trougla ABC bio strogo ve²i od 180◦.
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1. naqin. Neka su O1 i O2 centri krugova k1 i k2 opisanih oko 4CBP i
4CAP , redom (slika 1). Iz uslova ]CAP = ]CBP sledi da su polupreqnici
krugova opisanih oko trouglova CAP i CBP me±usobno jednakih du¼ina. Oz-
naqimo tu du¼inu sa ρ. Po pretpostavci taqka P pripada pravoj CO, tj. taqka
O pripada pravoj CP , a kako je prava CP radikalna osa krugova k1 i k2, to su su
potencije p(O, k1) i p(O, k2) taqke O u odnosu na te krugove me±usobno jednake,
pa sledi da je

p(O, k1) = OO2
1 − ρ2 = OO2

2 − ρ2 = p(O, k2),

odakle je OO1 = OO2. Trouglovi COO1 i COO2 podudarni su na osnovu stava
SSS. Kako je OB = OC i O1B = O1C, to je prava OO1 simetrala du¼i BC, pa
je prava BC, prava kojoj pripada visina trougla COO1. Analogno je prava CA,
prava kojoj pripada visina trougla COO2, pa iz podudarnosti trouglova COO1

i COO2 sledi da je ]OCB = ]OCA, tj. ]PCB = ]PCA, pa se sada na osnovu
stava USU dokazuje da je 4CBP ∼= 4CAP , odakle je BC = CA.

Slika 1 Slika 2

2. naqin. Pretpostavimo bez umaǌeǌa opxtosti dokaza da je a > b. Tada je
α > β. Kako nije A,O ÷ BC i kako nije B, O ÷ CA, to su uglovi CAB i ABC
oxtri i ]OCB = 90◦ − α i ]OCA = 90◦ − β. Pritom je ]PAB = α − ϕ i
]PBA = β − ϕ. Kako se prave BP,AP i CP seku u jednoj taqki, to na osnovu
Leme 2 imamo

sin ϕ

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

sin ϕ

sin (90◦ − β)
sin (90◦ − α)

= 1,

tj.
sin (α− ϕ)
sin (β − ϕ)

cos β

cosα
= 1, odakle je sin (α− ϕ) cos β = sin (β − ϕ) cos α. Iz pos-

ledǌe jednakosti imamo da je

sin α cosβ cos ϕ− sinϕ cosα cos β = sin β cos ϕ cos α− cos β sinϕ cosα,

odakle je sin (α− β) cos ϕ = 0. Kako je cos ϕ > 0 i sin (α− β) > 0, s obzirom da
je 0 6 α − β < 90◦, sledi da mora biti sin (α− β) = 0, odakle je α = β, pa je
BC = CA.

3. naqin. Neka je k3 krug ravni4ABC sa centrom u taqki C i polupreqnika
ρ1 > 0 i neka se pri inverziji u odnosu na krug k3 taqke A,B i P preslikavaju
redom u taqke A′, B′ i P ′ (slika 2). Tada je ]CA′B′ = ]CBA = β, ]CB′A′ =
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]CAB = α i ]A′CP ′ = ]ACP = ]ACO = 90◦ − β. Iz ovog sledi da je
CP ′⊥A′B′. Oznaqimo sa X preseqnu taqku pravih CP ′ i du¼i A′B′. Kako je i
]A′P ′X = ]A′P ′C = ]PAC = ]PBC = ]B′P ′C = ]B′P ′X. Na osnovu stava
USU sledi da je 4A′P ′X ∼= 4B′P ′X, pa sledi da je A′X = B′X, tj. taqka X je
sredixte du¼i A′B′. Iz posledǌeg sledi da je prava CP ′ simetrala du¼i A′B′,
a kako taqka C pripada pravoj CP ′ to na osnovu svojstva simetrale du¼i sledi

da CA′ = CB′, odakle sledi da je BC =
ρ2
1

CB′ =
ρ2
1

CA′
= CA.

4. naqin. Slede²i dokaz izvex²emo pomo²u kompleksnih brojeva. Naime,
ravan u kojoj se nalazi4ABC mo¼emo posmatrati kao kompleksnu ravan u kojoj je
svakoj taqki pridru¼en kompleksan broj i gde je rastojaǌe izme±u dva kompleksna
broja z1 i z2 jednako |z1 − z2|, pri qemu je |z| =

√
z · z̄. Taqkama A,B, C, P i O

pridru¼ujemo kompleksne brojeve a, b, c, p i o, redom. Neka je jediniqni krug,
krug qiji je centar taqka kojoj odgovara broj 0 i koji ima polupreqnik 1. Inaqe,
za svaku taqku z jediniqnog kruga va¼i |z|2 = |z − 0|2 = 1, tj. z · z̄ = 1, odnosno
z̄ = 1

z . Neka je krug opisan oko trougla abc jediniqni. Tada je o = 0. Na
osnovu tvr±eǌa koje se mo¼e na²i npr. u [1], taqke x, y i z kompleksne ravni su
kolinearne ako i samo va¼i z−x

z̄−x̄ = z−y
z̄−ȳ , a kako su taqke o, p i c kolinearne, to

va¼i −p
−p̄ = −c

−c̄ , tj.

(1) p̄ =
p

c2
.

Prema tvr±eǌu iz [1], ako ]uzv oznaqava meru ugla qije teme je taqka z, razliqi-
ta od v, a smer rotacije taqke u do taqke koja pripada pravoj odre±enoj taqkama
z i v, suprotan je smeru rotacije kazaǉke na qasovniku, onda va¼i θ = ]uzv ako
i samo ako je

z − v

|z − v| = eiθ z − u

|z − u| .

Kako je ϕ = ]pac = ]cbp, imamo a−c
|a−c| = eiϕ a−p

|a−p| i b−p
|b−p| = eiϕ b−c

|b−c| . Odavde

je a−c
|a−c|

|a−p|
a−p = b−p

|b−p|
|b−c|
b−c . Kvadriraǌem i korix²eǌem qiǌenice da za svaki

kompleksan broj z va¼i |z|2 = z · z̄, dobijamo a−c
ā−c̄

ā−p̄
a−p = b−p

b−p̄

b̄−c̄
b−c , pa na osnovu

jednakosti (1) i qiǌenice da za tetivu xy jediniqnog kruga va¼i x−y
x̄−ȳ = −xy,

dobijamo da va¼i

−ac

1
a −

p

c2

a− p
= − 1

bc

b− p

1
b −

p

c2

, tj.
c2 − ap

c2(a− p)
=

b− p

c2 − pb
.

Posle mno¼eǌa i sre±ivaǌa dobijamo jednakost

(2) (ab− c2)p2 = c2ab− c4.

Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza mo¼emo uzeti c = 1, pa jednakost (2) postaje
(ab − 1)p2 = ab − 1. Doka¼imo da mora biti ab − 1 = 0. Ako to ne bi bilo
ispuǌeno, onda bi va¼ilo p2 = 1, pa bi bilo p = 1 ili p = −1. Ne mo¼e biti
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taqno ni jedno ni drugo s obzirom da je taqka p unutraxǌa taqka trougla abc,
a samim tim i unutraxǌa taqka jediniqnog kruga. Sledi da mora biti ab = 1,
odakle je b = 1

a = ā, tj. taqke a i b su simetriqne u odnosu na realnu osu tj.
pravu odre±enu taqkama o i c, odakle je |a− c| = |b− c|. ¤

Teorema 2. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a P taqka u ǌego-
voj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP . Ako je taqka T te�ixte
4ABC, tada je BC = CA ako i samo ako taqka P pripada pravoj CT .

Dokaz. (=⇒) U sluqaju BC = CA, taqka P , taqka C i te¼ixte trougla
ABC pripadaju simetrali stranice AB.

Smer (⇐=) dokaza²emo na tri naqina i koristi²emo oznake iz prve teoreme.
Oznaqimo sa C1 sredixte stranice AB. Uslov da taqka T pripada pravoj CP
ekvivalentan je uslovu da su taqke C,P i C1 kolinearne.

1. naqin. Isto kao i u prvom naqinu prve teoreme (slika 1) mo¼emo zakǉu-
qiti da je C1O1 = C1O2. Ista jednakost sledi i iz podudarnosti trouglova
C1SO1 i C1SO2, gde je taqka S presek dijagonala romba O1PO2C. Sada su
trouglovi AC1O2 i BC1O1 podudarni na osnovu stava SSS, odakle sledi da su
visine tih trouglova iz temena O1 i O2 me±usobno jednakih du¼ina. Sledi da
su taqke O1 i O2 na jednakim rastojaǌima od prave AB, pa su prave AB i O1O2

paralelne, a kako je CC1⊥O1O2, to je i CC1⊥AB, odakle konaqno sledi da je
BC = CA.

2. naqin. Na osnovu sinusne teoreme primeǌene na 4AC1C imamo

sin ]ACC1 =
AC1

CC1
sin α =

AB

2CC1
sin α,

dok primenom sinusne teoreme na4BCC1 imamo sin ]BCC1 =
AB

2CC1
sin β. Prave

CP,BP i AP seku se u jednoj taqki pa je

sin ]ACC1

sin ]BCC1

sinϕ

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

sin ϕ
= 1,

odakle sledi da va¼i

(3)
sin α sin (α− ϕ)
sin β sin (β − ϕ)

= 1.

Posledǌa jednakost je ekvivalentna, redom, jednakostima:

sin2 α cos ϕ− sin α cos α sin ϕ = sin2 β cosϕ− sin β cosβ sin ϕ,

(sin2 α− sin2 β) cos ϕ = 1
2 (sin 2α− sin 2β) sin ϕ,

( 1−cos 2α
2 − 1−cos 2β

2 ) cos ϕ = 1
2 (sin 2α− sin 2β) sin ϕ,

sin (α + β) sin (α− β) cos ϕ = cos (α + β) sin (α− β) sin ϕ,

sin (α− β)(sin (α + β) cos ϕ− cos (α + β) sin ϕ) = 0,

sin (α− β) sin (α + β − ϕ) = 0.
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Kako je 0◦ < α + β − ϕ < 180◦, to mora biti sin (α− β) = 0, a s obzirom da je
−90◦ < α− β < 90◦ sledi da va¼i α− β = 0, tj. α = β, odakle je BC = CA.

3. naqin. Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpostavimo da je BC > CA.
Tada je α > β, pa samim tim i α−ϕ > β−ϕ, odakle, na osnovu odnosa stranica
i uglova u 4APB sledi BP > AP . Primenom sinusne teoreme na 4ABC imamo
BC

CA
=

sin α

sinβ
, dok primenom sinusne teoreme na 4APB imamo

BP

AP
=

sin (α− ϕ)
sin (β − ϕ)

.

Sada jednakost (3) mo¼emo napisati u obliku
BC

CA

BP

AP
= 1, pa sledi da je

BP

AP
=

CA

BC
6 1, odakle je BP 6 AP . Sledi da je BP = AP , pa je α − ϕ = β − ϕ,

odnosno α = β, odakle je BC = CA. ¤

Teorema 3. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni, a P
taqka u ǌegovoj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP i 2]BCA +
]CAP 6= 90◦. Ako je taqka Z centar Ojlerovog kruga 4ABC, tada je BC =
CA ako i samo ako taqka P pripada pravoj CZ.

Dokaz. (=⇒) U sluqaju BC = CA, taqka P , taqka C, ortocentar H i
centar O opisanog kruga 4ABC pripadaju simetrali stranice AB. U sluqaju
da trougao ABC nije jednakostraniqni, taqka Z je sredixte du¼i OH, dok u
obrnutom sluqaju, sve tri taqke O, H i Z se poklapaju.

(⇐=) Oznaqimo sa A1, B1 i C1 sredixta du¼i
BC,CA i AB, redom. Taqka Z je centar kruga
opisanog oko 4A1B1C1, pa je ZA1 = ZB1 = R

2 ,
gde je R du¼ina polupreqnika kruga opisanog oko
4ABC. Kako je4A1ZB1 ∼ 4AOB to je ]ZB1A1 =
]ZA1B1 = ]OAB = 90◦ − γ, obzirom da je 4ABC
oxtrougli i da se centar O opisanog kruga 4ABC
nalazi u ǌegovoj unutraxǌosti.

Slika 3

Kako je prava A1B1 paralelna pravoj AB, to je ]CB1A1 = ]CAB = α i
]B1A1C = ]ABC = β. Primenom sinusne teoreme na 4ZCB1 dobijamo da va¼i

sin ]ZCB1 =
ZB1

CZ
sin (90◦ − γ + α) =

R

2CZ
cos (γ − α) i analogno sin]ZCA1 =

R

2CZ
cos (γ − β). Prave CP,BP i AP se seku u jednoj taqki pa na osnovu Leme 2

imamo
sin]ZCB1

sin ]ZCA1

sin ϕ

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

sin ϕ
= 1,

odakle sledi da va¼i

cos (α− γ) sin (α− ϕ) = cos (β − γ) sin (β − ϕ).

Posledǌa jednakost je redom ekvivalentna jednakostima:

sin (2α− ϕ− γ) + sin (γ − ϕ) = sin (2β − ϕ− γ) + sin (γ − ϕ),

sin (2α− ϕ− γ)− sin (2β − ϕ− γ) = 0,
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cos (α + β − ϕ− γ) sin (α− β) = 0,

cos (180◦ − 2γ − ϕ) sin (α− β) = 0,

cos (2γ + ϕ) sin (α− β) = 0.

Kako je po uslovu teoreme 2γ +ϕ 6= 90◦ i 0◦ < 2γ +ϕ < 270◦, sledi da mora biti
sin (α− β) = 0, pa sledi da je α = β, odakle je BC = CA. ¤

Neka je P taqka u unutraxǌosti 4ABC takva da je ]CAP = ]CBP =
ϕ i neka prava CP seqe du¼ AB u taqki Q. Tada na osnovu sinusne teo-

reme primeǌene na 4APC va¼i sin ]APC =
CA

CP
sinϕ i analogno sin]BPC =

BC

CP
sinϕ. Sledi da je

sin]APQ

sin ]BPQ
=

sin ]APC

sin ]BPC
=

CA

BC
. Na osnovu Leme 1 va¼i

AQ

BQ
=

sin]APQ

sin ]BPQ
· AP

BP
tj.

(4)
AP

BP
=

BC

CA

AQ

BQ
.

Teorema 4. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a P taqka u ǌe-
govoj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP . Tada je BC = CA ako i
samo ako taqka P pripada simetrali ugla BCA

Dokaz. (=⇒) Ako je BC = CA, onda se simetrala ]BCA poklapa sa sime-
tralom du¼i AB, a u sluqaju BC = CA taqka P pripada simetrali du¼i AB.

(⇐=) Oznaqimo sa Q preseqnu taqku prave CP i du¼i AB. Poxto je prava
CQ simetrala ]BCA, onda na osnovu teoreme o simetrali ugla trougla va¼i
AQ

BQ
=

CA

BC
. Na osnovu jednakosti (4) imamo

AP

BP
=

BC

CA

AQ

BQ
=

BC

CA

CA

BC
= 1,

pa je AP = BP , odakle sledi da je α − ϕ = β − ϕ, tj. α = β, a samim tim i
BC = CA. ¤

Napomena. Jednakost BC = CA tako±e sledi iz podudarnosti trouglova
BCP i ACP .

Teorema 5. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni, a P
taqka u ǌegovoj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP i ]BCA +
]CAP 6= 90◦. Ako je H ortocentar 4ABC, tada je BC = CA ako i samo
ako su taqke C, P i H kolinearne.

Dokaz. (=⇒) Ako je BC = CA, onda je prava CH simetrala du¼i AB, a u
sluqaju BC = CA, taqka P pripada simetrali du¼i AB.

(⇐=) Oznaqimo sa Q preseqnu taqku prave CP i du¼i AB. Tada je AQ =
CA cos α i BQ = BC cosβ. Na osnovu jednakosti (4) imamo

AP

BP
=

BC

CA

AQ

BQ
=

BC

CA

CA cos α

BC cos β
=

cosα

cos β
.
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Kako je, s druge strane,
AP

BP
=

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

, dobijamo da va¼i
sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

=
cos α

cosβ
,

tj. sin (α− ϕ) cos α = sin (β − ϕ) cos β, xto je ekvivalentno sa sin (2α− ϕ) =
sin (2β − ϕ), tj. cos (α + β − ϕ) sin (α− β) = 0. Posledǌa jednakost ekvivalenta
je jednakosti cos (γ + ϕ) sin (α− β) = 0, iz koje se, zbog uslova teoreme γ + ϕ 6=
90◦, dobija jednakost sin (α− β) = 0, tj. jednakost α = β, a samim tim da va¼i
BC = CA. ¤

Teorema 6. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a P taqka u ǌe-
govoj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP . Tada je BC = CA ako i
samo ako taqka P pripada simedijani 4ABC iz temena C.

Dokaz (=⇒) Ako je BC = CA, onda se simedijana iz temena C poklapa sa
simetralom du¼i AB, a u tom sluqaju taqka P pripada simetrali du¼i AB.

(⇐=) Oznaqimo sa Q preseqnu taqku prave CP i du¼i AB. Poxto je prava

CQ simedijana 4ABC iz temena C, onda va¼i
AQ

BQ
=

CA2

BC2
. Na osnovu jed-

nakosti (4) imamo
AP

BP
=

BC

CA

AQ

BQ
=

BC

CA

CA2

BC2
=

CA

BC
.

Kako je ]CAP = ]CBP , to je 4APC ∼ 4BPC, pa je
CA

BC
=

CP

CP
= 1, tj.

BC = CA. ¤

Teorema 7. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a P taqka u ǌe-
govoj unutraxǌosti, takva da je ]CAP = ]CBP . Ako je D taqka u kojoj
spoǉa pripisani krug 4ABC koji odgovara temenu C, dodiruje stranicu
AB, tada je BC = CA ako i samo ako su taqke C, P i D kolinearne.

Dokaz. (=⇒) Ako je BC = CA, onda je prava CD simetrala du¼i AB, a u
sluqaju BC = CA, taqka P pripada simetrali du¼ AB.

(⇐=) Bez umaǌena opxtosti dokaza pretpostavimo da je a > b. Tada je α > β
i α−ϕ > β−ϕ, pa samim tim i BP > AP . Mo¼e se pokazati da va¼i AD = s−b
i BD = s−a, gde je sa s oznaqen poluobim 4ABC. Tada je D ≡ Q, pa jednakost
(4) postaje

AP

BP
=

BC

CA

AD

BD
=

a(s− b)
b(s− a)

.

Kako je

a(s− b)− b(s− c) =
1
2
(a(c + a− b)− b(b + c− a)) =

1
2
(a− b)(a + b + c) > 0,

to iz posledǌeg sledi
AP

BP
> 1, tj. AP > BP , xto je nemogu²e. Analogno se

dokazuje da ne mo¼e biti ni a < b. Sledi da va¼i BC = CA. ¤
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Posledica 7.1. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, P taqka u
ǌegovoj unutraxǌosti takva da va�i ]CAP = ]CBP , a K taqka upisa-
nog kruga 4ABC koja je dijametralno suprotna taqki dodira tog kruga i
stranice AB. Tada je BC = CA ako i samo ako taqka P pripada pravoj CK.

Dokaz. Neka prava koja sadr¼i taqku K i paralelna je pravoj AB seqe du¼i
BC i CA redom u taqkama M i N i neka je S centar upisanog kruga 4ABC.
Tada je ]NSK = α

2 i ]MSK = β
2 , pa je NK = r tg α

2 i MK = r tg β
2 , odakle

je
NK

MK
=

tg α
2

tg β
2

=
r

s−a
r

s−b

=
s− b

s− a
. Taqke C,K i taqka u kojoj spoǉa pripisani

krug 4ABC koji odgovara temenu C i dodiruje stranicu AB, kolinearne su, pa
tvr±eǌe sledi iz Teoreme 7. ¤

Neka se taqka Q, u kojoj prava CP seqe du¼ AB, poklapa sa taqkom u kojoj
upisani krug 4ABC dodiruje stranicu AB. Pretpostavimo da va¼i α 6 60◦ i
β 6 60◦. Oznaqimo sa r du¼inu polupreqnika upisanog kruga 4ABC. Tada je
AQ =

r

tg α
2

, BQ =
r

tg β
2

, pa koriste²i jednakost (4) dobijamo da va¼i

AP

BP
=

BC

CA

AQ

BQ
=

a tg β
2

b tg α
2

=
sin α tg β

2

sin β tg α
2

=
2 sin α

2 cos α
2 tg β

2

2 sin β
2 cos β

2 tg α
2

=
cos2 α

2

cos2 β
2

.

S druge strane je
AP

BP
=

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

, pa dobijamo da va¼i

(5) sin (α− ϕ) cos2 α
2 = sin (β − ϕ) cos2 β

2 .

Kako je sin (α− ϕ) cos2 α
2 = 2 sin α

2 cos3 α
2 cosϕ − (2 cos4 α

2 − cos2 α
2 ) sin ϕ, to se

jednakost (5) svodi na jednakost

2(sin α
2 cos3 α

2 −sin β
2 cos3 β

2 ) cos ϕ = ((2 cos4 α
2 −cos2 α

2 )−((2 cos4 β
2 −cos2 β

2 )) sin ϕ.

Posledǌu jednakost mo¼emo napisati u obliku

(6) (f(α)− f(β)) cos ϕ = (g(α)− g(β)) sin ϕ,

gde su f i g funkcije koje preslikavaju interval (−π
2 , π

2 ) u skup R realnih bro-
jeva, definisane sa f(t) = 2 sin t

2 cos3 t
2 i g(t) = 2 cos4 t

2 −cos2 t
2 , gde t ∈ (−π

2 , π
2 ).

Lako se izvodi da je f ′(t) = cos2 t
2 (1− 4 sin2 t

2 ) i g′(t) = sin t
2 cos t

2 (4 sin2 t
2 − 3).

Oqigledno je da je f ′(t) > 0 i g′(t) < 0, za svako t ∈ (0, π
3 ). Sledi da je funkcija

f strogo rastu²a, a funkcija g strogo opadaju²a na intervalu (0, π
3 ). Ako su

uglovi α i β strogo maǌi od π
3 , onda oni moraju biti jednaki, jer bi u suprot-

nom strane jednakosti (6) bile razliqite od nule i suprotnih znakova, xto je
nemogu²e. Ako je jedan od uglova α ili β jednak π

3 , na primer α = π
3 , doka¼imo

da tada mora biti i β = π
3 . Pretpostavimo suprotno, tj. da β ∈ (0, π

3 ). Neka
je ε proizvoǉan pozitivan broj. Kako je funkcija f neprekidna na intervalu
(−π

2 , π
2 ), to je lim

t→π
3−

f(t) = f(π
3 ), pa postoji realan broj δε ∈ (0, π

3 − β), tako da
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za svaki realan broj t koji pripada intervalu (π
3 −δε,

π
3 ), va¼i |f(π

3 )−f(t)| < ε,
pa samim tim i f(π

3 )− f(t) > −ε. Tada je

f(π
3 )− f(β) = (f(π

3 )− f(π
3 − δε

2 )) + (f(π
3 − δε

2 )− f(β)) > f(π
3 )− f(π

3 − δε

2 ) > −ε,

obzirom da je f(π
3 − δε

2 )−f(β) > 0, jer je funkcija f strogo rastu²a na intervalu
(0, π

3 ). Sledi da mora biti f(π
3 ) − f(β) > 0. Analogno se mo¼e dokazati da za

svaki realan broj ε > 0, va¼i g(π
3 ) − g(β) < ε, pa sledi da mora biti g(π

3 ) −
g(β) 6 0. Leva strana jednakosti (6) u sluqaju α = π

3 , ve²a je ili jednaka
nuli, dok je ǌena desna strana maǌa ili jednaka nuli. Ovo je mogu²e jedino
za f(π

3 ) − f(β) = g(π
3 ) − g(β) = 0, tj. za f(β) = f(π

3 ) i g(β) = g(π
3 ), pa sledi

da je
f(β)
g(β)

=
f(π

3 )
g(π

3 )
. Kako je

f(t)
g(t)

=
2 sin t

2 cos3 t
2

2 cos4 t
2 − cos2 t

2

= tg t, dobijamo da je

tg β = tg π
3 , xto je nemogu²e, s obzirom da β ∈ (0, π

3 ), a funkcija tg strogo
rastu²a na intervalu (0, π

2 ). Sledi da mora biti β > π
3 , a kako je po uslovu

teoreme β 6 π
3 , to je β = π

3 = α. U oba sluqaja, iz jednakosti α = β, sledi
jednakost BC = CA.

Ovim smo dokazali slede²e tvr±eǌe:

Teorema 8. Neka je4ABC trougao euklidske ravni kod kojeg je ]CAB 6
60◦ i ]ABC 6 60◦ i neka je P taqka unutraxǌosti 4ABC, takva da va�i
]CAP = ]CBP . Ako je E taqka u kojoj upisani krug 4ABC dodiruje stra-
nicu AB, tada je BC = CA ako i samo ako su taqke C,P i E kolinearne. ¤

Posledica 8.1. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni kod kojeg je
]CAB 6 60◦ i ]ABC 6 60◦, P taqka u ǌegovoj unutraxǌosti takva da
va�i ]CAP = ]CBP , a K taqka upisanog kruga 4ABC koja je dijame-
tralno suprotna taqki dodira tog kruga i stranice AB. Neka prava koja
sadr�i taqku K i paralelna je pravoj AB seqe du�i BC i CA redom u
taqkama M i N . Ako je L taqka du�i MN takva da je NL = KM , tada je
BC = CA ako i samo ako taqka P pripada pravoj CL.

Dokaz. Kako je NL = KM = r tg β
2 , LM = MN − NL = MN − KM =

KN = r tg α
2 i

NL

LM
=

tg β
2

tg α
2

, to su taqke C, L i taqka u kojoj upisani krug 4ABC

dodiruje stranicu AB, kolinearne, pa na osnovu Teoreme 8 sledi tvr±eǌe. ¤

Teorema 9. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni kod kojeg je
]BCA 6= 120◦ i neka je P taqka u ǌegovoj unutraxǌosti, takva da je
]CAP = ]CBP i ]BCA + ]CAP 6= 60◦. Ako je T ′′ Toriqelijeva taqka
4ABC, tada je BC = CA ako i samo ako taqka T ′′ pripada pravoj CP .

Dokaz. (=⇒) Neka su A′′ i B′′ taqke takve da va¼i A,A′′ ÷ BC i B,B′′ ÷
CA i pritom su trouglovi BA′′C i AB′′C jednakostraniqni. Tada je taqka T ′′

preseqna taqka du¼i AA′′ i BB′′. U sluqaju BC = CA, taqke C i P pripadaju
simetrali du¼i AB. Na osnovu stava SUS va¼i 4ACA′′ ∼= 4BCB′′, pa je
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]CAA′′ = ]CBB′′, a kako je i ]CAB = ]ABC, to je ]T ′′AB = ]T ′′BA, pa
va¼i AT ′′ = BT ′′, odakle sledi da taqka T ′′ pripada simetrali du¼i AB.

(⇐=) Razmotrimo prvo sluqaj ]BCA < 120◦. Kako je na osnovu stava
SUS, 4AA′′C ∼= 4BB′′C, to je ]CAT ′′ =
]CB′′T ′′, ]CBT ′′ = ]CA′′T ′′ i AA′′ = BB′′.
Tada su qetvorouglovi CT ′′BA′′ i CT ′′AB′′

tetivni, pa je ]CT ′′A′′ = ]CBA′′ = 60◦ i
]CT ′′B′′ = ]CAB′′ = 60◦. Ako va¼i P ≡
T ′′, tada je ]CB′′B = ]CB′′T ′′ = ]CAT ′′ =
]CAP = ]CBP = ]CBT ′′ = ]CBB′′, pa je
BC = CB′′, tj. BC = CA.

Slika 4

Ako je P 6= T ′′, pretpostavimo da va¼i raspored C − P − T ′′ (sluqaj C −
T ′′ − P , razmatra se sliqno). Neka je AA′′ = t0, ]APT ′′ = ε1, ]BPT ′′ = ε2,
]T ′′AB = θ i ]T ′′BA = η. Na osnovu sinusne teoreme primeǌene na 4APC

dobijamo sin ε1 = sin (180◦ − ε1) = sin ]APC =
b

CP
sin ϕ. Sliqno se dobija da

je sin ε2 =
a

CP
sin ϕ. Na osnovu sinusne teoreme primeǌene na 4AT ′′P va¼i

AP

AT ′′
=

sin 120◦

sin ε1
i sliqno

BP

BT ′′
=

sin 120◦

sin ε2
. Deǉeǌem posledǌih dveju jednakosti

dobijamo da va¼i

(7)
AP

BP
=

AT ′′

BT ′′
· sin ε2

sin ε1
=

AT ′′

BT ′′
·

a

CP
sin ϕ

b

CP
sin ϕ

=
AT ′′

BT ′′
· a

b
.

Iz sinusne teoreme primeǌene na 4ABA′′, dobijamo va¼i

sin θ =
BA′′

AA′′
sin ]ABA′′ =

a

t0
sin (β + 60◦) i sliqno sin η =

b

t0
sin (α + 60◦). Na

osnovu sinusne teoreme primeǌene na 4AT ′′B dobijamo da va¼i

AT ′′

BT ′′
=

sin η

sin θ
=

b

a
· sin (α + 60◦)
sin (β + 60◦)

.

Iz posledǌeg niza jednakosti i jednakosti (7) dobijamo da va¼i

AP

BP
=

b

a
· sin (α + 60◦)
sin (β + 60◦)

· a

b
=

sin (α + 60◦)
sin (β + 60◦)

.

Kako je, s druge strane,
AP

BP
=

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

, to dobijamo da va¼i

sin (β − ϕ)
sin (α− ϕ)

=
sin (α + 60◦)
sin (β + 60◦)

.

Napomenimo da se i u sluqaju ]BCA ∈ (120◦, 180◦) mo¼e dobiti ova jednakost.
Iz posledǌe jednakosti dobijamo da va¼e, redom, slede²e jednakosti:
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sin (α− ϕ) · sin (α + 60◦) = sin (β − ϕ) · sin (β + 60◦),

cos (2α + 60◦ − ϕ) = cos (2β + 60◦ − ϕ),

cos (2α + 60◦ − ϕ)− cos (2β + 60◦ − ϕ) = 0,

−2 sin
2(α + β) + 120◦ − 2ϕ

2
sin (α− β) = 0,

sin (α + β + 60◦ − ϕ) sin (α− β) = 0,

sin (180◦ − γ + 60◦ − ϕ) sin (α− β) = 0,

sin (180◦ − (γ + ϕ− 60◦)) sin (α− β) = 0,

sin (γ + ϕ− 60◦) sin (α− β) = 0.

Kako γ + ϕ − 60◦ ∈ (−60◦, 120◦) i po pretpostavci teoreme je γ + ϕ − 60◦ 6= 0◦,
to iz posledǌe jednakosti zakǉuqujemo da mora biti sin (α− β) = 0, odakle je
α = β, pa sledi da va¼i BC = CA, za ]BCA 6= 120◦. U sluqaju ]BCA = 120◦

va¼i T ′′ ≡ C, pa ovaj sluqaj ne razmatramo. ¤

Teorema 10. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a P taqka u
ǌegovoj unutraxǌosti takva da va�i ]CAP = ]CBP . Ako je Sc centar
spoǉa pripisanog kruga 4ABC koji odgovara temenu C, a D taqka, u kojoj
taj krug dodiruje stranicu AB, tada je BC = CA ako i samo ako taqka P
pripada pravoj DSc.

Dokaz. (=⇒) U sluqaju BC = CA, taqke P, D i Sc pripadaju simetrali
du¼i AB.

(⇐=) Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza mo¼emo pretpostaviti da je a > b. Tada
je α− ϕ > β − ϕ, pa iz trougla APB zakǉuqujemo da je AP 6 BP , odakle je

AD2 −BD2 = AP 2 −BP 2 6 0.

S druge strane je AD = s− b i BD = s− a, pa je

AD2 −BD2 = (s− b)2 − (s− a)2 = (s− b− (s− a))(s− a + s− b) = (a− b)c > 0.

Zakǉuqujemo da mora biti AD2 − BD2 = 0, odakle je AD = BD, pa sledi da
va¼i BC = CA. ¤

Teorema 11. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni, a P
taqka u ǌegovoj unutraxǌosti takva da va�i ]CAP = ]CBP i ]BCA +
]CAP > 90◦. Ako je F taqka u kojoj bisektrisa ]BCA seqe stranicu AB, a
n prava u ravni trougla ABC koja sadr�i taqku F i normalna je na pravu
AB, tada je BC = CA ako i samo ako P ∈ n.

Dokaz. (=⇒) U sluqaju BC = CA, taqka P pripada simetrali du¼i AB,
koja se u sluqaju BC = CA, poklapa sa pravom n.

(⇐=) Uvedimo oznaku ]APB = ψ. Tada je ψ = γ + 2ϕ. Na osnovu sinusne

teoreme primeǌene na 4APB, va¼i AP =
sin (β − ϕ)

sin ψ
c i BP =

sin (α− ϕ)
sin ψ

c, pa
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je

AP 2 −BP 2 =
c2

sin2 ψ
· (sin2 (β − ϕ)− sin2 (α− ϕ))

=
c2

sin2 ψ
· (sin (β − ϕ)− sin (α− ϕ)) · (sin (β − ϕ) + sin (α− ϕ))

=
c2

sin2 ψ
· 2 · cos

β − ϕ + α− ϕ

2
· sin β − ϕ− α + ϕ

2
×

× 2 · sin β − ϕ + α− ϕ

2
· cos

β − ϕ− α + ϕ

2

=
c2

sin2 ψ
· sin (α + β − 2ϕ) · sin (β − α) =

c2

sin ψ
· sin (β − α),

s obzirom da je sin (α + β − 2ϕ) = sin (180◦ − γ − 2ϕ) = sin ψ. Na osnovu teoreme

o simetrali ugla trougla je AF =
b

a + b
c i BF =

a

a + b
c, pa je

AF 2 −BF 2 =
c2

(a + b)2
· (b2 − a2) =

c2

(a + b)2
· c2

sin2 γ
· (sin2 β − sin2 α)

=
c2

(a + b)2
· c2

sin2 γ
· sin (α + β) · sin (β − α)

=
c2

(a + b)2
· c2

sin γ
· sin (β − α).

Kako P ∈ n, to va¼i AF 2 −BF 2 = AP 2 −BP 2, odakle sledi da va¼i

sin (β − α) · ( c2

(a + b)2
· 1
sin γ

− 1
sin ψ

) = 0. Kako je

c2

(a + b)2
· 1
sin γ

− 1
sin ψ

<
1

sin γ
− 1

sin ψ
=

sin ψ − sin γ

sin ψ · sin γ

= 2 ·
sin

ψ − γ

2
· cos

ψ + γ

2
sin ψ · sin γ

= 2 ·
sin

2ϕ

2
· cos

γ + 2ϕ + γ

2
sin ψ · sin γ

= 2 · sin ϕ · cos (γ + ϕ)
sinψ · sin γ

6 0,

s obzirom da je c < a + b i γ + ϕ > 90◦, to je sin (β − α) = 0, pa sledi da va¼i
α = β, a samim tim i BC = CA. ¤

Zadaci

1. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni i neka su M i N taqke u ǌegovoj
unutraxǌosti takve da va¼i ]CAM = ]CBN i CM = CN . Ako se prave
AM i BN seku u taqki P i ako je S sredixte du¼i MN , tada je BC = CA
ako i samo ako su taqke C, P i S kolinearne.
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2. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni i neka su M i N taqke u ǌegovoj
unutraxǌosti takve da va¼i ]CAM = ]CBN i AM = BN . Ako se prave
AM i BN seku u taqki P i ako je S sredixte du¼i MN , tada je BC = CA
ako i samo ako su taqke C, P i S kolinearne.

3. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni i neka su M i N taqke
u ǌegovoj unutraxǌosti takve da va¼i ]CAM = ]CBN i CM = CN i
]BCA + ]CAM − 1

2]MCN 6= 90◦. Ako je S sredixte du¼i MN , tada je
BC = CA ako i samo ako je CS⊥AB.

4. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni i neka su M i N taqke
u ǌegovoj unutraxǌosti takve da va¼i ]CAM = ]CBN i AM = BN . Ako
je S sredixte du¼i MN , tada je BC = CA ako i samo ako je CS⊥AB.

5. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni i neka su M i N unu-
traxǌe taqke stranice AB takve da va¼i ]ACM = ]BCN , a mera ugla
MCN nije strogo ve²a od mere ugla CAB i mere ugla ABC. Ako bisektrisa
ugla CAB seqe du¼ CM u taqki P , a bisektrisa ugla ABC du¼ CN u taqki
Q, tada je BC = CA ako i samo ako je AP = BQ.

6. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni i neka su M i N unutraxǌe taqke
stranice AB, takve da va¼i raspored A−M −N −B i jednakost ]ACM =
]BCN . Ako bisektrisa ugla BNC trougla BNC seqe stranicu BC u taqki
P , a bisektrisa ugla AMC trougla AMC stranicu CA u taqki Q, tada je
BC = CA ako i samo ako je PQ ‖ AB.

7. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni i neka su M i N unu-
traxǌe taqke du¼i AB, takve da va¼i raspored A−M −N −B i jednakost
]ACM = ]BCN , pri qemu va¼i max{]CAB, ]ABC}+]ACM 6 90◦. Ako
je P unutraxǌa taqka stranice BC, a Q unutraxǌa taqka stranice CA
takve da va¼i ]AMQ = ]BNP i max{]CAB, ]ABC} + ]AMQ 6 90◦,
tada je BC = CA ako i samo ako je MQ = PN .

8. Neka je 4ABC oxtrougli trougao euklidske ravni i neka su M i N unu-
traxǌe taqke stranice AB, takve da va¼i raspored A − M − N − B i
jednakost AM = BN . Ako je P podno¼je normale iz taqke M na stranicu
BC, Q podno¼je normale iz taqke N na stranicu CA, a L preseqna taqka
du¼i MP i NQ, tada je BC = CA ako i samo ako je CL⊥PQ.

9. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, a Q taqka u ǌegovoj unutraxǌosti
takva da va¼i QA = QB. Ako je S centar upisanog kruga 4ABC, tada je
BC = CA ako i samo ako taqka Q pripada pravoj CS.

10. Neka je 4ABC trougao euklidske ravni, P taqka za koju je P, A ÷ BC i
PB = PC, Q taqka za koju je Q,B÷CA i QA = QC i pritom va¼i ]PBC =
]QAC i max{]CAB, ]ABC}+ ]PBC < 180◦. Tada va¼i BC = CA ako i
samo ako normala na PQ iz taqke C sadr¼i sredixte du¼i AB.
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