HACTABA MATEMATUWKE Y CPEAIHOJ IITKOJIN

Mapxko Komruuma

O JEIJHAKOKPAKOM TPOYTJLY

Y 0BOM TeKCTY moka3aheMo HEKOJMKO MOTPEOHUX U HOBOJLHUX YCJIOBA Oa TPOYTao
eYKJIUICKE PABHU WJIM TPOYrao eykiamiacke pasHu oxpebene kiace Oyle jeIHaKOKPAak.
Hasemumo majupe Ge3 mokasa cienehe tepheme.

JIEMA 1. Hexa je NABC mpoyzao eykaudcke pagnu, a W ynympawmna mavwka
cmparuye AB. Tada eaxncu

AW sin LACW C’iA
WB  sin{BCW BC’

Axo je AABC upoussosman Tpoyrao eykauicke pasau, a U,V u W yayrpamme

rauke nysxu BC,CA u AB, penom, na ocuoBy Yesune teopeme npase AU, BV u CW
cehu he ce y jemaoj ta aKO M CaMO aKO Ba! AW BU OV 1. Ha ocso
" HOj TAUKM AKO U CAMO aKO BAKA —— - —— + —— = 1. HOB
¥ JEAE0) WB UC VA Y

Uesune Teopeme u neme 1 Moske ce m3Bectu cienehe tepheme.

JIEMA 2. Hexa je NABC mpoyzao eyxaudcke pasru, a U,V u W ynympawme
mavke cmpanuya BC,CA uw AB, pedom. IIpase AU, BV u CW cexy ce y jednoj
MawKy aKO U CaAMO AKO 8ANCU

sin LACW sin£CBV sin£BAU B

SmZBCW snAABV smzcau ~ U

TEOPEMA 1. Hexa je ANABC mpoyeao eykaudcke pasnu, a P mavkxa y we-
2060j yrnympawmwocmu, maxsa 0a je LCAP = LACBP. Axo je mauka O yewmap
onucanoz kpyea NABC, mada je BC = CA axo u camo axo mauka P npunada
npaeoj CO.

JNokas. (=) Aro je BC = CA, ouna je LCAB = LABC, na Baxu {PAB =
APBA, onakne je AP = BP, na rauka P npunana cumerpainu aysxku AB, a 'y cayuajy
BC = CA, to je yupaso npasa CO.

Cmep (<=) nokazaliemo Ha YeTMpM HAuMHA, C TUM WTO NeMO y mpBa TPU KO-
puctutu cnenehe oznake: BC = a, CA =b, AB = ¢, KCAB = «a, LABC = [3,
ABCA = v u £LCAP = p. Hamomennmo nma £C'AP mopa Butu omrap, jep 6u y
cymporHoM 36up yriaosa tpoyria ABC 6uo crporo Behu ox 180°.
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1. navwun. Heka cy O1 u Oy uentpu kpyrosa ki u ko omucanux oko ACBP u
ACAP, penom (cauka 1). U3 yecnosa LCAP = ACBP cremu na ¢y NOLyIPEYHANN
kpyrosa omucanux oko tpoyraosa CAP u CBP mebycobuo jemnakux nysxkuna. O3-
HAUMMO Ty Ay:kuHY ca p. 1lo mpermocrasiu Tauka P npunana npasoj CO, Tj. Tauka
O nmpunana npasoj C'P, a kako je npasa C P pamukaina oca kpyrosa kq u ko, TO Cy Cy
norernuje p(O, k1) u p(O, ko) Taure O y ommocy Ha Te Kpyrose mehycobro jemmake,
na ciaend na je

p(0, k1) = 007 — p* = 003 — p* = p(O, ky),

omakie je 007 = O0s. Tpoyraosu COO; u COO, monynapHu Cy Ha OCHOBY CTaBa
CCC. Kaxro je OB =0OC u O1B = O,C, 7o je npaBa OO; cumerpana ay:xu BC, na
je mpasa BC', mpasa kojoj npunana sucuna tpoyraa COQ;p. Aunasnorno je mpasa C'A,
npaBa kojoj npunana sucura tpoyriaa COOs, ma u3 noxynapaoctu Tpoyraosa COO;
u COOy cnemn na je LOCB = LOCA, 1j. {PCB = £PCA, na ce cana Ha OCHOBY
craBa Y CY mokasyje na je ACBP = ANCAP, onakne je BC = CA.

Cnuka 1 Cnuka 2

2. navun. IlpermocTaBumo 6e3 yMamema OMIOTOCTH MOKa3a ma je a > b. Tanma je
a > . Rako muje A, O + BC u rako uuje B,0 <+ C A, 1o cy yrnosu CAB u ABC
omrpu u £LOCB = 90° — a u LOCA = 90° — 3. Ilputom je {PAB = a— p u
APBA = 3 — ¢. Karo ce npase BP, AP u C'P ceky y jemHOj TQuyKd, TO HA OCHOBY
Jleme 2 umamo
sing  sin (o — ) sin (90° - 8) 1
sin(B—¢) sing sin(90° —a)

sin (a — ) cos 8

Tj. —
) sin (B—p)cosa
JIeIhe je THAKOCTH UMaMO Ja je

= 1, omakxe je sin (o — p)cos S = sin (8 — ¢) cosa. U3 moc-

sin v cos B cos p — sin ¢ cos acos 3 = sin § cos ¢ cos a — cos [ sin  cos a,

omakie je sin (o — ) cosp = 0. Kaxko je cosep > 0 u sin (o — ) > 0, ¢ ob63upom na
je 0 < a— B < 90°, ciemu ma mopa Gurn sin (o — 3) = 0, omakne je o = (3, na je
BC = CA.

3. nawun. Heka je ks kpyr pasau AABC ca nearpom y tauku C' U HOTyIPEUYHUKA
p1 > 0 v Hera ce mpu MHBEP3UjU y OAHOCY Ha Kpyr k3 Tauke A, B u P npeciukaBajy
penom y tauke A', B’ u P’ (cnura 2). Tana je LCA'B’ = KCBA = 3, LCB'A’ =
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LCAB = au LA'CP' = LACP = LACO = 90° — 3. W3 oBor ciemm na je
CP' 1 A'B’. Osnaunmo ca X npeceuny tauxy npasux CP’' u nyxu A’'B’. Kako je un
LA'P'X = LA'P'C = {PAC = {PBC = {B'P'C = {B’'P’X. Ha ocHoBy cTaBa
YCY cnemn na je NA'P'X =2 AB'P'X, na cnemu na je A’X = B'X, 1j. Tauka X je
cpemumre nyxu A’B’. V3 mocaenmer caemu na je mpasa C' P’ cumerpana nysu A’ B,
a Kako tauka C npunama npasoj C P’ to Ha 0c2H0By CngCTBa CUMeTpaJe LYW CIeIn
P1 P1

cB  CA cA.

4. nawun. Crenehn moxa3 m3semhemo momohy kommiekcHux Opojesa. Hamwme,
paBan y k0joj ce Hauazu AABC MokeMO TOCMATPATH KA0 KOMIIEKCHY PaBaH y K0joj je
CBaKO] TAYKU MPUAPYKEH KOMIJIEKCAH OpOj 1 I je pacTojame n3Melhy aBa KOMIIEKCHA
Bpoja 21 ¥ 2z jemHAKO |21 — 23|, npm wemy je |z| = v/z - Z. Taurama A, B,C, P u O
IPUAPYKYjeMO KOMIUIEKCHE OpojeBe a,b,c,p u o, penoM. Hera je jenuemvnum Kpyr,
KpPYyT YMjU je MEHTap Tauka K0joj oxrosapa 6poj 0 u xkoju uma noxymnpeunux 1. Vuaue,
3a CBAKy TAuKy z jemmHMUHOT Kpyra Bawky |z|2 = |z — 02 = 1, 1j. 2 - Z = 1, omHOCHO
zZ = % Heka je kpyr ommcam oko tpoyria abc jemmununu. Tama je o = 0. Ha
ocHoBy TBphema koje ce Moske Hahw Hup. y [1], Tauke 2,y U 2 KOMIUIEKCHE DABHU CY

zZ2—x Z—Y

KOJNMHEAapHE aKO U CaMO BAKUM Z—= = =—Z a KAKO CYy Tauyke 0,p U C KOJWHEAPHE, TO
zZ—x zZ—y

na CA' = CB’, onakne cnemu na je BC =

Bk —2 = =< Tj.
—5 = =&

__ D
(1) p= .
2
[Ipema tBphemy u3 [1], ako Luzv 03HAUABA MePY yIJIa YKje TEME je TAUKa 2, PA3JIdUL-
Ta o1 v, & CMep pOoTaIje Tauke v MO Taduke Koja Mpuiana mpaBoj ompehenoj Traukama
Z M U, CYIPOTaH je CMepy poTalje Ka3ajbke HA YACOBHUKY, OHIA Baxn 0 = Luzv ako
7 CaMO akKo je

2oV g ZU
T
: _ _ a—c __ _ip _a—p b—p __ _ip b—c
Kako je ¢ = Lpac = Lcbp, umamo iz = ¢ lazpl X ompl = € e OpnaBne

a—c la=p| _ b—p |b—c|

el a=p = To=p] b=c " KBampupamem u ropummhemeM UYMBLEHUIE Ta 38 CBAKU

je

; 2 _ 5 ; a—ca—p __ b—pb—=c
KOMILIEKCAH Opoj z Bawu |z|* = z - Z, mobujamo Gcap = j_pb e’ [ HA OCHOBY
jemnarkoctu (1) v yummeHune Aa 33 TETUBY XY jeIUHUYHOT KPYTa BAKU ;:g = —xy,
mobujamMo ma BasKu
1_ P
a2 1 b—p . c? —ap b—p
—ac =—— R B = .
a—1p R 2a—p) 2 —pdb
b 2
[Tocne muOkema u cpehuBama qO00OUjaMO jeTHAKOCT
(2) (ab— A)p* = *ab — ™.
Be3 ymamema ONMITOCTHA IOKA3a MO¥KEMO y3erw ¢ = 1, ma jemsakoct (2) mocraje

(ab — 1)p* = ab — 1. Iokawmmo na Mopa 6utu ab — 1 = 0. Awo To me 6u Guio
HCIYH:EHO, OHJa 01 Bawmao p> = 1, ma 6u 6mwro p = 1 mwmm p = —1. He Momxe Gurn
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TAYHO HU jeIHO HU APYro ¢ 003UpOM Ma je Tauka p yHyTpallkba Tauka Tpoyriaa abc,
a caMuM TUM U yHyTpallkha Tauka jemunuunor kpyra. Cuemu ma mopa Gutu ab = 1,
omakie je b = % = @, Tj. Tauke @ 1 b Cy CUMETpUYHE y OIHOCY HA PEAJHY OCY Tj.

npaBy oxpebheny taukaMa o u ¢, ogakie je |a —c| = |b—¢|. O

TEOPEMA 2. Hexa je AABC mpoyzao eykaudcke pashu, a P mauka y wezo-
e0j ynympawmwocmu, maxea da je LCAP = LACBP. Axo je mawka T mexcuwme
ANABC, mada je BC = CA axo u camo axo mauwka P npunada npasoj CT.

Lokas. (=) Y cayuajy BC = CA, tauka P, tauka C' u Te:RumTe TPOyTIa
ABC upunanajy cumerpaiu crpanuie AB.

Cmep (<) nokazaliemo Ha Tpu HauuHa U KOpuCTUIIEMO O3HAKE U3 IPBE TEOPEME.
Osnaummvo ca C; cpemumte crpanune AB. Ycaos ma tauka 1 mpumana mpasoj C'P
eKBUBAJIEHTAH je yciaoBy nma cy tauke C, P u C] konuneapue.

1. nawun. VlcTo a0 U y IPBOM HAUYMHY IPBE TeopeMe (CIUKa 1) MOKEMO 3aKiby-
qutr na je C107 = C105. Ucta jemuakocr cienu u u3 MOLYIAPHOCTH TPOYTIIOBA
C1501 u C150,, rge je tauka S mpecek mujaronasa pomba O1PO.C. Capna cy
rpoyriaosu AC102 u BC1 01 nonynapuu Ha ocuoBy crasa CCC, omakie caenu na cy
BrcuHE TUX TpoyrioBa u3 temena O; u Oy mehycobuo jenmakux ny:xuma. Cremu ma
cy Tauke O u Oy Ha jemHakuM pacrojamuma o npase AB, na cy npase AB u 0104
napasenre, a kako je CC1 10103, 10 je u CCy LAB, onakie KOHAYHO Clequd na je
BC = CA.

2. navun. Ha ocuoBy cumycue teopeme npumemene Ha AACTC umamo

ACH AB
1 A = — 1 =
sin LACCy oc, sin a 500,

sin a,

AB
IOk npuMeHoM cunycue Teopeme Ha ABCCy umamo sin £ BCCh = 00 sin 8. IIpase
CP,BP u AP ceky ce y jenHoj Tauku ma je 1

sin{ACC, sing  sin(a—¢)
sin {BCCy sin (6 — @) sing -

OJaKJje Claemu na Baku

sinasin (o — @)
) sin Bsin (8 — ) !

[Tocnenma jeAHAKOCT je €KBUBAJEHTHA, PEIOM, jeTHAKOCTUMA:

sin? & cos ¢ — sin o cos asin ¢ = sin? 3 cos ¢ — sin [ cos B sin ¢,

2

(sin® o — sin® ) cos ¢ = % (sin 2a — sin 23) sin ¢,

(1*“2’S 2a _ 1708325) cosp = %(sin 2a — sin 23) sin g,

sin (o + §) sin (a — ) cos ¢ = cos (a + () sin (o — ) sin ¢,
sin (o — B)(sin (a + B) cos ¢ — cos (o + [) sinp) = 0,
sin (o — @) sin (a4 8 — ) = 0.
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Kako je 0° < a+ 8 — ¢ < 180°, to mopa 6uru sin (o« — 8) = 0, a ¢ o63upom 1a je
—90° < a — B < 90° cnemu na Bk o — 3 =0, 1j. a = 3, omakue je BC = CA.

3. navwun. DBe3 yMmamema ommTocTu I0Ka3a mpermoctasumo na je BC > CA.
Tanma je a > 3, ma camum TuM 1 @ — @ > 3 — (o, OAKIE, HA OCHOBY OJHOCA CTDAHUIA

u yraosa y ANAPB cnemu BP > AP. Ilpumenou cunycue teopeme Ha AABC nvmamo
BC i BP i —
_ma JIOK TIpUMeHOM cuaycHe Teopeme Ha A AP B nmamo —— = n (@ — ¢)

CA ~ sing’ AP sin(B—¢)
R oy BOBP _ | LBP
Caja jemHarocT MOWKEMO HammucaTh y 06muky ~— —— = 1, ma crema 1a je —— =
50 < 1, omakrne je BP < AP. Crnemu na je BP = AP, naje a —p = 3 — ¢,

omHocHO @ = 3, omakie je BC = CA. O

TEOPEMA 3. Hexa je ANABC owmpoyeau mpoyzao eykaudcke pasHu, a P
mavka y we2080) ywympawmwocmu, makea oa je LCAP = LCBP u 24 BCA +
ALCAP #90°. Axo je mauxa Z yenwmap Ojaeposoe kpyea NABC, mada je BC' =
CA axo u camo axo mauwka P npunada npaeoj CZ.

Nokas. (=) Y cayuajy BC = CA, rauka P, tauka C, oprouentap H u
nenrap O omucanor kpyra AABC npunaznajy cumerpamu crpanune AB. Y cayudajy
nma tpoyrao ABC wmuje jenmaxocTpaHuunu, tauka Z je cpemuinre aysku OH, mok y
obpuyTOM Ciyuajy, cBe Tpu Tauke O, H u Z ce moKIamajy.

(«<=) Oszmaummo ca A1, By u Cy cpenumra Ky:u
BC,CA u AB, pemom. Tauka Z je menrtap Kpyra
omucanor oko ANA1B1CY, na je ZA, = ZB; = g,
rae je R mysxuHA HOTYIPEYHWKA KPyra OMMCAHOT OKO
AABC. Kako je NA1ZB1 ~ AAOB 10 je £ZB1 Ay =
AZA1B; = LOAB = 90° — =, 063upom na je AABC
omrpoyriau u na ce nearap O omnucanor kpyra NAABC
HAJA31 y HEroBOj YHYTPAIIHLOCTH.

Cunugka 3

Kaxko je npasa A;B; mapasenuna npasoj AB, 1o je {CB1A; = ACAB = an
AB1A1C = LABC = 3. Tllpumenom cunycue teopeme Ha AZC By mobujamo na Baxku
. _ ZB; . o R . B
sin £ZCBy = o7 St (90° — v+ a) = 507 ¢ (v — &) n ananorno sin LZC A, =

R
- €08 (v — ). Ilpase CP, BP u AP ce cexy y jensoj Tauku na Ha ocHoBy Jleme 2
MMAMO

sin{ZCB, sing  sin(a— )
sin{ZCA;sin(8—¢) sing

OaKJje claemu na Bakunu

:17

cos (o — ) sin (a — ) = cos (B — ) sin (8 — ¢).
[Tocnenma jemHAKOCT je peoM €KBUBAJIEHTHA j€THAKOCTUMA:

sin (2a — ¢ — ) +sin (y — @) =sin (26 — ¢ — ) +sin (y — p),
sin (2a — ¢ —7) —sin (26 — ¢ —7) =0,
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cos(a+ B —p—7)sin(a—F) =0,
cos (180° — 2y — @) sin (a — B) = 0,
cos (27 + ¢) sin (o — §) = 0.
Kako je mo ycnoBy teopeme 2+ # 90° u 0° < 2v+ ¢ < 270°, caenu na Mopa Outu
sin ( — 8) =0, na cnemu ma je « = 3, omariue je BC = CA. O
Heka je P rtauka y ymyrpammoctu AABC rtaksa ma je L{CAP = LCBP =
@ u meka npaBa CP ceue nysx AB y tauku (). Tana Ha OCHOBY CUHYCHE TeO-
peme npumemene Ha AAPC Baxku sin L APC = C—? sin ¢ u ananorso sin £ BPC =
BC sin {APQ  sin{APC  CA

sinp. Cuemu ma je SnZBPQ _ snABPC BC Ha ocroBy Jleme 1 Baxku

cP
AQ  sinAPQ AP

BQ  sn«BPQ BP

(4)

AP _ BC 4Q
BP CABQ’
TEOPEMA 4. Hexa je ANABC mpoyeao eykaudcke pasnu, a P mauxa y we-

2060j yrnympawmwocmu, maxea 0a je LCAP = LACBP. Tada je BC = CA axo u
camo axo mauka P npunada cumempanu yena BC A

Zokas. (=) Axo je BC = C'A, ouna ce cumerpana £ BC' A nornana ca cuMe-
rpasom ny:xu AB, a y cayuajy BC' = C'A tauka P npunapna cumerpanu xy:xu AB.

(«<=) Osmaunmmo ca @ upeceuny Taury upase C'P u nysxu AB. Ilomro je npaBa

CQ cumerpana £ BCA, onfa Ha OCHOBY TeOpEME O CUMETPAJU YIia TPOYria Baku
AQ CA :
= —— . Ha ocuoBy jemnakoctu (4) umamo

AP _BCAQ _BCCA _|
BP CABQR CABC
na je AP = BP, omakie caemu na je « — @ = 3 — ¢, Tj. @ = [, a CAaMUM TUM U
BC =CA.O

HanmoMEHA. Jemmakoct BC' = C A takobe cienu u3 momyqapHOCTU TPOYTIOBA
BCP u ACP.

TEOPEMA 5. Hexa je ANABC owmpoyzau mpoyzao eyxaudcke pasnu, a P
mavwka Yy weeosoj yrympawmwocmu, maxsa da je LCAP = LCBP uw £BCA +
ACAP # 90°. Axo je H opmouenmap NABC, mada je BC = CA axo u camo
axo cy mawke C, P u H xoauneapne.

Lokas. (=) Axo je BC = CA, onna je mpasa CH cumerpana nysxu AB, a'y
cayuajy BC = C'A, rauka P npunana cumerpanu mysxku AB.

(«<=) Osmaummo ca @ upeceuny tauky npase CP u nysxu AB. Tama je AQ =
CAcosau BQ = BC cos 3. Ha ocuoBy jemnaroctu (4) mmamo

AP BCAQ BCCAcosa cosa

BP  CABQ CABCcosf cosf’
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) AP sin(8— ) ) sin(f—¢) cosa
Kako je, ¢ mpyre ctpane, — = ———— =, mo0bujaMo 1a BAKKN — = ,
BP  sin(a— ) sin (@« — )  cosf
1j. sin(a — @) cosa = sin (8 — ¢)cos 3, mrTo je exkBuBaseHTHO ca sin (2o — @) =
sin (26 — ¢), Tj. cos (o + B — ) sin (a — §) = 0. Iocaenma jeqHAKOCT €KBUBAJIEHTA
je jemnaroctu cos (v + ¢) sin (aw — 3) = 0, u3 koje ce, 360r ycmoBa Teopeme 7y + @ #
90°, nobuja jemmaroct sin (a — §) = 0, Tj. jemmakocT o = (3, a caMuUM TUM Ja BaKU
BC=CA.O

TEOPEMA 6. Hexa je AABC mpoyeao eykaudcke pashu, a P mavxa y we-
20807 ynympawmwocmu, maxsa 0a je LCAP = LCBP. Tada je BC = CA axo u
camo axo mawka P npunada cumedujanu NABC uz memena C.

Zokaz (=) Aro je BC = CA, onna ce cumenujana u3 temena C' mOKIama ca
cuMerpajioMm ay:xu AB, a y ToMm cayudajy Tauka P npumana cumerpanu ay:xu AB.

(«<=) Osmaunmo ca ) upeceuny Taury npase C'P u nysxu AB. Ilomro je npaBa
AQ CA?

CQ cuvemujana NAABC u3 temena C, oHma Baku —— = ——. Ha oCHOBY jen-
BQ  BC?
HakocTy (4) mMaMo

AP BCAQ _BCCA* CA
BP CABQR CABC? BC’

Kako je LCAP = LCBP, 1o je NAPC ~ ABPC, na je % = Q =1, Tj.

BC CP
BC =CA. O

TEOPEMA 7. Hexa je ANABC mpoyzao eykaudcke pasnu, a P mauka y mwe-
20807 yrnympawmwocmu, makea 0a je LCAP = LCBP. Axo je D mauka y xojoj
cnoma npunucanu kpye NABC koju odzosapa memeny C, dodupyje cmpanuyy
AB, mada je BC' = CA axo u camo axo cy mauxe C, P u D xoauneapne.

Nokas. (=) Axo je BC' = CA, ouna je mpasa CD cumerpana nysxu AB, a'y
ciyuajy BC = CA, rauka P npunana cumerpanu nyx AB.

(«<=) Be3 ymameHa OMIITOCTA IOKa3a IPETIOCTaBUMO 1a je a > b. Tana je a > 3
na—@p > 3—¢, nacamum tuM 1 BP > AP. Mo:xe ce mokasaru na Basku AD = s—b
u BD = s—a, rze je ca s o3aaven moayobum AABC. Tanma je D = @, na jemaakoct
(4) mocraje

AP BCAD  a(s—b)
BP  CABD b(s—a)

Kaxo je

a(s—b)—b(s—c) = %(a(c+afb)—b(b+c—a)): %(afb)(a+b+c) > 0,

AP . .
TO U3 NOCHEIREr CIeMM - > 1, 1j. AP > BP, mto je memoryhe. Amnasoruo ce

noka3yje na e Moske outu Hu a < b. Cuemn na Baxku BC = CA. [J
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HMocaemuna 7.1. Hexa je NABC mpoyeao eykaudcke pasnu, P mauka y
we2080j ywympawmocmu maxea da eancuy LCAP = LCBP, a K mauka ynuca-
noe kpyza NABC xoja je dujamempanto cynpommua mawku 000upa moez kpyea u
cmparuye AB. Tada je BC = CA axo u camo axo mayxa P npunada npasoj CK .

Zloxas. Heka mpasa koja canp:ku tauxky K u napaJesnna je npasoj AB ceue ny:&u
BC u CA penom y raukama M u N u Heka je S menrap ymucasor kpyra AABC.
Tana je ANSK = § u {MSK = ,naJe NK—rtngMK—rtgg, 0IaKIIe

6% T
je NE 85 5 5% b. Tauke C, K u Tauka y K0joOj CIIOJba MPUIUCAHA
MK tgg " s—a

kpyr AABC woju onrosapa temeny C' u moaupyje crpanuny AB, xonuaeapse cy, ma
rBpheme caequ u3 Teopeme 7. O

Heka ce tauka @), y kojoj npasa C'P ceue nyx AB, moknama ca TaYKOM y KOjOj
ynucanu kpyr NABC momupyje crpanuiy AB. IlpermocraBumo na Basxku o < 60° u
0 < 60o OsznaunmMo ca r myskuHy nosaynpeunnka ymucanor kpyra AABC. Tana je

AQ=——

r
BQ = —5 Ia kopucrehu jemnakxocr (4) mobujamo ma BaKu
t =

tg g’
£ _ && _ atg% _ sinatgg _ 2sin § cos § gg _ COSQ%
BP  CABQ btg§ sinftg§  2sinZcosStgd  cos? s
AP s
C mpyre crpame je —— = n (8~ <P)’ na nobujaMo ma Baku
BP  sin(a—¢)
(5) sin (o — @) cos® & = sin (8 — ¢) cos” g
Karo je sin (a — ¢) cos? § = 2sin $ cos® § cosp — (2cos* § — cos? §)singp, To ce
jemaroct (5) cBOAM HA jeIHAKOCT
2(sin ¢ cos® ¢ —sin ’g cos® ’g) cos p = ((2cos 5—c052 2)—((2cos* g —cos? g)) sin .
[Mocaeamy jeIHAKOCT MOKEMO HAMCATH Y OOJIUKY
(6) (f(a) = f(B)) cos o = (g() — g(B)) sin g,
rue ¢y f u g QyHKUUje Koje MpecIuKaBajy WHTEPBAJ (f4g, 3y CQKyH R peasnux 6po-

jesa, medummcane ca f(t) = 2sin & cos® L u g(t ) = 2cos %—cos 5, THet € (— ’27, 7).
Jlako ce wssomm na je f'(t) = cos? 5(1 —4sin® L) u ¢/(t) = sin { cos £ (4sin® L — 3).
Ounrnemno je ma je f'(t) >0mu g'(t) <0, 3a crako t € (0, ). Cnezm na je pyHkmmja
f crporo pacryha, a ¢ymkmmja g crporo omamajyha ma wmarepsamy (0, %). Awro cy
YTJIOBU (v ¥ [3 CTPOTO Mamy O] %, OHAa OHU MOpajy Outw jemmaku, jep Oum y CympoT-
HOM cTpaHe jemHakoctu (6) Ouie pasmuumre O HyJe M CYNPOTHUX 3HAKOBA, IITO je
memoryhe. Axko je jeman on yriosa o wiu 3 jenHak %, Ha IpUMep o = 7§, JOKAKUMO
ma Taga mopa 6utn u 3 = . TIpermocrasmmo cympotro, 1j. ma 3 € (0,%). Hexa
je € mpomsBospaH mosutmBaH Opoj. Kako je dymrumja f HemperuzHa HA WHTEPBAIY

(—%,%), T0 je tlirﬂn f(t) = f(5), ma nocroju peanan 6poj o € (0,5 — 3), Taro ma

3
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3a cBaky peanan Opoj t koju mpumnana maTepsaiy (3 —Oc, 5 ), Baxn |f(5) — f(t)] <e,
na camum tam u f(§) — f(t) > —e. Tana je

FE =B =G -fG-5N+UG-5 -0 >3 -G-%) >

o63upowm 1a je f(§ — %5) —f(B) > 0, jep je dynrmumja f crporo pacryha Ha uHTEpBAITY
(0,%). Cremr ma mopa 6uru f(%5) — f(3) = 0. Amamorso ce moxe IOKa3aTh Ja 3a
cBakm pearan 6poj € > 0, sawm g(§) — g(B) < &, ma cmemn na mMopa ourn g(5) —
g(B) < 0. Jlesa crpama jemmaroctu (6) y caydajy o = %, seha je mmm jemmara
HyJu, IOK je HmeHa [eCHa CTpaHa Mama uiu jemHaka Hyau. Oo je moryhe jemuno

sa f(3) — f(B) = 9(3) —9(B) =0, 1j. 3a f(B) = f(3) mg(B) = g(3), na cnemm

wly

f(B) f(%r) . f@) 2 sin % cos® % . .
— = . K = £ — tot 0
e ) g(g) aKo je o) 2cos4% cos2§ gt, mobumjamo ma je

tg8 = tg %, mro je memoryhe, ¢ obsupom na B € (0,%), a dymrmmja tg crporo
pacryha ma marepsany (0,5). Cmemn nma mopa Gutu > %, a Kako je IO yCIOBY
Teopeme 3 < %, To je B = § = . Y oba ciydyaja, u3 jemmakoctu o = (3, cieam
jemmakoctr BC = CA.

OBum cMmo mokaszanu ciaenehe tBpheme:

TEOPEMA 8. Hexa je AABC mpoyeao eyxaudcke pashu k00 kojez je LCAB <
60° u LABC < 60° u nexa je P mauxa ynympawmwocmu NABC, maxea da eancu
ACAP = LCBP. Axo je E maukxa y xojoj ynucarnu xpye NABC dodupyje cmpa-
nuuy AB, mada je BC = CA axo u camo axo cy mawke C, P u E xoauneapre. O

MMocaemnna 8.1. Hexa je ANABC mpoyeao eykaudcke pashu ko0 Kojez je
£LCAB < 60° v £LABC < 60°, P mauka y mezo80j YyHYmpawmocmy maxea 0a
sanmcu LCAP = LCBP, a K mauka ynucarnoz xpyea NABC xoja je dujame-
mpaaro cynpomua maswku dodupa moz kpyea u cmpanwuye AB. Heka npasa xoja
cadpacu mawky K u napaseana je npasoj AB ceue dyacu BC u CA pedom y
maykama M uw N. Axo je L mauwka dyocu M N maxea da je NL = KM, mada je
BC = CA axo u camo axo mauxa P npunada npasoj CL.

Joxas. Kako je NL = KM = rtgg, LM = MN — NL = MN — KM =
NL tgZ
LM tgg’
nomupyje crpanuiy AB, KoauHeapHe, Ia Ha OCHOBY Teopeme 8 caemu TBpheme. [

KN =rtggmu To cy Tauke C, L u tauka y kojoj ynucauu kpyr AABC

TEOPEMA 9. Hexa je NABC mpoyzao eyxaudcke pasHu k00 kojez je
ABCA # 120° u mexa je P mauwka y mwezosoj ynympawmocmu, makxea 0a je
LCAP = LCBP u £BCA + £CAP # 60°. Axo je T" Topuueaujesa mauka
ANABC, mada je BC = CA axo u camo axo mauka T" npunada npasoj C'P.

Joxas. (=) Hexa cy A” u B” Taure taxse na saxu A, A" ~ BC u B, B" +
CA u npurom cy tpoyraosu BA”"C u AB”C jemmarkoctpammunu. Tana je tauka T
npeceuna tauka nyxu AA” u BB"”. Y cayuajy BC = CA, tauke C u P npunanajy
cumerpasu nyxu AB. Ha ocmoBy craBa CYC Bau AACA” =2 ABCB”, na je
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LCAA" = KCBB", a xako je u LCAB = LABC, 1o je LT"AB = {T"BA, na
pakn AT = BT", omakne cinemm ma tauka 1" mpumana cumerpaau nysxu AB.

(<=) Pasmorpumo mpso cayuaj £ BCA < 120°. Kako je Ha OCHOBY cTraBa
CYC, AAA'C = ABB'C, 10 je LCAT" =
LCB"T", KOBT" = LCA"T" w AA” = BB".
Tana cy gersopoyriosu CT"BA" u CT"AB” //f},”
terusuu, na je LCT"A” = LCBA” = 60° u B )
LCT"B" = LCAB" = 60°. Axo Bawu P =

. § L
T, rama je {CB"B = LCB"T" = LCAT" = \ /’
LCAP = LCBP = LCBT" = {CBB", na je AN /
BC = CB”", 1j. BC = CA. A °B

Cunura 4
Axo je P # T", mpernocrasumo ma Basku pacnopen C' — P — T (cayuaj C —
T" — P, pasmarpa ce cmuuno). Heka je AA” = tg, LAPT" = 1, LBPT" = e,
LT"AB = 0 u £T"BA = 1. Ha ocuoBy cumycHe Teopeme npumemere Ha AAPC

nmobujamo Sinf& =sin (180° — 1) = sin LAPC = °Pp sinp. Caununo ce mobuja mxa
je sineg = ——siny. Ha ocmoBy cumycme Teopeme npumemene Ha AAT" P paxn
AP sin 120° BP sin 120° L

AT = el U CAUHO oy =~ o JememeM HOCAEIHUX BE]Y jeHAKOCTH

mobujamMo a BayKu

a .
AP AT sine;  AT” ﬁsm(p AT a

7 il ) - ) - g
(™) BP  BT" sine; BT" b sin BT" b
cph¥
W3 cunycue Teopeme npumemene va AABA" | nobujamo Basku
"
b

sinf = ——— sin K ABA” = Lsin (6+60°) u cimuso sinn = — sin (o + 60°). Ha

AA" to to

OCHOBY CUHYyCHe TeopeMe npuMmemene Ha AAT" B nobujamo na Basku

AT" sinn b sin(a+60°)

BT" — sinf a sin(B+60°)

W3 nocnenmer nu3a jemHaxoctu u jemHakoctu (7) nobujamMo Ia BaxKu

AP b sin(a+60°) a  sin(a+60°)

BP a sin(B+60°) b sin(8+60°)
. AP sin(8— ) .
Kaxo je, ¢ mpyre crpane, — = ———= 10 mobujaMo na Ba:Ku
BP  sin(a— )

sin (8 —¢)  sin(a + 60°)
sin (o —¢)  sin (8 + 60°)°

Hanomenumo ma ce u y cayuajy £ BCA € (120°,180°) moske mo0uTu 0Ba jeTHAKOCT.
W3 nocaenme jemmaxoctu mobujaMo ma Bayke, penoMm, cienehe jemraxocTu:
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sin (a — ¢) - sin (a 4 60°) = sin (8 — @) - sin (5 + 60°),
cos (2a+ 60° — ) = cos (28 4 60° — ),

cos (2a + 60° — ) — cos (26 4+ 60° — ) =0,

2(a+ ) 4—21200 —2p in (- B) = 0.
sin (o + 3 + 60° — @) sin (a — 8) = 0,
sin (180° — v + 60° — ) sin (a — 3) = 0,

sin (180° — (v + ¢ — 60°)) sin (a — 3) = 0,

sin (y + ¢ — 60°) sin (o — 3) = 0.

—2sin

Kako v 4+ ¢ — 60° € (—60°,120°) u no npernocrasuu Teopeme je v + ¢ — 60° # 0°,
TO M3 HOCIEIhe jeIHAKOCTH 3aKbydyjeMo na Mopa 6uru sin (o — () = 0, ogakie je
o = 3, na cnemu na Baxku BC = CA, 3a LBCA # 120°. ¥ cayuajy L BCA = 120°
sasku 1" = C, ma oBaj ciyuaj He pasmarpamo. [

TEOPEMA 10. Hexa je NABC mpoyeao eykaudcke pashu, a P mauka y
wezoso] ynympawmwocmu makea 0a saxncu LCAP = LCBP. Axo je S. uewmap
cnoma npunucanoe kpyza NABC koju odzosapa memeny C, a D mauka, y xojoj
maj kpyz dodupyje cmparnuyy AB, mada je BC' = CA axo u camo axo mayuxa P
npunada npagoj DS,.

Nokas. (=) Y cayuajy BC = CA, rauke P,D u S, npunanajy cuMerpan
nyxu AB.

(«<=) Be3 ymamema ONmTocTy A0Ka3a MOKEMO IpeTnocTasutu aa je a > b. Tana
je a—p > [ — ¢, na u3z tpoyraa APB 3akmyuyjemo na je AP < BP, onakiue je

AD? — BD* = AP? — BP? 0.
C npyre crpaue je AD =s—bu BD = s —a, na je
AD?* - BD?* = (s—b)?—(s—a))=(s—b—(s—a))(s—a+s—b) = (a—b)c>0.

3akmyuyjemo ma mopa 6utu AD? — BD? = 0, omakne je AD = BD, na crem na
Baxn BC = CA. O

TrEOPEMA 11. Hexa je AABC owmpoyeau mpoyzao eykaudcke pasHu, a P
mavka Y wezoso] ynympawmwocmuy maxea da eancu LCAP = LCBP uw {BCA +
ALCAP > 90°. Axo je F mauka y xojoj bucexmpuca L BCA cewe cmpanuyy AB, a
n npasa y pasru mpoyeara ABC xoja cadpacu mauxy F u nwopmaara je wa npaey
AB, mada je BC = CA axo u camo axo P € n.

Nokas. (=) Y cayuajy BC = C'A, rauka P npunana cumerpanu nyxu AB,
Koja ce y cayuajy BC' = C A, noknana ca mpaBoM n.

(«<=) YBenumo osnary LAPB = 1. Tana je ) = v+ 2. Ha ocuoBy cunycue

Teopeme npumemene Ha NAAPB, Baxku AP = Mc u BP = w
sin sin vy

¢, ma
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je
2
AP? — BP? = —— - (sin”® (8 — ¢) — sin® (a — ¢))
sin“ vy
2
c . . . .
=~ - (sin(B—¢) —sin(a—p)) - (sin (8 —p) +sin(a—¢))
sin“ v
2 _ — —p—
= '02 ~2-cosﬁ pra SD-Sinﬁ Ld a—|—<p><
sin” v 2 2
x2~sinﬂ_<p+a_@'cosﬁ_¢_a+g0
2 2
c? c?
= —— - sin(a+ 0 —2p)-sin(f —a) = — -sin (B — «a),
Gy S ok B 20) i (3 —a) = S sin (8- a)
¢ 063upoM 1a je sin (o + f — 2¢) = sin (180° — v — 2¢) = sine. Ha ocroBy Teopeme
0 CHMeTpaJU yIria TPOyria je AF:a—&—bCHBF:aL—&—bC’ ma je
2 2 2
AF? —BF?= " (1*—a®)=— .- . (sin®f—sin’a
(a+0)? ( ) (a+0b)? sin~y (sin” 5 )
2 2

c . a
= m.sinl)/ -sin (a + B) - sin (8 — «)

02 2

c .
= @i 0 sng -sin (8 — «).

Kaxo P € n, 1o Basu AF? — BF?2 = AP? — BP?, onakne cienu ma Baxu
2
c 1 1

51 —a)- : — =0. K j
sin (8 — ) ((a+b)2 sin sinw) aKo Je
c? 1 1 < 1 1 siny —siny
(a+b)2 siny sinty siny  sing  sing -siny
sinw_vw:osw—'—7 sin%-cosw
—9. 2 2 _o. 2 2
sin - sin~y sin - siny
:2.sin<,4?~cos('7—i—gz))<07
sin ) - sin 7y

¢ 003upoM ma je ¢ < a+buy+ @ = 90° 10 je sin (8 — «) = 0, na caenu ma BaRu
a =, a camum tum u BC = CA. O

3anamu

1. Heka je AABC Ttpoyrao eykauiucke paBuu u Heka cy M u N Tauke y HErosoj
yuyTpammoct Takse aa Baxu LCAM = LCBN u CM = CN. Axko ce npase
AM un BN cery y taukn P u ako je S cpemuurre nysxu M N, taga je BC = CA
aKo u camo ako cy tauke C, P u S roguHeapue.
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10.

Heka je AABC Ttpoyrao eykauucke pasuu u Heka ¢y M u N Tauke y merosoj
yuyTpammoct takse aa Baxku LCAM = LCBN u AM = BN. Axo ce npase
AM un BN cegy y taukn P u ako je S cpemuurre nyxu M N, tana je BC = CA
ako u camo ako cy tauke C, P u S romuneapwe.

Heka je AABC omrpoyrau Tpoyrao eykiauiacke pasuu u Heka cy M u N Tauke
y ®eropoj yuyrpammoctu takse na Baku LCAM = LCBN u CM = CN u
ABCA+ LACAM — %AMC’N # 90°. Axo je S cpemumre mysxku M N, Tana je
BC = CA ako u camo ako je CS1LAB.

. Hera je AABC' omrpoyrau Tpoyrao eykimacke pasuu u Hexa cy M u N tauke

y |erooj yayrpammoctu takse na Baxku LCAM = LCBN u AM = BN. Axo
je S cpemumre my:xu M N, rana je BC = C'A ako u camo aro je CSLAB.

Hexka je AABC' omTpoyrau Tpoyrao eykauicke pasuu u Heka cy M u N ymy-
rpamme Tauke crpanune AB takse na Bawu £ ACM = ABCN, a mepa yria
MC'N wuuje crporo seha on mepe yraa CAB u mepe yrina ABC. Axo Gucekrpuca
yraa CAB ceue ny:x CM y rauku P, a 6ucekrpuca yraa ABC nyx CN y tauku
Q, rama je BC = C' A ako u camo ako je AP = BQ.

Hexka je AABC' tpoyrao eykauiacke paBuu u Heka cy M u N yHyTpalime Tauke
crpanune AB, takse ma Baxku pacnopen A— M — N — B u jemnaxoct L ACM =
ABCN. Axo 6ucerrpuca yriaa BNC tpoyrana BNC ceue crpanuny BC'y Tauku
P, a 6ucekrpuca yraa AMC rtpoyraa AMC crpanuny C'A y tauku Q, taga je
BC = CA axro u camo axro je PQ || AB.

Heka je AABC omTpoyriu Tpoyrao eyriauacke pasuu u Heka cy M u N ymy-
Tpamme tauke ay:xu ADB, takse ma Basmu pacnopen A — M — N — B u jemHakoct
£LACM = LBCN, upu uemy Baxku max{L{CAB, {ABC}+£ACM < 90°. Ako
je P ymyrpamma tauka crpanune BC, a ) yuyTpammba Ttauka crpanune CA
ragse ga Baxkn £LAMQ = LBNP u max{{CAB,{ABC} + LAMQ@Q < 90°,
razga je BC = CA ako u camo aro je MQ = PN.

Heka je AABC omrpoyran Tpoyrao eykiauacke pasuu u veka cy M u N yHy-
Tpamme Tauke crpanune AB, Takse na Baxku pacmopeq A— M — N — B u
jemuakoct AM = BN. Axo je P nomuoxje HopMasie u3 Tauke M Ha CTpaHUIy
BC, Q nmomuoxje Hopmase u3 tauke N Ha crpanuny C'A, a L mpeceuna taudka
nysxu M P u NQ, tana je BC = CA ako u camo ako je CLLPQ.

Heka je AABC Tpoyrao eyknuicke paBHU, a () TaUKa y HEI0BOj YHY TPAIIH0CTH
rakBa ga Baku QA = QB. Axo je S menrap ymmucanor kpyra AABC, tana je
BC = CA ako u camo akxo tauka () npunama npasoj CS.

Heka je AABC Ttpoyrao eykauicke pasuu, P tauka 3a kojy je P,A + BC u
PB = PC, @ tauka 3a kojy je Q, B+-CAu QA = QC u upurom Baku £ PBC =
£LQAC v max{£CAB,{ABC} + L{PBC < 180°. Tana saxu BC = C'A ako u
caMo ako HopMmaJsa Ha PQ u3 tauke C canpsku cpemumre nyxu AB.
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