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KOMBHVHATOPUERKA Y HACTABU MATEMATUKE
Y OCHOBHOJ M CPEOILOJ ITKOJIN

Pemasame KOMOMHATOPHUX 1 JOTMYKO-KOMOMHATODHUX 3a,1aTaka y HACTABU MaTe-
MaTHKe 3HAUajHO yTUYe HAa Pa3B0j CTBAPATAUKOI MUILLEHa, KDEATUBHOCTHU, CUCTEMA-
TAYHOCTY ¥ IPABWJIHOI MATEMATUYKOI 3aK/bYUMBAEma KOJ YYEHUKA Ha CBUM HHBOMMA
obpasoBama. Teme M3 KOMOMHATOPUKE C€ EKCIIUIUATHO CKOPO HE M3ydaBajy y pe-
IOBHO] HACTABM MATEMATHUKE y OCHOBHUM IIKOJAMA, NOK CY Y HACTABHUM MPOrDAMU-
Ma y CPemmoO] IMKOJU 3acTyIUbeHe. Y IporpaMuMa IOJaTHe HACTaBE U Y OCHOBHO]
7 y Cpelmo] MKOIM KOMOMHATODHE TeMe 3ay3MMajy 3HauajHO MecTo. Hacrasa mare-
MaTHKe MO:Ke, 0ap KPO3 KBAJWTETaH DONATHUA Dal, 3HAYAjHO Na IOMOTHE Ha Ce KOI
yUeHMKa IOACTAKHE Pa3BOj BENITHUHA IPAaBJbEHa KBAJUTETHUX JIOTMUKUX aHAJU3A KOje
Cy HEONXOJHE 3a KUBOT y CaBPEMEHOM IPYIITBY.

Y oBoM TekcTy Ouhe mpeacTaB/be HeKe 3HAYAjHE KIace KOMOMHATOPHUX U JIOTUYIKO-
KOMOMHATOPHUX IpobieMa, Ka0 U HEKe METOJE 33 HUXOBO PElIaBame.

1. NcTopujckm ocBpT

Mosxe ce pehu na ce koMOUHATOTUKA, KA0 IPaHa MaTeMAaTUKE, PA3BUja OJ CelaM-
HaecTor Beka HOBe epe. CBe 10 mojaBe PaUYyHAPCKUX MAIIMHA YMHUIO Ce Oa Ce OHA
He pa3BUja y PUTMY OCTAJIMX MareMaTwdkux mucimimea. O ramga oHa nobuja Ha
3HAYajy, & KOMOMHATOPHE METOAE AAHAC MMAjy BeOMa 030M/bHE IPUMEHE Y CTATUCTULM,
TEOPUjU CIYUYajHUX IPOLECa, MATEMATIYKOM IPOrpaMUpa®ny, MHPOPMATHUIY U YOIIITe
y IpaB/LbeRny IJIAHOBA 38 pa3He eKCIePUMEHTE.

Axo Oucmo skemenu Ia ce Ha KPATKO BPATUMO HA TMOUYETAK, jeHOCTABHO je 3a-
KILYUUTH T4 je CBE y MATeMATWUIM MOoYeao OpojameM Hekux objekara, jep je myamMma
[OCTAjaJi0 BaskHO Na Haly HauwH Kako Aa HEKO] TPYNM IpeaMera MPUIAPY:Ke KBAHTU-
TaTUBHA CBOjCTBA. Y HEKUM KACHUAJUM CETMEHTHMa pa3BoOja, OCUM Opojama Ouio je
Ba)KHO Ipyme o0jexkara 1 Kiacu(UKOBaTA win Ha oxpebherrn HaumH koMOumHOBATH 00-
jeKTe U3 Pa3IMUUTUX IPYNa y HEKe HO/Ke/hHE KOHGUIypalwje. YTIPaBO TAKBU 3aJald
BPEMEHOM Cy TIOCTAJU TPEeAMET KOMOMHATOPUKE.

W3narame Ha OBy TeMy ayTopu Cy oApkaiu Ha Jlp:KaBHOM CeMHUHADY O HACTABM MATEMATHKE U
pauyHnapcTBa, okrobpa 2025. roguse y Beorpany.
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[Tosuato je ma cy mehy npemmernma koju cy npe Bume o1 3500 roauHa ocTaBIbEHI
y mupamunu y Erunty y kojoj je caxpamen papaon TyrankamoHn, Hahern ocranu tabie
¢ ¢urypama 3a crapy urpy cesem. Ta ce mrpa y TO Bpeme urpajia MmO IPaBUINMA
KOja MU HE MOXEMO IPEIM3HO 3HATH, ajl 3a HAC je KOPUCHO CA3HAHmE KOJUKO IAJIEKO
UCTOPUjCKA CEKY MOMAIM O TOME Kamd Cy JbyAU TPBU MYT MOUETU KOPUCTUTHU HEKE
JIOTWYKE, MACAOHE, & CAMUM TUM ¥ JOTUYKO-KOMOUHATOPHE UTPE.

Jeman on mpBux ¢parmeHarta OJMCKUX KOMOMHATODHUIN, & KOjU je 3aDesekeH y
kuHeckuM u3BopuMa o npe 4000 ronuea, ropopu na je BUXOB map Jy 3ama3umo, Ha
Opery mopen peke JIy, CBETY KOpWmAUy HA UMjeM CY OKJIOMY OMIW HACIUKAHU CHUMOOIIN
¢ OenrmM W IPHUM KpyskuNuMa 3a KOje ce TBPIWIO A& MPEICTAB/bAjy jemHOIM(pPEHe
Epojese (cmuka neso). Omatie je HacTada Tabena GpojeBa HA CIUIM NECHO.
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Axo ce merasmuuje mo3a0aBUMO OBOM OPOjEBHOM MPE;KOM, 3ama3unemo na je 36up
OpojeBa y CBaKOM pemy, CBAKOj KOJOHM wiau mujaroHaiu jemaak 15. Crapu Kunesu cy
OBaKBUM KBaJpaTuMa OpojeBa MPUIABAIM MUCTUUYHA W HATIPUPOLHA CBOjCTBA, TAKO
IIa Ce U JaHAC OBAKBE KBAJPATHE MPEKE HA3UBA]Y MA2UYHUM KEAOPAMUMA.
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N3 craporpuke MaTemaTuke, 300T YHAIITABALA UyBEHE aJeKCAHAPUjCKe OmubIMO-
TeKe U KBUra Koje Ou Ouie 3HaUajHe 3a Taj MEPUOM, HEMa MHOTO KOHKPDETHHUX II0JaTaKa
0 BUXOBOM DaBIbEHY KOMOMHATOPUKOM, AJIU HEKU MCEUNHN ¥ BUAY U30J0BAHUX IIOIATAKA
[OCTOje U JOIPUHOCE 3aK/bYUNUMA, 13 Cy 1 cTapu ['pum y cBOM OaBbemy MaTEMATUKOM
rMasn onpeheHnx KOMOMHATOPHUX UAEja KOje Cy BEOMA 3HAUAjHE Y UCTOPU)CKOM KOH-
rexcty. Taxo ce ¢uino3o¢p Kceruxpar u3 4. Bexka npe H.e. 6aBro npebpojaBameM CJIO-
roBa y peunma. Croumk Kpucunm u3 3. Beka mpe H.e. BEDOBaO je ga Ce U3 CUCTEMA O
JIECET aKCMOMa MO/KE M3BECTH BUIIE OJ MWJIMOH 3aK/bydakra. [lOTIYyHO je HEmO3HATO
KaKO ce JOJA3WjIo IO pe3yiarara oBuX mpebpojaBama, Koja cy mo cBemy cyaehm Oumia
norpemua. MebhyrtuM, Heke koHKpeTHEe KoMOmHATOpHE mpobiaeme ['pru cy pemasaiu
6e3 rpemaka. Apucroren je mpenusHO mpeGpojao CBe TPOUJAHE CHIOTM3ME, & HEroB
YYEeHUK ADHUCTOKCEH je MpenusHo u3bpojao pas3inyure KOMOUHANUjE IYTUX U KPATKUAX
CJIOTOBa y IecMaMa.

Hergme on apyror Beka mpe H.e. IOUMHE ONANAHE HAYKE Y XEJIEHUCTUYKUM APHKA-
BaMa, a ca BUMEe M Kpu3a caMor ApymrBa. MHOIM pagoBu U3 TOT BpEMEHA Owin cy
320KyIJLeHU YTJIABHOM MUCTUYKUM CBOjcTBMMAa OpojeBa. A mocse mobene xpumhas-
CTBa OBa UAeja ce 3amp:Kaja y IpUMepy TOBe3uBama jepeTura ¢ Opojem 666, koju je
cmatpan cumbosom Autuxpucra. Mebhyrum, yak u Tako GECKOPUCHE UIEje U CTYIUje
UNAK Cy NaBajie CMEPHUIE JAJLeM PA3BOjy MATEMATHKE.

Y Kpu3HUM BpeMeHuMa KOMOWHATOPUKOM Cy C€ 3aHUMAJU U acTPOJ03U, KOje Cy
3aHMMAJM pacmopeny 1 KOMOMHAnUje INIaHeTa KAKO OM HA OCHOBY 3HAma O TOME 3aK-
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JbyunBanu O JbyAckuM cynbunama. Actposor Germ Eszpa je 1140. rommue mpebpojao
KoMOMHAIMje on o 2, 3, UTA. IJIaHeTa O BUX 7, MTO OUCMO MU CABPEMEHUM CUM-

DoJIMMa 3aMUCATIN KAO 7 = 7
3/ \4/)

JemHuM on TMOHMpA KOjU Cy pagunud y OOJAacTH KOMOWHATOPWKE CMaTpa ce U
jeBpejcku matemaruuap Jlesu Gen I'epmon (14. Bex).

Hu y crapum asumjckum ruBumiImM3anujamMa HEje ce CEemeso ,,CKpPITEeHuX Pyky ‘. Y
O0CMOM BEKy Hallle epe Moveo je mponsar apancke Hayke. OHU Cy TIPEBeJn Ha CBOj je3UK
MHOTa T'PUYKa JOCTUTHYNa ¥ U3 BUX yUYWIU, U HA OCHOBY TOTa y MHOTUM OOJIACTUMA
maamamuiu u came ['pre. Ilocebue pesyarate Apabmanu Cy MOCTU3AIU Y aareGpu.
Pemasajyhu murama o ropeny momumu cy mo dopmyie 3a cremeH 30upa asa Opoja.
ITocroje masHake ma Cy apamCKy HAYYHUNU 3HAJIU U 33 BaKHY OCOOMHY OMHOMHZX
KoeduIyjenara

cpr=cpt+ ol

Ymopeno ¢ Apamuma, u3padyHaBambeM OUHOMHUX Koe(uIMjeHaTa GABUIU Cy ce U
KMHECKM MaTeMaTUuJapu, a Takohe cy ce ,,paHuM pagoBumMa“ y 001acT KOMOMHATOPUKE
Gasunu u y Wumuju. Omum cy jom y 2. Bexy mpe H.e. 3Haimu Opojese C}' u TO na
uM je cyma jemmaka 2. Y 12. Bery wHmujcku MaremMarudap Dxackapa je mammcao
kwury ,Cunanra Hlupomanu® y unjem je meay ,JlmmaBatu“ micao u o npobiaemMumMa
xoMmOuHaropuke. Ilucao je o mepMmyTanujama u BapHjaljaMa ¥ HUXOBO] Be3U IPU
pauyHamy.

Apancra 3nama cy kacuuje npomupana y Espormy, kana cy oBu ocBojuiu Hlnanu-
jy. EBpoma je Ouma ymosmara ¢ apamckuM AOcTUrHyhmMma y aaredbpu m IeCeTUIHUM
CHCTEMOM 33 pauyHame. J3Hama Koja cy mymuiu Apamm kopuctuo je u Pubonauw.
HberoBa anra:xkoBama 3a MaTEMAaTHKy y TOM Hepuomy Omaa cy BpJio 3HadajHa. Pu-
OoHAUM]EB PEKYPEHTHN 3AINC KOjUM ce cruenenu unan Hu3a nu3paxkapa 30MpOM IPETXOI-
Ha 1Ba OMO je BaskaH 3aMajall y pa3Bojy kombOunaTopuke. Hemro kacuuje je memod
pexypenmuur gopmyaa 106MO MeCTO jemHOr ofn HajMONHMjUX amapaTa 3a pelraBarmhe
pPa3HUX KOMOMHATOPHUX MPOOIEMa.

Mopamo HamomeHyTH na KOMOMHATOPHWEA, a C BOM M Teopuja BepoBarHOhe, Be-
JIMKY 3aXBaJHOCT 34 CBOj€ MOCTOjame Myryjy KoImKapCckuMm urpama Ha cpehy. Hapaswuo,
HEe caMo BuMa, Bell 1 paJoBuMa BeJIUKMX MaTeMmatumyapa llackama u Pepmaa, koju Cy,
CBAKO HA CBOj HAUMH, yUECTBOBAJMU Y yAAPAHY CABDEMEHUX TeMesha OBUX MUCIUIIIIHA.
ITackanoB Tpoyrao ce IpBu mojaBibyje y TOM ODJUKY y pany ,, I'paxmam o apumme-
MuYKoM Mmpoyesy” 00jaBILEHOM, HAKOH HeroB cMpru, 1665. ronure. Moskna Hajsehn
mocao, y ToM pas3nobimy, ypamuo je Jlajouun csojum memom “Dissertatio de Artta
Combinatoria” u3 1666. roguae. Y meMy ce IPBU MyT MOAPOOHO U3JIAKE O MPUHIM-
nrMa KOMOMHATOPUKE U oaroBapajyhum gopmymnama. JlajoHur je ncTunao oa sxKeau aa
cTBOpPU ommTy MeTox noMohy kora fie cBe UCTUHE IO KOJUX CE MOJIA3U PA3MUILLAHEM
mohu na ce mobujy m HekakBuM pauyHOoM. Kacuuje je kKoMOMHATOpMEKA OMIa 3aHUMIbU-
Ba u 6pahu Bepuymu n Ojnepy, unjum je pagoBUMa U TOMPUHOCKMA OHA CAMO MOIIIA
MOCTAjaTU CBE 3A0KPYKEHUja U KOPUCHUjA HAYKA.

dopmyie Koje maHAC KOPUCTH, Y3 Iy CABPEMEHY HOTAIM]Y, KOMOMHATODHKA je
moouna y 19. Beky ¢ ¢popmanuzanujoMm anrebapcke CUMOOIHKE.
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2. KomMOuHaTOpHE M JIOTUUYKO-KOMOMHATOPHE TEME
Yy HACTaBHUM IIpOrpaMmMa

Samamy HacTaBe MAaTEMATHKe, HABEIEHM Yy HPOTDAMUMa HACTABE U yUema KOju

JMeduHUITY Hale oOpa3oBame Cy Na YUEHUIN:

pa3Bujajy JIOTUUKO U AICTPAKTHO MUILLEHE;

pas3Bujajy CHoCcOOHOCTM jaCHOT UM MPENU3HOT W3paskaBama W Kopumhema MaTeMa-
TUYKO-JIOTUYKOT jE3UMKA;

pas3Bujajy cmocobHOCTU oapehuBama 1 mpoeHe KBAHTUTATUBHAX BETUUNHA U HU-
XOBHUX OJHOCA;

pa3nuKyjy reoMeTpujcke objeKkTe U HBUXOBe y3ajaMHE OHOCE U TpaHC(opMaImje;
pasyMejy (yHKIMOHAJHE 3aBUCHOCTHU, HUXOBO IIPECTABAKE U IPUMEHY;

pa3BUjajy CUCTEMATUYHOCT, YPENHOCT, IPENU3HOCT, TEMEJLHOCT, UCTPAJHOCT, KPU-
TUYHOCT y Pamy, KDeaTUBHOCT;

pa3Bujajy pajHe HABUKE U CIOCOOHOCTH 3a CAMOCTAJIHY U TPYIHU Pa; POPMUPAjY
CHCTEM BPEIHOCTH;

CTUYY 3Hama U BEIITHHE KOPUCHE 3a TpPaHC(ep y Apyre IpeaMeTe U pa3BUjajy
CIIOCOOHOCTHY 3a MPABUIIHO KOPUIINEHhe CTPYUHE JIUTEPATYPE;

(bopMI/Ipajy CBECT O YHUBEP3aJHOCTU U IPUMEHN MAaTEMAaTUYKOI HaUVHA MAMIJ/LEH A,

Oy Iy MOACTAKHYTHU 38 CTPYYHU PA3BOj U yCABPIIABALE ¥ CKIAALY C WHAUBUIY ATHUM
crocobHOCTUMA U TOTpebaMa APYUITBA,;

pa3Bujajy cmocobHOCTU MOTpebHe 3a pemaBame NpobieMa U HOBUX CUTyauuja y
IPOLECy Paja U CBAKOTHEBHOM JKUBOTY.

Hagenenu muineBu HenBocMucieHo noTBphyjy 1a je BeoMa 3HaUajaH pax Ha Pa3Bo-

jy TpaBUIHOr JIOTWMUYKOI MUNLBEHA U 3aK/byUMBaba, KOMOMHATOPHUX CIOCOOHOCTH,
CUCTEMATUYHOCTU U (YHKIUOHAJHOT pasMuibama. C TuM y Be3u, cMaTpamo na y
nocrojeNiuM HaCTABHMM IpOrpaMuMa, TOCeOHO peNOBHE HACTABE, HUje NOBOJLHO IIPOC-
Topa mocBeneHo KOMOMHATOPUI U CPOJHUM TEMAMA.

HACTABHU ITPOI'PAM Y OCHOBHOJ IIKOJIN — JOIATHA HACTABA

TPETLU PA3PEI
Jloruuko-rombunaTOpH Tpobaemu. Pebycn.
UETBPTU PA3PEI

Marnynu kBagpatu. IIpebpojaBame ckymoBa Tadaka, Gurypa 1 6pOjeBHUX CKyTIO-

Ba. [IpoGiemu mpecunama. 3amaiy HyMepanuje.

I[METU PA3PEI

[IpebpojaBame ckymoBa Tavaka, purypa u OPOJEBHUX CKYIOBA.
MECTU PA3PEN

HupuxneoB npunnun. JIOrmyko-KOMOMHATOPHU TPOOIEMHU.
CEIIMU PA3PEI

Jlornuro-rombunaTopuu 3anamu. IIpebpojaBama. I'padosu.
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e OCMU PA3PEI

Jlornuko-kombunaTopun 3ananu. ['padosu. KomOuHAaTOpUEKA HA MAXOBCKO] TAO-
au. NuBapujanre.

HACTABHU IIPOI'PAM Y CPEIKHOJ IIKOJIN - PELIOBHA HACTABA
o [IPBU PA3PEN

Jloruka u ckynosu. Emementu xombunaropuke (npebpojaBame KOHAYHUX CKYIIO-
Ba: IPABWJIO 30Mpa U IPaBUIO IIPOU3BOJA).

e UETBPTU PA3SPEN

OcnoBra npasuia komMbunaropuke. Bapujanmje, nepmyranuje; koMmbunanuje (6e3
noHaBHama). BunomHn 06pasan. Beposarnolia u cratucTuka.

HACTABHN ITIPOT'PAM ¥y CPEIILOJ HIKOJIN — IIOJATHA HACTABA
e [IPBU PA3PEN

Enementn Tomonormje. I'pagoBum u Heke BUXOBe npuMeHe. TONOJOMKe WHBA-
pujarre. Pon mospmm. Ojnepoa dopmyna u Heke menHe mpumene. Vcropujcku oc-
Bpr. Jlornukn u kOMOMHATODHY 3a0anu. Pa3Hu HAUNHN pPemaBama JOIMUKUX 33, 1aTAKa
(yrmyuyjyhn anapar uckasue anare6pe). IIpebpojaBame KOHAUHUX CKYIOBA.

o JIPYI'N1 PA3SPE

JIOrmuKO-KOMOMHATODHY ¥ CJIMYHU HecTaHmapaay 3anamy (Inpuxieos npuHmvm,
KOMOMHATODHA TE€OMETPUja U IP.).

e TPETU PA3PEI

. > < “
Jloruuko-roMOuHATOPHY 3aanu. Pa3Hu HecTaHTApAHU U , TIABOJIOMHU “ 3a,AIL
(mpobaeMu Kyrimna, MaTeMaTUYKO-IIAXOBCKE ,,[JIABOJIOMU]E ‘; PA3HE MATEMATIYKE WI-
pe, kpunrorpaduja u ap.). MaTemaruuka MHIYKIUja, peKyPEHTHE HOPMYJIE U IPUMEHE.

e UETBPTU PA3PEI

Enementu komGunaropuke u BepoBarHohe. OcHOBHA mpaBmia KOMOMHATODUKE.
Bapujammje, nepmyranuje, kombunamuje. BuHoMEN 006pa3al u HEKE HEroBe MpPUMEHE.
[Ipoctuje Ppyurmuje remepaTpuce y kombunatopuim. Beposarnohia u meHO u3padyHa-
Bame, yCJIOBHA BepoBaTHONA, reomerpujcka BepoBarHoha. BepmynujeBa mema u ap.
Enementn Teopuje urapa. Ilojam urpe u crpareruje urpe. Ilena urpe, maTpuma urpe.
OcHOBHA TeopeMa Teopuje Urapa.

3. Bapujanuje, mepMmyTamnuje, koMmOuHanmje

Bapujanuje 6e3 moHaB/sama

JEoHUINIA 1. k-sapujayuja be3 nonasmamwa esemenama ckyna A je ype-
hena k-mopxa pazsunumux eaemenama cxyna A.

IIpuMEP 1. Hammcatu cBe 2-Bapujaruje 6e3 MOHABMbama €JIEMEHATA CKYTa
{a,b, c}.

TEOPEMA 1. Bpoj k-eapujayuja 6e3 nonasmama esemenama CKYnG Koju uma
n eaemenama jeonax jen - (n—1)---(n—k+1).
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Bapwujamnuje ¢ moHaBsbameM

JESVHUIIMIA 2. k-eapujayuja ¢ nonasmsamem esemenama ckyna A je ype-
hena k-mopxa eaemenama ckyna A.

ITPUMEP 2. Hamwcartu cse 3-Bapujaiuje ¢ HOHABBLAKEM eneMeHaTa ckyna {a, b}.

TEOPEMA 2. Bpoj k-eapujauuja ¢ noHasmbamem eseMenama CKYna Koju uma
n eaemenama jeonax je nk.

IlepmyTanuje

JESVHUIMIA 3. [epmymayuja ckyna A Koju uma n esemMenama je n-eapu-
jayuja 6ez nonasmama esemenama cxkyna A.

ITpuMEP 3. Hamucartu cBe nepmyTanuje ckyna {a,b,c}.

TEOPEMA 3. Bpoj nepmymayuja ckyna Koju uma n esemenama jeonax je n!.

IlepmyTanuje ¢ mOHABJIBAEKHEM

NEeVHULIMIA 4. Jam je ckyn A = {ai,a2,... ,a,} u Ha memy cmpoeu au-
HeapHu nopedar a1 < ag < -+ < an. Hexa cy ki, ks, ..., k, npupoonu bpojesu u
k1+kot- - -+k, = m. Hepmymayuja c nonaswamwem cxyna A muna (ki, ks, ...  kn)
je ypeherna m-mopra esemenama cxyna A, y £0joj ce cearu esemenm a; nojasmnyje
mayuro kj nyma.

IIpuMEP 4. Hanwmcatu cBe nepMyramuje ¢ moHaBbameM ckyna {a,b,c} tuma
(1,2,1).

TEOPEMA 4. Dpoj nepmymayuja ¢ nonassamwem muna (ki,ka, ...  ky) cxyna
(k14 ko + -+ ky)!

kilko!- - ky! '

KOJU UM N enemMenama jeOHax je

Komb6unamuje

JESUHUINIA 5. k-kombunayuja esemernama ckyna A xKoju uma n esemena-
ma, 20e je k < n, jecme nodckyn ckyna A xoju uma k esemerama.

ITPUMEP 5. Hamucatu cBe 2-koMOuHanUMje eqeMeHarta CKyma {a,b,c, d}.

TEOPEMA 5. Bpoj k-kxombunauuja eaemenama ckyna K0ju uma n esemMeHama

. . n
jeonax je (k> .

KoMmbunanuje ¢ moHaBssameM

JESVHULIMIA 6. Jam je ckyn A = {ai,a2,...,a,} u Ha memMy cmpoeu au-
Heapru nopedak a1 < g < -+ < Qp. K-KOMOUNAYUJQ C MOKABHATHEM EAEMENAMA
ckyna A je ypehena k-mopra (by,ba, ... by) eaemenama ckyna A, 3a xoje eaxncu

da je by < by < -+ < by

[IPMEP 6. Hamucatu cBe 3-roMOuHanIUje C IOHAB/bAHmEM eJEMEHATa CKyIa
{a,b,c}.

TEOPEMA 6. Bpoj k-Kombumauuja ¢ novasnmamem esemenama CKyna Koju

. , (k: +n— 1)
UMG N enemenama jeonar je L )
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TEOPEMA 7. Bpoj k-xombumauuja ¢ noHasmamem eaeMerama CKyna Koju
UME T EACMEHAMA, G Y KOJUMA CE C8AKY EAEMENM MOo2 CKYNG nojas.nyje bap jeo-

0 . (n—1
HOM eoHax Je .
2 J o

IIpvMEP 7. Ha ronuko maumua moske 10 ocoba ma cemHe y TMO30PUMITY V jemaH
pen koju uma 20 cexumra?

Pewemwe. CBara ox Tux ocoba Oupa paclmoloxuBa MecTa y ToM peny. lIpsa ox
wux uMa 20 moryhueocrn, apyra 19 u tako mame. [larme, mocroju 20 -19 - ... 11
HaYMHA []a Ce Te 0cobe paclopele y peny.

IIPUMEP 8. Y jemHoj 3eMibM HE IOCTOje ABa CTAHOBHUKA C MCTUM DPACIOPENOM
3y6a. Konuko HajBuie CTAHOBHWKA KUBU Y TOj 3€MJIbU’!

Pewewe. Ha cBarom ox 32 mecra 3a 3y0e y Buiaumama, MOXE U He MOpa OUTH
3y6, ma mMa 232 moryhmocTH 3a pacmopege 3y6a. lakme, y TOj 3eMJbH VM, HAjBUIIE
232 cramoBHUKA.

IIPUMEP 9. Kpas ce Hasa3u y NOHEM JIEBOM yIUIy maxoBcke Tabmne. Ha xomuko
HAYMHA OH MOXe CTHUNU IO rOpHer NeCHOT yIJja ako MOXe Ia ce Kpehe caMo ymecHo
u "arope?

Pewewe. Kpehyhu ce ma ommcanu Haums kpass OpaBu 7 HOMEpama NECHO U 7

noMepama Harope. To ce MOke ypamuTu HA W = 3432 nauwmHa.

3anmamu

1. Ha ronuko Haumua MOxe OUTU OLEHEH YUYEHUK KO ce onemyje u3 12 mpeamera?

2. Cmucak uIaHOBa OpKeCTpa Moke na ce Hanpasu Ha 5040 nauuma. Kosuko wianosa
uMa Taj oprectap?

3. Kommko mva nepmyrammja ckyma {1,2,3,4,5} y kojuma je mudpa 3 ucnpen mad-
pe 27

4. Komuko mma nepmyramuja ckyma {1,2,3,4,5} y xojuma cy mudpe 2 u 3 jemma
nopen apyre?

5. Ha xonmko maumma derupu ocobe mory ma mogmese 20 pas3auuuTuX KHUTA, TAKO
na ocoba A mobuje 3, ocoba b 4, ocoba II 6, a ocoba Il 7 kmura?

6. Ha xonmmko maumma derupu ocobe mory ma mogese 20 pas3auuuTuX KEHUTA, TAKO
na jemHa mobuje 3, mpyra 4, rpeha 6, a uerBpra 7 Kmura?

7. Koummko uMa yeTBOoponudperux OpojeBa umje mudpe riesano cieBa Ha IECHO YKHE

pactyhu mHu3?

8. Konuko nma versopornupperux 6pojeBa uuje nudpe riesaHo cieBa Ha JeCHO YMHe
Heomaaajyhu mus?

9. Ha ronuko HauywHa 01 8 BPCTA PA3IJIe[HUNA TYPUCTA MOXe KyIUTA 3 HEe 00aBe3HO
pas3iauuuTe pasriieqHuNe”?
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4. ITpuamunu npebpojaBama
IMpunnun jempakocty (IpUHOUN OUjernyje)

Hera cy A u B nsa mempasna ckyna. Ako nocroju 6ujekuuja (060CTpaHO jenHo3-
HAuHO mpuapyxkuBame) f: A — B, ouma je | A |=| B |.

ITpumMmEP 10. IHat je mHu3 Gpojesa 5, 9, 13, ..., 2017. Koauko umanoBa mma
raj Hu3?

Pewewe. Younmo ¢ymrumje f1: {5,9,13,...,2017} — {4,8,12,...,2016},
fil)=x—1u fo: {4,8,12,...,2016} — {1,2,3...,504}, fo(z) = 2

e 5 9 13 ... 2017 for 4 8 12 - 2016
"\4 08 12 -0 2016)° Y \1 2 3 .. 504 )

O6e Te ¢yurmmje cy Oujernuje, Ham Kao W BUXOBA KOMIO3UNUja fo o f1, ma mo
npuHnuny jensakoctu (Oujeknuje) caenu xa natu vu3 uMa 504 esementa.

ITpuan npowusBona

Hexka cy Ay, As, ..., A, Henpasuu KoHauHu CKymoBu. Tana je

|A1XA2><XA”‘:|A1||A2||A”|

ITpumMmEP 11. W3 rpama A y rpan B Boge 3 myta, u3 rpaga B y rpanx C mBa
nyra, a u3 rpaga C' y rpax D 4 nyra. Ha xoiuko pa3nuuuTux HaurHa ce MO:Ke CTANM:

a) u3 rpaga A y rpan B;

6) u3 rpaga A y rpag C unyhu kpos rpay B;

B) u3 rpaga A y rpaxg D unyhu kpo3 rpanose B u C, u 6e3 spahama y rpan
KPO3 KOjU Ce IpOmuIo?

IMpuanmn 36upa

Hexka cy Ay, As, ..., A, IUC]yHKTHM KOHAUHM CKymOBU. lana je

| A UAsU---UA, |[=| A1 |+ A2 |+ + | An |-

IIpuMEP 12. Koauko nma neormdpeHux IpupomHuxX OpojeBa 3amucanux nudpa-
Mma 1, 2, 3, 4 u 5, takBux zxa je mudpa jemunuia seha on nudpe meceruna?

Pewemwe. Cse TarBe 6GpojeBe MOKEMO IOAEIUTH y YETUPU TPyIe. Y IPBOj IPYII
cy OHU KOju mounsy nudpom 1 u mux uma 4 (mudpa jeausuna Moxe outu 2, 3, 4 wmm 5).
Y Ipyroj rpynu cy OHU KOjU HOUYMEY HUGpPOM 2 U mux uMma 3 (mudpa jeauHnna MoxkKe
Guru 3, 4 wiu 5). Y tpehoj rpymu cy oHE KOju moummy mUGpoM 3 U BUX UMa 2
(mudpe jemuuuna cy 4 wau 5) u y yersproj rpynu (OHU KOju nouumby mudpom 4) mMa
camo jeman 6poj — 45. Ilakime, TakBux OpojeBa uma 4+ 3+ 2+ 1 = 10.

IIpuMEP 13. Konuko uma yeTBOpOmU(PEHNK TPUPOIHUX OpOjeBa KOju y CBOM
JEKaIHOM 3amucy caap:ke bap jemmy muadpy 07
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3anamu

1. Komuko mva meromudpeHnx mpupoHUX OpoOjeBa KOX KOjux cy Oap aBe uudpe
jemuake?

2. Ha jemmoj mpaBoj je mato m Tadvaka, a HA APYroj, MApaesHOj C HOM, IaTO je 1
Tavaka. Komuko je ompebheno
a) TPOYIIIOBA; 6) ueTBOpOYIIIOBA
C TEMEHUMa y TUM Taukama’?

3. U3Bectu dpopmyny 3a 0Opoj meamiana IPOM3BOJGHOI IPUPOTHOr Opoja n mpen-
CTaBJLEHOT Y KAHOHCKO] (PaKTOPU3AIMjH.

4. Tpu meBojuune Tpeba ma momgene 4 aytke, 9 mamuuma u 10 010BKA, TAKO Ia CBaKa
ol muX nobuje 6ap mo jeman mpeaMer on cBakor. Ha KOMMKO pa3muuuTux HAYUHA
TO MOTY yPaIUTH?!

5. Ha romuko mauwmna ce mory mopebatu y uu3 6pojesu 1,2, ... ,3n Tako 1a ce CBaKu
0poj HAJIA3U HA MECTY YUUjU PeIHU OpOj mpu Aebeny ca 3 Oaje UCTU OCTATAK Kao
u caMm 1aj Opoj.

6. Csaka cTpaHuna KBaJpara MOAE/LEHA je TauykaMma Ha N Iy:Ku. KONUKO MMa Tpoy-
[JI0Ba UHMja Cy TeMeHa IeOHEe Tauke, aKO TeMEHA KBaJpaTa HUCY NEOHEe Tauke?!

5. IIpuHIMD yKJBYUYUBaHa U MCKJBYYNBaAKHA

3a gonaune ckymose Ap, A, ..., A, Baxku na je

[ATUA U UA =)A= > [AinAjl+
=1

1<i<j<n

+ Y JANA N A= (DA N A NN Al

1<i<j<k<n

Ocum 3a u3pauyHaBame Opoja eseMeHATA yHUje KOHAUHUX CKyIOBa, OBa (OPMY-
Ja ce MO¥e HCKOPUCTUTH U 3a M3pauyHaBame Opoja eleMeHaTa IPeceKa KOHAUHUX
CKyIIOBA.

IIPUMEP 14. VY jenHoj yaumu Hajiase ce jelHa HOPeX APYTe ABE BYJIKAHU3EPCKE
pamme: Jlesorymuh u Iecmorymuh. Pamma Jleorymuh mema ryme camo ca jeBe
crpane ayra, a panmma llecaorymnh camo ca mecue crpane ayra. [Ipomena obe ryme
ca JieBe CTpaHe ayTa, UCTO Ka0o U Ca HeCHe cTpade ayrta, Tpaje 10 Mumyrta. 360r
HOYETKA 3UMCKE Ce30He BO3aud Cy NY:KHU Ja DPOMEHE CBe UeTHpHU ryme. JemHO jyTpo
Ipe] By IKAHM3ePCKUM PaJmhaMa e HAIIO 8§ BO3aya KOj! skeJjle J1a IpoMeHe ryMe. 360r
CIENU(YUIHOCTY PAJa BYJIKAHU3EPCKUX PAAHU IPABU Ce CIKUCAK IO KOjeM BO3adn ULy ¥
jemHy uiu Opyry pammby Koje pajle UCTOBPEMEHO (HAPABHO, HA PA3IMYATIM KOJMMA).
Ha xonuko HaumHa ce MOKe HANPABUTHU Taj CIUCAK, TAKO Na BpeMe 3a koje he ce
3aBpIIATH caB mocao Oyzxe HajMame Moryhe?

Pewemwe. Tlon mpermocraBroM qa HeMa may3e umaMehy mpomeHa ryma Ha IBa pa-
3nuuuTa ayrta, HajMame Moryhe Bpeme 3a koje he ce 3aBpmuty caB mocao je 80 Mu-
myra. To ce mocTwke Tako WTO ce 3a OMIIO KOju CImcak ayTa 3a paumy Jlesorymuli,
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a TakBux je 8!, MOpa HampaBUTH CIUCAK 32 paawy Jlecmorymuh Takas ma HUjemaH o
8 ayTa Ha TOM CINCKY He Oyle mox MCTUM pemHuM OpOjeM Kao Ha CINCKY 3a Palmby
Jleorymuh. Ako je 3a Heku (ukcupan coucak ayrta 3a pammy Jlesorymuh A, rme
n € {1,2,...,8}, ckym cBux cnuckosa 3a paamy Jecnorymmh TakBux ga ce MO pel-
HUM OpojeM n Haja3u ayTo KOju je MOM TWM pelHuM OpojeM M Ha CHOUCKY 3a PaImy
JleBorymuh, oHlla TAKBUX CIMCKOBA UMa KOJWKO U €JIEMEHATA CKYTIa AiNAsN---NAg.
Kopumhemem dpopmyie yrbyunBama 1 UCKbyUnBama nobuja ce na je

|[AiNA; N NAg| = [A;UAU- - UA,| =8l = [A;UAy U--- U Ay|

8
:8!—(Z|Ai|— > JAin 4
i=1 1<i<j<8
+ 0y |AmAij,€|.-.+(1)7A1mA2m-.-mA8|>

1<i<j<k<8

(i (e () )

w(-deord)

Yxynan 6poj HAUMHA Ha KOJU Ce MOKe HAIPABUTU TPAasKEHU CIUCAK je
1 1 1
N2 (= - = 4. =
(8) (2! 3! + +8!)'

3amau

1. Komurko mma mpuponuux O6pojeBa mMamux unu jenHaxux 1000 xoju HuCY mesbuBU
HU ca 2, Hu ca 3, Hu ca 57

2. Konuko mMa mecronudpeHux OpojeBa y UMjeM 3aIUCY YUECTBYjy TPU PA3IUUUTE
mppe?

3. Kosmko mva mepmyTamuja aids...a, ckyma {1,2,... ,n} TakBux ma 3a CBakKu
opoj j € {1,2,... ,n} Baxku a; # j7

4. Tlujanu momrap Tpeba ma omuece 10 nmucama wa 10 anpeca. He ruenajyhu koja je
azpeca Ha KOjOj KOBEPTHU OH je pa3nenuo cBa nucMa. Ha KOIuKo HaumHA je OH TO
MOTa0 YpaIauTH, Tako ma 6ap je[HO MUCMO CTUTHE Ha aapecy Ha Kojy je mocaaro?
A Ha KOJVMKO HAUMHA je OH TO MOTao YPaAUTH, TAKO N TAYHO 4 MUCMa CTUTHY Ha
angpece Ha Koje cy mocyare?

5. Y jemumom peny Ouockoncke cajie nma 12 cemmmrra. Ha xomuko zHaumua y Taj pen
MOske fa cenHe 6 OpavHMX MApOBa, TAKO Ja HUjeTHA *KeHA He CeIHE IO CBOT Myska?

6. Ha xonuko Haumua ce mosba maxoBCKe Tabie Mory obojutu ¢ 8 pasmuuntux 60ja,
TaKO Jia Ce Y CBAKOj BPCTHU TMOjaBibyje CBaka 00ja W ma y CBAKO] KOJOHU HUKOja
JIBa CyCeIHA 10Jba HuCy 00ojeHa uctoMm Gojom?

7. Y BO3 KOju MMa M BaroHa meme ce n (n > m) nyTHuKa. Ha KOJMKO HAUMHA OHK
TO MOTY Ha ypaze, TAKo Ja y CBaku BaroH yhe Gap jemad myTHuK?!
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6. BuroMHU KOoepUNIMjeHTH 1 OMHOMHA (OpMyJIa

Axo je n mpuponan 6poj u & u y peannu 6pojeBu Taga HOpPMyIy

n __ n n n n—1_1 n n—2_ 2 n 1, n—1 n n
(x+y) <0)a: +<1)z y +<2>z Y-+ +(n_1)xy +<n)y

n
30BEMO OUHOMMNG Popmyaa uu burommnu obpaszay. Lpojesn (kz> Cy OUHOMMU KO-

|
efuyujernmu. Baxn (Z) = m

Hasonnmo rHeke BaskHe ocoOuHe OMHOMHUX KOe(UIUjeHATA:

n n " /n
= 5° =2"
()= () > ()
n—1 n—1 n - (n
2° = o —1)¢ —
(o)) =6 o xe()
n nin-—1  (m n m+n
=2 70 =
(1)=5 (o) () (2= (")
" /n\? 2n B
4° =
> (:) - (%)
o (1 n+1 n+k\ (n+k+1
2 ) () () -0
k E+1 n n+1
o () () () -G 0)
IIPUMEP 15. Y jemnom tenuckoMm Mmeuy Dorosuh je mobemuo Hanmana y nsa
cera, pesyararom 6:3, 6:4 y remoBuMa (cer mobuja urpad Koju npsu 0CBOju 6 reMoBa

y oM cety). OzmpeanTn 6poj PA3IMUYNTHX HAUMHA HA KOj€ Cé MOra0 KPETaT! Pe3yiITaT
oBor meua 1o remosuMa. [[Ipujemun ncour 3a POH 2023]

10

30

[e]

Pewemwe. Y mnocnenmem remy oba cera mobemuo je Dorosuh. Ilakme, pesyarar
upe 6:3 y mpBoM cery 6mo je 5:3. Taj pesyarar ce morao moctuhu Ha (3 HAUMHA,

jep je ou jenmak (ma npumep) Gpojy HauuHa Ha ce pacmopenu 5 caosa b u 3 caosa H
y HU3Y IyKuHe 8.

Ha cnruan mauws nobujaMo ga ce y IPYTOM CETY Pe3yJITaT MOrao MEHhATH HA

. . . (8 9
Ha4dlHa. BpOJ Ha4lVHa Ha KOJ€ Ce MOI'a0 KpeTaTU pe3yJTaT LeJor Meda Je (3) . (4) .

n
X
IIpuMEP 16. Y pa3Bojy cremena GuHOMA <xv 3+ \C) OMHOMHU KOe(UIu-
x

JEHTU TeTOT W IeCeTor WilaHa Cy jemHaku. [la jum mocToju wiaH y OBOM Pa3Bojy KOju
He campku x7
Pewemwe. U3 ycmoBa na cy koepuuujeHLIM y3 IETH U JECETU UJIAH TOT Pa3BOja

n n
jemHAKW cilend na je (4) = (9), omakye ce nobuja ma je n = 13. Onmru unan
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pasBoja je
k
1 . 1 1 .
( k?’) (zV/aB)15 (gf) - ( ;) (e3)19H (=) = ( ;)xz-umak,
5 3
ma Ou 3a WIaH TOT Pa3BOja y KOME HeMa (AKTOpa I BAKUIIO 3 (13 —k) — 5/{ =0.

: . 5 . :
Mebhyrum, rako je pememe mnocnenme jenHauune k = 3 (uuje memoBpojuO), TO He
MOCTOjU YJIAH C HABEAEHOM OCOOWHOM.
3amau
1. Axo je 30up roeduuujeHaTa MPBA TPU UIAHA ¥ PA3BOjy CTENEHA OUHOMA
1 " L
(\[ + {*/5) jemnak 46, onpeauTu YjiaH TOr Pa3BOja KOjU HE CAAP/KU .
T

12
1

2. Konuku je koedunujent y3 tpelin unan y pasBojy (\Bf — x) ?
x

3. Ompemuru 36up cBux koepumujenata nommmoma (3x2 + 22°)5.

4. OgnpennTu wiaHOBE Pa3Boja CTeleHa ODHHOMA (\/i—i— V/2)" koju HuCy upammonas-
HU.

5. IlokasaTu ma 3a mpousBosban Ckyn A xox kora je |A| = n sasum |P(A)| = 2", rae
je P(A) mapruTtuBru cKyn ckyma A.

6. Ilo3naro je ma ceT y CTOHOTEHUCKOM Medy TPaje 0 TPEHYTKA NOK jeJaH O UDAYa
He ocBoju 11 moena, a apyru Hema Bume o1 9 moeHa. Y KOJIMKO Ce TO HE IOTOAU
(7j. ako je pesyarar y HekoM TpenyTky 10:10), urpa ce mok jemam ox urpada
He OCTBapu IPEIHOCT OX 2 HmoeHa pa3nuke. lIpermocraBuMo na je ceT 3aBpIIeH
pesyararom 1l:m, rge je z < 9. Koamko mvma moryhmx pa3nnumrux TOKOBa
pesyiaraTta y TOKY cera?

7. HorazaTtu ma 3a IpupomgHe OPojeBe m U Mn, TakBe Oa je m < N, BAKU

> (1)) = ()

k=m

7. IIpobsiemu pazdujama Gpoja

Kombunaropru mpobieMy OBOI THNA 3aIpaBO Ce CBOAe Ha oxpebusame Opoja
IPUPOJHUX WM HEHETATUBHUX LENUX PEIlenha jeIHaunHe

1+ a2+ -+ xR =m0

-1
bBpoj pemema y ckymy mpupomHux OpojeBa je (Z 1). DBpoj pemema y CKymy HEHe-

. (nt+k-1
raTUBHUX Ienux OpojeBa je ro1 )
IIpuMmEP 17. Mawma je ucmekna 20 manmauwmsku. Ha konuko HauywHA HEHO

YeTBOPO Jene Mory na ux mozese Mehy cobom, anm Tako ma cBako mere mobuje Gap
[0 jefHy HAJAYMHKY !
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Pewemwe. IIpobiem ce MOke CBECTU HA PEIIABALE jeTHAUMHE T1+To+T3+T4 = 20
19
y CKyTIy IPUPOIHUX OpOjeBa, Koja MMa (3) pelrema.

Pememe je moryhe npukazatu u ciaugoButo. Ilopebajmo jemny mo apyre 20
TaJAYMHKA, KA0 HA CAUIU. ¥YOUYuMMO ma moctoju 19 mecta, mameby cycemnux majgadnH-
KU, Ha KOjUMa Ce MOTY IOCTaBUTU 3 ,Iperpaje’, Tako Ia Ce CBe NaJauuHKe IIOIeJe
Ha 4 rpyne. To rakobe morephyje ma ce oarosapajyha momena Mo:ke peanm3oBaTH HA

19
3 HaYMHA.

OO DD D DD DD DD O DD

IIpMEP 18. Mawma je ucmekna 20 namauwsrm. Ha koimko HaumHA HEHO
YETBOPO Hele Mory ma ux nozxeie mehy cobom?

Pewee. Y oBom caiyuajy Tpeba ompeauTu Opoj pemewa jetHaunne r1 + To + T3+
x4 = 20 y CKyIy HEHeraTUBHUX LEJUX OPOjeBa.

Cumenama y; = x; + 1, ommocwo z; = y; — 1, 3a i € {1,2,3,4}, mobuja ce
€KBUBAJIEHTHA jeMHAYUWHA Y1 + Y2 + Y3 + Y4 = 24, TakBa 1ga Cy joj pemema y CKymy

23
npupomHux OpojeBa. Ta jemHaumHa uma 3> pelemna.

3amaiu

1. Tpu apyra, Ana, Ilepa u Muka, nponasaiu cy cTape CTPUIOBE U TAKO 3aPa,Iuin
8500 murapa. Ha romuko HauymHA OHM MOI'Y Oa IOZEJE Taj HOBAI AKO CBAKKA MOPA
na nobuje 6ap 2000 auuapa?

2. Ha roauro mauuna ce 100 kyrauma Moske pacmopeanTu y MeCT KyThja TAaKo Aa y
CBaKOj KyTuju Oyne Hemapad Opoj Kyriwuma?

3. Ompemutu 6poj MEIOOPOjHUX pellewa jemHaunte r1 + To + 3 + r4 = 15 Koja
3anoBoajaBajy caenehe ycmoe: 2 < 1 < 6, -2 < x5 < 1, 0 < z3 < 6,

8. MaremaTunuku pedycu

Y mpoOieMuMa ¢ MATeMATUYKAM pedyCUMa IMJb je Nemr(ppPOBATH Ha3HAUEHE OIe-
pamuje 1 To TAKO A& CBAKOM CJIOBY OArOBapa IO jeqHa Mudpa U Ja PA3IAYUTIM CIOBU-
Ma OAT0BAapAajy pPa3iamduTe mudpe.

IIPuMEP 19. IemmdposaTu:
OVEI

Pewewe. VI3 natux yciaoBa u aHATU3UPAHA TPEHOCA TPU CAOUPAILY, j€THOCTABHO

ce 3aKJLyqyjeJ1aje’L:1HA:9‘M’S:O‘. Cana je
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OVEI - EVO

EN9E

+ I1 0E 1
9V JJ

101V90E

C o63upom ma ce mpousBong OVEI -V, oxsocro I -V 3aBpmasa muppom 1, cremu na
jel=7V=3umlI=3 V=7

Moryhe je jemuno , , jep3al =3, V=7unpouszson OTE3 - 7 ne

6u morao Gutu yerBopouudpen 6poj. Cana je
O3ET7

30
9 E
+ 1

Wl o -

E
N
E
J
9

=<

9
10 0

=

[Tpumverumo na npu muokewy O3ET-3 kox npoussona E-3 nobujamo na ce E-3+2
sappmasa muppom E. To je moryhie jemuno rana je E € {4,9}. Tlomro je mudpa 9

Beh mckopumhena, ciaeam ma je .
Us 0347 - O = 4N94 cremu ma je |O = 2] u [ N=6].

[Ipeocraje jom camo ga ce ompenu koja mudpa oxrosapa ciaosy J. U3
2347432

4694
+ 7041
937JJ
1013904
ciemu 1a je .
3amau
1. Hemu¢pposaru: 2. Iemudposaru:
T EN AB - C=D
+ TEN + : +
FORTY A +E=F
SITXTY AA — E =G
3. Hemmpposatm: M:A=T-E=M-A=T:1=K-A.
4. Nlemudposaru: 5. PeroHCcTpyucaTtu MHOKEHmE:
x % k- ok kX
ATU + IAZ = ITE x 0 * *
— — : + ko ok 5
NEH : IOH = E * 3 % %
PAU — NZ = PPA * k ok x k8
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6. Pekoncrpyucatu nememe:
* ok
— k%

* X | ¥ *
* X | ¥ %

*
*

0

7. Onpemuru uajsehu Gpoj cabupaka 3a KOju je TauHa jeIHAKOCT

PI+PI+---+PI=PILE.

9. MaruuyHn kBanpaTtu

JESUHUINIA 7. Keadpamua mabdauya Oumensuja n X n xoja cadpacu npu-
poone bpojeae 00 1 do n?, pacnopebene maxo da je 3bup 6pojesa y ceaxoj epcmau,
CBAKO] KOAOHU U HA C8AKO0] OUJAZONAAYU KOHCTNANMAN, HA3UBA CE MAZUMNHU K8al-
pam peoa n.

Taj KOHCTAHTHU 30U 30BEMO KAPAKMEPUCTNUNHUM 30UpPOM MATUIHOT KBAIPATA

U OH je jelHaK
1 nn?+1
k-t nn” +1)

n 2
Maryusy KBaIpaT He Mopa OHTH cacTaB/heH caMo on 6pojesa ox 1 mo n?, Beh my
eJIeMEeHTH MOTY OUTM W UJAHOBM HEKOT pacTyher apurMeTWykor Hmu3a. Heka je a
[OYETH! WIaH, a d Pa3jivKa TOT HU3A, Tala je KAPAKTePUCTUUHU 30Up jemHaK

(1+2+---4n%) =

1 2
K = in(a +d(n° —1)).

Maruusu kBaapaTu pefa 3 Owiu Ccy MO3HATH jOII IIPE HOBE €pe, ajild Ce KBAIPATH
BUITET pela MojaBiyjy v HoBujeMm moby. Marmunu kBampar pema 4 momume ce y 12.
BEKy HOBE €pe y WHAW]CKOj, KMHECKO] ¥ TPYKO] JTUTEPATYPU.

Omneparnuje ¢ MAarMYHUM KBaOpaTHMAa

Axo ce mMarmuHuM KBaIpaT 3apoTMpa 3a yrao koju je ymuHo:kak ox 90° wmim my
ce eJIEMEHTH ,,TPECIUKAjy“ y OJHOCY HA HEKYy Ol UeTHUPHU OCe CuMeTpuje, mobuja ce
MArwYHI KBAAPAT C MCTUM €JIEMEHTUMA y APYTadujeM PenoCieny.

3aHUMJBMBHU]E je Ja ce OJ CBAKOT MATMYHOI KBA,IPATA MOKE JOOUTY HOBU MATUUHU
KBaJpaTr nmpuMmenyjyhu meke on ciaemnehux omepanuja:

1. AKO CBUMM UJIAHOBMMA MATUYHOT KBAJPATa N0AAMO (MJIM OLY3MeMO) UCTH Gpoj,
mobuja ce MarvyHu KBaapar.

2. Axo cBe wiaHOBE MAMYHOT KBaJparTa ¢ KapakTepucTuyHuM 30mpoM K mom-
HOKUMO UCTUM OpojeM k, mobmja ce MArWyHM KBAAPAT C KAPAKTEPUCTUUHUM 30MpPOM

k- K.
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3. 30up miam pasiuka [BAjy MATMYHUX KBAAPATA UCTOT Pela je MarvuuvHu KBaIpaT
HCTOT Pena.

Jom Heka CBOjcTBA MarmyHUX KBaApaTa

Axo je 36up cBakKOr mapa IMEeHTPAIHO CUMETPUYHUX €JIEMEHATA MATUIHOT KBAIPATA
jemmak n? + 1, 32 TaKaB MATMYHM KBAIPAT Ce KAXE JA j& CUMEMPUUAH.

AKO ce CBaKM eJeMeHT MarmuyHOT KBajapaTa omysme ox n? + 1, mobuja ce HOBH
MATUYHA KBA,IPAT, KOJU C€ HA3UBA KOMNAEMENTOM TOTA3HOI MATMYHOT KBA,IPATA.

Axo jemam miu 00a 30upa ejeMeHaTa Ha IUjarOHAJAMa HUCY jeHAKU KapaKTe-
PUCTUYHOM 30UPY, TAKAB KBAAPAT j€ NOAYMAZULAH.

Maruuna Koika

Maruusa koigka je 3-IMMEH3MOHAJHU €KBUBAJEHT MATMUYHOI KBAIPATA, TAKAB Ia
cy nesu 6pojesu pacnopebenu y obauky n X n X n. 30up OpojeBa y CBUM PeIOBUMA,
KOJIOHAMA W YETUPU [JIABHE IMjarOHANE j€ KOHCTAHTAH U HA3WBA Ce KAPAKTEPUCTUIHU
36up Marmune Kouke. V3yserak on mpaBuia Cy AujaroHaJie ciaojeBa. KRapakrepuc-
n(n3+1)

5 .

Axo je n Ha Qujaromasama ciojeBa 30Up ejeMeHATa jeIHAK KapaKTePUCTUIHOM
30upy, OHIA ce paau O CABPIIEHO] MarmdHoj Koiku. CaBpIleHe MATWYHE KOUKE Pela
2, 3 u 4 He mocToje, IOK Cy TakBe Kouke pema 7 m 9 mosumare ox kpaja 19. Berka. Oxn
2003. romune MO3HATE Cy U CABPIICHE MATWMYHE KOIKE peroBa 5 1 6.

TUYHU 30UP MAruvyHe KOIKE je

3anmamu

1. IToancka TamuEMnA. 3aTBOp y O/JM3MHU MIaHCKOT rpaga Kamusa je y obiuky
kBagpara ca 16 hemwmja. ['yBepuep je 3aTBOpeHUMNMMA HyMepuCaHUM OpojeBUMA
on 1 mo 15 mao 3amarak ma ce pacmopene TaKO 1 BUXOBU OPOjeBU YMHE MATUUHU
KBAJIpaT, &JU Ja HU y jeJHOM TPEHYTKy y Neiuju He MOke OMTM BUIIE OX jeIHOT
3aTBODEHMKA. ¥ CIyYajy MO3UTUBHOr pemema obehano um je ocnmobabame. Ha
CIMIM JIEBO je JAT pacmopel 3aTBOPEHUWKA. 3aTBOpeHuMK Moxke mnpehu camo y
npasuy henujy u3 fienuje koja je cycenna npasuoj henuju. a au je o moryhe?

112 3 |4 1019 |7 |4
5 |16 |7 |8 6 |5 [11 |8
9 |10 |11 |12 112 |12 |15
13 |14 |15 13 |14 3

Pewewe. Ha mpyroj caunu je mpura3aH pacmopen 3aTBOPEHUKA KOjU je TaKaB
na omrosapajyhu 6pojesu onpebyjy maruunu kBazpar. lo Tor pacmopena ce mosasu
noMepameM 3aTBOPEHUKa y ciaobomuy hemmjy cremehum pemom: 15, 14, 10, 6, 7, 3, 2,
7,6,11,3,2,7, 6,11, 10, 14, 3, 2, 11, 10, 9, 5, 1, 6, 10, 9, 5, 1, 6, 10, 9, 5, 2, 12,
15, 3.

2. Ilorazatu Ja He HOCTOjI/I CaBpHICHa Marvm4yHa KOIIKa pena 3.
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JlaTuHCKU KBagpaT

JESVHUIINIA 8. Keadpamnwa mabauya OuMeR3uja n X n wuje je ceako mno-
/o€ NONYBEHO JEOHUM 00 N PAAUNUMUL EAEMEHAME, Pacnopeherus makxo da ce y
C8AK0J 8PCMU U C8AKO] KOAOKU NOjaBHYJe C8AKY 00 MUL EAEMENAMA, HA3UEA CE
AGMUHCKY K8adpam peda n.

3a eleMeHTe JATUHCKUX KBALpaTa ce Hajuemnhie y3uMajy eJIeMeHTH CKyIa
{0,1,2,... ,n — 1} nnu cnosa abeneze.

ITpuMEP 20. CyIoky je JaTHHCKA KBaIpAT.

Py TomuK;

JlaTuHCKM KBAZpAT Y UMjUM HOJBKMMA Cy YIUCAHM NPUPOMHU OpojeBu om 1 mo n
KOjU 3aJ0BO/BABAjy jOII M HEKE HaTe HejeIHAKOCTM HAa3WBa Ce (yTOmHUKU. 3amaIu
Oasupann Ha (OYTONIMKA]y OOMUYHO Cy HATH TAKO Aa Ce TPAKU Na Ce nara OpojeBHA
Mpeka JONyHM, aKO je HEKOJUKO I0Jba IONYH-EHO, WIX CYy AaTe CAMO HEjeTHAKOCTH.
OBa snormyka 3aroHeTKa MOTWYE U3 JamaHa.

IIpuMEP 21. IlpencraBibeHO je pememe jefHOr (YTOMUKYN IPOOIEMA.

< 41 <3 |12

< 11 (4] 12]<]3

10. TupuxJieoB IIPUHITAT

OcuoBra Bep3uja osor npuHnuna riaacu: Axo ckyn 00 nk+1 eaemenama mpeba
0a nodeaumo wa k Qucjynkmrux nodckynosa, mada b6ap jedar 00 mux nodckynoea
cadpocu e mamwe 00 n+ 1 esemenama.

IIpMEP 22. Ha maxoBckoM TypHUPY yuecTByje 8 urpava. Krpa cBako ca
cakuMm. Jlokazaru ma ce y CBaKOM TPEHYTKYy TypHUMpa Mory Halin gBa mrpada ca
jemHakuM OpojeM mo Taja OIUTPAHUX IMapTHja.

Peweme. Axo cy cBU Mrpaun, y TPEHYTKY IOCMATpabha, OqUrpanu 6ap mo jeqHy
DapTUjy OHIA je CBAKM O 8 mrpava omurpao Oap jemxy, a Hajsume 7 mapruja. llo
JupuxaeoBoM IPUHIUIY Clequ Aa MOCTOje JBa Urpada Ca UCTUM OpojeM OIUrpaHuX
napTuja.

Axo mocToju Urpau Koju Huje OmUrpac HUjeOHy HapTUjy, OHIa HEe MOCTOjU Urpad
KOju je onurpao cBux 7 mapruja. Ilakme, cBaku ox 8 urpava je, y TOM TPEHYTKY, OIN-
rpao Heku 6poj ox 0 mo 6 mapruja. CamyHO KA0 y HPETXOMHOM ciydajy, mo upux-
JICOBOM IIPUHIMUILY CJIEIX Ja IOCTOje NBa Urpada ca UCTUM OPOjeM OIUIPAHUX IapTuja.
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3anamu

1. Y paBum je maro 25 Tayaka TakO Ma 3a CBakKe TPU O TUX TAadyaka MOCTOje IBeE
umje je pacrojame Mame on 1 cm. Jloka3zaTu ga HOCTOju KPYT MOIYIpevHrKa 1 cm
KOju caap:ku O6ap 13 ox maTux Tavaka.

2. Y mpaBuWIHOM OeceToyriy omabpaHo je 5 remena. [lokazaru ma mocToju jend-
HAKOKPAKM TPOYrao € TEMEHMMa y ONA0PAHUM TadyKaMa.

3. IokasaTu ma 3a CBakM OPUPOAAH OpPOj N, KOjU HUje NEHUB HU Ca 2, HA ca 5,
OCTOju IprpoAaH Opoj umje cy cBe mudpe jeauHUIle U KOjU je Ae/bUB Ca M.

4. Csaga ox 13 npaBux eau KBAIpaT Ha ABA YETBOPOYTJIA UK€ CE MOBPIIMHE OJHOCE
kao b : 2. Jlorkazaru na 6ap 4 ox Tux 13 mpaBuX MMajy 3ajeJHUYKY TAUKY.

5. Y yHyTpamm®mOCTH KBaIPATa Ylja je Oy:KuHA CTpaHuIe 1 ¢ HAIPTAHO je HEKOIUKO
Kpyrosa. 36up obuma cBux Kpyrosa jensak je 10 cm. JlokazaTu ma mocToju mpasa
Koja ceue 0ap 4 o4 TUX KPYroBa.

11. Csobeme Ha IPOTUBPEUYHOCT

Csobeme na mporuspeunoct uiu, no Apucroreny, csoheme na memoryhe (mat.
Reductio ad absurdum) jenan je on yemlie kopumhennx nokaza y Mmaremarugu. OBze
Ce MMIUIMIUTHO KODUCTHU 3aKOH KOHTpaaukuuje (cBoheme Ha ancyph) KOju TBPAM A
jemHa KaTeropuyHa M3jaBa HE MOKE OUTU MCTOBPEMEHO M MCTUHUTA U HEUCTUHUTA.

Cam meron snoruuku ce Gasupa Ha TayToaoruju (—p = (g A —q)) = p.

Ilokasusame TBphema oBuM MeTomOM cactoju ce y ciemehiem: axo zofiemo da
doxamcemo nexo mepheme, onda NPeo NPemnocmasumo wez08y wezauujy. Axo
my wezauujy dosedemo y npomusypeurocm (ancypd), onda cmo mume yeneau 0a
doxkamcemo camo nowemmno mephewe. OBaKAB HAUMH IOKA3UBAMmHA UECTO C€ HA3WMBA
WHIMPEKTHUM.

Jeman on HajcTapWjuX MaTeMATUYKUX NOKAa3a M3BEINEHUX OBOM METOIOM, a KOju
ce mpunucyje Eykmuny, jecte mo3HATH NOKA3 YMKEHUIE 1A IOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO
mpocTux Opojesa.

IIpuMEP 23. Illecroxpaxe, cemMOKpPaKe 1 OCMOKPaKe XODOTHUIE CIIyKe IIOABOI-
HOM kpamy. One kKoje mMajy 7 KpakoBa yBeK Jasy, HOK OHe ca 6 mnm 8 KpakoBa yBeK
roeope ucruy. Jemsor nana cpeie cy ce 4 xoboruume. Ilmasa je perma: ,3ajemHo
uMaMo 28 KpakoBa®, 3ejeHa: ,3ajelHo uMaMo 27 KpakoBa“, sKyTa: ,,3ajelHO MMaMO
26 kpakoBa“ u npBeHa: ,3ajenHo umamo 25 kpakosa“. Koje 6oje je xoborHuna koja
rosopu uctuny? [Keuryp 6e3 rpanuna, 2010.)

Pewewe. IlomTo mocroje yetnpm pazmuyuTe U3jaBe, TO je WIX jelHA O HUX
TauvyHa WU HUjeTHA.

Axo HujenHA W3jaBa HEUje TayHa, CIEIM Ja Cy CBE XODOTHUIE CEIMOKDAKe W na
je yrymHO 28 KpakoBa, ma OM MCTUHY TOBOPWIA IIaBa XODOTHUIA, MITO je CYMPOTHO
HAIIO] MPETIOCTABIN.

Harne, mehy oBe ueTupu X0OOTHUIE jelHa TOBOPYU WCTUHY, a IPEOCTaje TPU
naxky. OHe koje nasky mMajy ykymHo 21 Kpak, IOK OHA XOOOTHUIA KOja TOBOPU UCTUHY
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Moske nmaTu 6 niam 8 kpakoBa. 3aTo Ou ykymar 0poj kparoBa 6uo 27 wam 29. Ilom-
TO, IO YCJIOBMMA 3aJaTKa, He MOCTOju M3jaBa na XoboTHuUIe mMmajy 29 kKparosa, TO
3aKBYyUyjeMO Ha CBe XODOTHWIE MMajy 3ajeqHo 27 KPakoBa, a Oa je UCTUHY DEKIa
3eseHa X00OTHUIA.

3anamu

1. Hoxkazaru ma 10 yuyenura He Moske momeautu 40 OGOMOOHA TAKO Ja CBAKU OJ HMUX
nmobuje pasmuuur 6poj GomboHa?

2. Y Bpecru je 2014 ocoba. Caka ocoba je wiu nammuBan (KOju yBEK Jaske) WA
kpass (koju yBek ropopu uctuny ). Caka ocoba je peria: ,VMa Buiie na:xpuBana
¢ MOje JIeBe CTpaHe Hero KpaJneBa ¢ Moje mecHe cTpame.  Konnko uMa maxbuBamna
y 10j Bpcru? [Kenryp Ges rpanmma, 2014.]

12. Meron uaBapujanTu

CsojcTBO MaTeMaTHUKOr O0jeKTa Koje ce He Mema MpW HEKO] TpaHChOopManuju
30Be ce uneapujarma te rpanchopmaruje. OOUUHO ce METO MHBAPUjAHTY KOPUCTH 38
pemaBame 331aTaka y KOjUMa Ce yKeJI UCIUTATHA MOKE JIU Ce BUIECTPYKOM IIPUMEHOM
HEKe 3a1aTe TpaHCHOpMAIMje O MATEeMATUUKOT 00jekTa (cTama) X mo0uTu HEKU Opy-
ru MaremaTruky objexar (crame) Y. Yromuko ce mabe mpumep koju mokasyje Kako ce
TO MOK€ YUMHUTH, Tj. KOJIUKO IyTa U KAKO IPUMEHUTH 3aJATy TPEHC(HOPMALU)y, OHIA
je omroBop morBpman. Axo ce mponalje mHBapmjamTa TE TpaHChopMamnuje Koja HeMa
VCTe BPEIHOCTH 3a Ta JBa 00jeKTa, TO 3HAUW Ja ce IpUMeHaMa Te TPaHC(popManuje He
Moske o X mobutu Y u OArOBOD je OOpedaH.

ITpuMEP 24. Op 6pojesa 1, 2, 3, 4, 5 u 7 bupajy ce Tpu 6poja u nosehasajy 3a
no 1. Moske nu ce moHABBAKEM Te omepaluje nobutu na csu O6pojeBu Oyny jeqHAKMH?!

Pewewe. 306up marux Opojesa je jemmakx 22. Ilosehasamem Ouio Koja Tpu of
tux OpojeBa 3a mo 1, 30up cBux OpojeBa ce moBehasa 3a 3. Konuko romx myrta ma ce
OpUMeHu Ta omnepanuja 36up ce cBaku myr moeha 3a 3. Ilakie, 3a 306up moueTHUX
mect OpojeBa, ka0 u 6uno koju apyru 36up nobujen yBehaBamem Heka Tpu Opoja 3a
1o 1, BaKM @ IpU IelbeRy ca 3 Jaje OCTaTak 1, MTo je MHBAPUjaHTa y OBOM CIYUajy.

Cauenu na ce He Mo:ke noctuhu, mpumeryjyhu onucany oneparnujy, 1a CBUX MECT
OpojeBa mocrany jemHaku, jep Oum y ToM cayuajy 36up cBux OpojeBa O6uo mesmuB ca 3.

IIpuMEP 25. Ha croay ce masma3u 8 wama. Tpw o BUX CY OKPEHYTe THOM
mapuime. Jl03BOMEHO je MCTOBpEMEHO TpeBpHYTH Omiao koje 4 uame. Mowke nu ce
noctuliz 1a cBe varme Oyy MPABUIHO MOCTABILEHE?

Pewemwe. ObenexuMo yame Koje Cy IPAaBUIHO MOCTAaBJLEHE Ha CTO ca 1, a dame
okpenyre nHoM Hapume Opojem 0. IlouerHo crame je:
1,1,1,1,1,0,0,0.
36up cBux Tux OpojeBa jemHAkK je 5.

Oxperamem Ouio koje 4 uame Ha moJsie, yerupu Opoja 1 ce Mmemajy y 0, ma ce
30up cmamyje 3a 4. OkperameM TPU yalle Ha J0Je, a jelHe Ha rope, 30up OpojeBa ce
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cMamU 3a 2 1 Tako masse. llpu cBakoM Okperamy uyeTupu yaimre 36up OpojeBa kKojuMma
ce ommcyje crame 8 NATUX Jamla IPOMEHM ce 3a HEKW IHapaH Opoj.

Kako je 30up koju omroBapa MOUYETHO] MO3UIUU jemHAK 5, TO OH HE MOMKE TO-
cratu 8. Ilakne, uHBapuUjaHTa OBe OmEpalyje je TapHOCT 30upa.

3anamu

1. Ilepa je paspe3ao mucT mammpa Ha 7 IeJ0OBa, a 3aTUM je HEKe O THUX AeJI0OBa
paspe3ao Ha HOBUX 7, u Tako pemoM. [la s je moryhe ma je y HEKOM TpEHYTKY
nmao ucnpen cebe 5285 nemosa mamupa?

2. Ypebenu map unemux GpojeBa (m,n) Moxemo TpaHchopmucaru y ypebenu map
(n,m), (m —n,n) wmm (m + 2n,n). Moxe au ce on ypebenor mapa (21,15)
noburu ypehenu map (12,20)?

3. Y jemHoj BpCcTU HamucaHa cy Tpu neja 6pojam, nup. Vcnon me, y apyroj BpcTu,
HATIMCaHe Cy pasnuke OpojeBa M3 mperxofiHe Bpcre m —n, n —p u p —m. Ilo
VICTOM IpaBUIy HamucaHu cy bpojeBu y Tpehoj Bpctu, uta. Iloctoje nu 6pojesu
m, n U p, TAKBU Ja C€ Y HEKOj BPCTH MOCJe cemMe Moske mobutu 6poj: a) 30103;
6) 401047

4. Tlepa je ma manupy manucao 4514 myna u 4515 jemuruna. Ou Gpuime mo msa 6Gpoja
7 aKO Cy MCTHU, YMECTO BUX YIUCYje jeMUHWILY, a aKO Cy Pa3IWdIUTH, OHAA HYIY.
Koju hie 6poj ocraTu mociensmhy HATUCAH HA TATUDY !

5. Ha rabnu je pemom mamucaro npeux 3747 npuponuux 6pojeBa. ¥ CBAKOM KODAKy
Opumy ce mBa mMpou3BOJbHA Opoja, a yIuCyje ce alcoJyTHa BPEIHOCT HUXOBE
pasnuke. Ila nu je moryhe ma mocme 3746 kopaka Ha Tabiau OCTAHE HAIKCAH
6poj 17

6. U3 xBampara 100 x 100 moxemenor Ha 10000 jexnrnynux kBagparuha ,m3pesas "
je jemam kBampatuh. Moske nu ce mpeoctaau 1eo kBampata mpexkputu ca 9999
jeIHAKOKPAKO-TIPABOYTIIUX TPOYIJIOBA UMje Cy XUIOTEHy3e MYKUHE 2, TAKO [a Ce
XUIIOTEHY3€ TPOYIJIOBA MOKJANAjy Ca WBUIAMAa KBaApaTulia, a KaTeTe Ca AUjaro-
maJjama kBagparuiia?

7. Keagpar 10 x 10 nmozemen je na 100 jemmununux kBazparulia. Bupa ce 9 xBan-
paruha u 060ju HekOM GojoM. 3aTuM ce y CBAKOM KOpaky 00oje cBU KBagparuhu
Koju uMajy Oap mo mBa cycemHa kBaapartuha obojema. la au ce Moxke HaIpaBUTH
TakaB u300p moueTHrx 9 KBazparmha Oa HAKOH HEKOJWKO KOPAKA [e0 KBaIPAT
6yme obojen?
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