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dr Xefket Arslanagi�

JEDNA TEOREMA IZ GEOMETRIJE TROUGLA
I NEKE ǋENE POSǈEDICE

U ovom qlanku ²emo dati dva dokaza jedne teoreme iz geometrije trougla, a
nexto kasnije i neke posǉedice te teoreme. Rijeq je o sǉede²oj teoremi.

Zbir proizvoda visina oxtrouglog trougla sa svojim odsjeqcima od or-
tocentra do tjemena jednak je poluzbiru kvadrata stranica trougla.

Prvi dokaz je pristupaqan uqenicima osnovne xkole, dok su drugi dokaz, te
primjene ove teoreme nameǌeni starijim uqenicima.

Dokaz 1. Neka su AD, BE i CF visine trougla ABC, a taqka H ǌegov
ortocentar (sl. 1). Treba dokazati da va¼i sljede²a jednakost:

(1) AD ·HA + BE ·HB + CF ·HC =
a2 + b2 + c2

2
,

gdje su a, b, c du¼ine stranica trougla ABC.

Slika 1

Neka je AB = c = AF + BF = p + q, BC = a = BD + CD = m + n i
CA = b = AE + CE = s + t. Pravougli trouglovi BCE i BHD su sliqni,
odakle je:

(2) m : HB = BE : a, tj. BE ·HB = m · a.
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Sliqni su i trouglovi BCH i FCD (∠FCB im je zajedniqki, dok je ∠CFD =
∠HBC jer su to periferijski uglovi nad lukom HD kruga opisanog oko tetivnog
qetvorougla FBDH), gdje uoqavamo da vrijedi HC : BC = CD : CF , tj.
(3) CF ·HC = a · n.

Sabiraǌem jednakosti (2) i (3), dobijamo
(4) BE ·HB + CF ·HC = a(m + n) = a2.

Daǉe, odaberimo dva para sliqnih trouglova, 4ABE i 4BHF , te 4ADF i
4ABH. Iz prve sliqnosti je:
(5) BE : c = q : HB, dakle BE ·HB = c · q,
dok iz druge sliqnosti imamo
(6) HA : c = p : DA, dakle DA ·HA = c · p.

Sabiraǌem jednakosti (5) i (6) dobijamo
(7) BE ·HB + DA ·HA = c(p + q) = c2.

Na sliqan naqin, tako±e iz dva para sliqnih trouglova (4AHE ∼ 4ACD i
4ACH ∼ 4FCE) nalazimo
(8) AD ·AH + CF ·HC = b(s + t) = b2.

Sabiraǌem sada jednakosti (4), (7) i (8) slijedi
2(AD ·HA + BE ·HB + CF ·HC) = a2 + b2 + c2,

a odavde jednakost (1).

Slika 2

Dokaz 2. Da bismo izveli ovaj dokaz koristi²emo nekoliko poznatih stavova
iz geometrije trougla koje ne²emo dokazivati:

A1O =
1
2
AH, B1O =

1
2
BH, C1O =

1
2
CH,(9)

a2 + b2 + c2 = 2(s2 − 4Rr − r2),(10)

ctg α + ctg β + ctg γ =
a2 − 4Rr − r2

2P
,(11)
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gdje su a, b, c du¼ine stranica oxtrouglog trougla ABC, α, β, γ ǌegovi unu-
traxǌi uglovi, taqka O je centar opisane kru¼nice tog trougla, R i r su radi-
jusi opisane i upisane kru¼nice tog trougla, s je ǌegov poluobim, P je ǌegova
povrxina, ha, hb, hc su du¼ine ǌegovih visina, taqka H je ǌegov ortocentar, a
taqke A1, B1, C1 su podno¼ja normala iz taqke O na odgovaraju²e stranice BC,
CA i AB trougla ABC (sl. 2).

Koriste²i (9), (10) i (11) dobijamo

ha ·AH + hb ·BH + hc · CH = 2A1O · ha + 2B1O · hb + 2C1O · hc

= 2A1O · 2P

a
+ 2B1O · 2P

b
+ 2C1O · 2P

c

= 2P

(
A1O

a/2
+

B1O

b/2
+

C1O

c/2

)
= 2P (ctg α + ctg β + ctg γ)

= 2P · s2 − 4Rr − r2

2P
= s2 − 4Rr − r2 =

a2 + b2 + c2

2
,

xto je i trebalo dokazati.
Napomena 1. Dokazi jednakosti (9), (10) i (11) se mogu na²i u [3] i [4].
Napomena 2. U ovom dokazu smo koristili qiǌenicu da je ∠AOB = 2∠ACB,

tj. ∠AOB = 2γ, a odavde ∠AOC1 = ∠BOC1 = γ, te analogno ∠BOA1 =
∠COA1 = α i ∠AOB1 = ∠COB1 = β.

Da bismo izveli neke posǉedice upravo dokazane teoreme, dokaza²emo dvije
nejednakosti:

16Rr − 5r2 6 s2 6 4R2 + 4Rr + 3r2,(12)

2(12Rr − 6r2) 6 a2 + b2 + c2 6 2(4R2 + 2r2).(13)

Nejednakost (12) je u literaturi o geometrijskim nejednakostima poznata kao
nejednakost Gerecena (J.C. Gerretsen (1907–1983), holandski matematiqar). Da
bismo je dokazali, koristi²emo poznate obrasce za udaǉenost znaqajnih taqaka
trougla:

|IH|2 = 4R2 + 4Rr + 3r2 − s2,(14)

|IT |2 =
1
9
(s2 + 5r2 − 16Rr).(15)

gdje su I, H, T centar upisane kru¼nice, ortocentar i te¼ixte trougla ABC.
Kako je |IH|2 > 0, to iz (14) dobijamo

4R2 + 4Rr + 3r2 − s2 > 0, tj. s2 6 4R2 + 4Rr + 3r2.

Kako je |IT |2 > 0, to iz dobijamo

s2 + 5r2 − 16Rr > 0, tj. s2 > 16Rr − 5r2.

Ovim je dokazana nejednakost (12). Jednakost u ǌoj va¼i ako i samo ako je |IH| =
0 i |IT | = 0, tj. I ≡ H ≡ T , xto znaqi ako je u pitaǌu jednakostraniqni trougao.

Napomena 3. Jox jedan dokaz nejednakosti (12) se nalazi u [2]. Dokazi
jednakosti (14) i (15) se mogu na²i u [1].
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Sada ²emo dokazati nejednakost (13). Koristi²i jednakost (10), zbog neje-
dnakosti (12) je

2(16Rr − 5r2 − r2 − 4Rr) 6 a2 + b2 + c2 6 2(4R2 + 4Rr + 3r2 − r2 − 4Rr),

tj. va¼i nejednakost (13). Jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c, tj. R = 2r
(jednakostraniqni trougao).

Iz nejednakosti (13) sada slijedi

(16) 12Rr − 6r2 6 a2 + b2 + c2

2
6 4R2 + 2r2.

Najzad iz (1) i (16) dobijamo nejednakost

16Rr − 6r2 6 AD ·HA + BE ·HB + CF ·HC 6 4R2 + 2r2,

gdje jednakost va¼i samo ako je u pitaǌu jednakostraniqni trougao.

U kǌizi [2], str. 44 se nalazi nejednakost 4.7 koja glasi

(17) 4P
√

3 + Q 6 a2 + b2 + c2 6 4P
√

3 + 3Q,

gdje je Q = (b− c)2 + (c− a)2 + (a− b)2. Sada iz (1) i (17) slijedi nejednakost

1
2
(4P

√
3 + Q) 6 AD ·HA + BE ·HB + CF ·HC 6 1

2
(4P

√
3 + 3Q),

gdje va¼i jednakost ako je u pitaǌu jednakostraniqni trougao.
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