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Marko Koxqica

KARAKTERIZACIJA ORTOCENTRA OXTROUGLOG TROUGLA

U ovom qlanku ²emo na vixe naqina dokazati slede²e tvr±eǌe.

Teorema 1. Neka je X taqka u unutraxǌosti oxtrouglog 4ABC. Taq-
ka X je ortocentar 4ABC ako i samo ako je ]BAX = ]BCX i ]ABX =
]ACX.

Dokaz. (=⇒) Ako je X ortocentar 4ABC, onda je ]BAX = ]BCX =
90◦ − ]ABC i ]ABX = ]ACX = 90◦ − ]CAB.

(⇐=) Ovaj smer dokaza²emo na vixe naqina.

Prvi naqin (pomo²u sliqnosti trouglova).

Uvedimo oznake ]BAX = ]BCX = ϕ, ]ABX = ]ACX = θ, ]CAX = ε i
]CBX = δ. Neka su P, Q i R podno¼ja normala iz taqke X redom na stranice

BC,AC i AB, slika 1. Kako je 4CPX ∼ 4ARX, to je XP =
CX ·XR

AX
. Iz

sliqnosti 4CQX i 4BRX dobijamo da je XQ =
CX ·XR

BX
. Deǉeǌem posledǌe

dve jednakosti dobijamo da je
XP

XQ
=

BX

AX
, a kako su trouglovi AQX i BPX

pravougli, primenom Pitagorine teoreme neposredno se dobija da je
XQ

AQ
=

XP

BP
,

pa je4AQX ∼ 4BPX. Iz sliqnosti je ]QAX = ]PBX tj. ε = δ. Iz qiǌenice
da je ε + ϕ + θ + δ + ϕ + θ = 180◦, tj. ε + ϕ + θ + ε + ϕ + θ = 180◦, dobijamo
da je ϕ + θ + ε = 90◦ i sada se neposredno zakǉuquje da su prave AX, BX i CX
normalne redom na prave BC,AC i AB, odakle sledi da je taqka X ortocentar
4ABC.
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Drugi naqin (korix²eǌem tetivnog qetvorougla).

Uvedimo oznake ]BAX = ]BCX = ϕ, ]ABX = ]ACX = θ. Neka je Y
taqka simetriqna taqki X u odnosu na pravu AB i E preseqna taqka du¼i XY
i AB, slika 2. Tada je ]AEX = 90◦. Kako je ]ACB = ]ACX + ]BCX =
θ + ϕ, a ]AY B = ]AXB = 180◦ − ]BAX − ]ABX = 180◦ − ϕ − θ, to je
]ACB+]AY B = 180◦, pa je qetvorougao ACBY tetivan. Sledi da je ]ACY =
]ABY = ]ABX = θ. Kako je i ]ACX = θ, sledi da su taqke C, X, E i Y
kolinearne, pa je CX⊥AB. Sada se neposredno dobija da je ]XAC = ]XBC,
odakle se dobija da je ]XAC + ]ACB = 90◦, pa je AX⊥BC. Sledi da je taqka
X ortocentar 4ABC.

Tre�i naqin (pomo²u podudarnosti trouglova).

Uvedimo oznake ]CAB = α, ]ABC = β, ]BCA = γ, ]BAX = ]BCX = ϕ,
]ABX = ]ACX = θ, slika 3. Kako je ]BCX = ]BAX, to krugovi opisani
oko 4BXC i 4AXB imaju jednake polureqnike, a kako je ]ABX = ]ACX,
to krugovi opisani oko 4AXB i 4CXA imaju jednake polupreqnike. Odavde
sledi da krugovi opisani oko 4CXA i 4BXC imaju jednake polupreqnike,
pa ako su S i T centri krugova opisanih redom oko 4CXA i 4BXC, onda
je SC = SX = TX = TC. Sledi da je qetvorougao CSXT romb, a kako su
naspramni uglovi romba jednaki to je ]CSX = ]CTX. Na osnovu teoreme o
centaralnom i periferijskom uglu je ]CSX = 2]CAX = 2(α − ϕ) i ]CTX =
2]CBX = 2(β − θ). Sledi da je α − ϕ = β − θ, tj. α + θ = β + ϕ. Kako je
α + β + γ = 180◦, tj. α + β + ϕ + θ = 180◦, to je α + θ = β + ϕ = 90◦. Sledi da
je AX⊥BC i BX⊥AC, pa je X zaista ortocentar 4ABC.

A B

C

X

S T

A B

C

X

MN

Slika 3 Slika 4

Qetvrti naqin (pomo²u tetivnih qetvorouglova).

Neka je M preseqna taqka pravih AX i BC, a N preseqna taqka pravih BX i
AC. Kako je ]MCN+]NXM = ]MCN+]AXB = ]ACX+]BCX+]AXB =
]ABX + ]BAX + ]AXB = 180◦, to je qetvorougao MCNX tetivan, pa je
]NMX = ]NCX. Kako je po pretpostavci teoreme ]ABX = ]ACX, to je
]NMA = ]ABN , pa je qetvorougao ABMN tako±e tetivan. Iz tetivnosti je
]AMB = ]ANB. Iz tetivnosti qetvorougla MCNX je jox ]AMB+]ANB =
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180◦, pa je ]AMB = ]ANB = 90◦. Sada je oqigledno da je taqka X ortocentar
4ABC.

Peti naqin (pomo²u inverzije u odnosu na krug).

Uvedimo oznake ]BAX = ]BCX = ϕ, ]ABX = ]ACX = θ, ]CAX = ε i
]CBX = δ. Neka je ψk inverzija u odnosu na krug k = k(X, r), pri qemu se k
nalazi u ravni 4ABC i r > 0, slika 5. Oznaqimio A′ = ψk(A), B′ = ψk(B) i
C ′ = ψk(C). Tada je ]B′A′X = ]ABX = θ, ]C ′A′X = ]ACX = θ, pa je prava
A′X simetrala ]C ′A′B. Tako±e ]A′B′X = ]BAX = ϕ, i ]C ′B′X = ]BCX =
ϕ, pa je prava B′X simetrala ]A′B′C ′. Kako se simetrale unutraxǌih uglova
kod svakog trougla seku u jednoj taqki, zakǉuqujemo da je prava C ′X simetrala
]B′C ′A′, pa je ]B′C ′X = ]A′C ′X. Kako je ]A′C ′X = ]CAX = ε i ]B′C ′X =
]CBX = δ, to je δ = ε. Sada se neposredno dobija da je X ortocentar 4ABC.
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Xesti naqin (korix²eǌem trigonometrije).

Uvedimo oznake ]BAX = ]BCX = ϕ, ]ABX = ]ACX = θ, ]CAX =

ε i ]CBX = δ. Primenom sinusne teoreme na 4CXA je sin ε =
CX

AX
sin θ, a

primenom sinusne teoreme na 4BXC je sin δ =
CX

BX
sin ϕ. Deǉeǌem ovih dveju

jednakosti dobijamo da je

(1)
sin ε

sin δ
=

BX

AX

sin θ

sin ϕ
.

Primenom sinusne teoreme na 4AXB je
BX

AX
=

sin ϕ

sin θ
. Iz posledǌe jednakosti

i jednakosti (1) se dobija da je sin ε = sin δ, a kako su uglovi ε i δ oxtri, a
funkcija sin strogo rastu²a na intervalu (0,

π

2
), to je ε = δ. Sada se neposredno

dobija da je X ortocentar 4ABC.

Sedmi naqin (pomo²u kompleksnih brojeva).

Ravan u kojoj se nalazi 4ABC posmatra²emo kao kompleksnu ravan u kojoj
je svakoj taqki dodeǉen kompleksan broj. Kao xto je to uobiqajeno, podrazume-
va²emo da taqkama A,B, C, . . . odgovaraju kompleksni brojevi a, b, c, . . . , slika 6.
Jediniqni krug bi²e krug polupreqnika 1 qiji je centar u nuli. Za svaku taqku

z jediniqnog kruga va¼i |z|2 = 1, tj. z · z̄ = 1, odnosno z̄ =
1
z
.
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Lema 1. ab ‖ cd ako i samo ako je
a− b

ā− b
=

c− d

c̄− d
.

Lema 2. ab⊥cd ako i samo ako je
a− b

ā− b
= −c− d

c̄− d
.

Lema 3. ϕ = ]acb (od a do b u pozitivnom smeru) ako i samo ako je

c− b

|c− b| = eiϕ c− a

|c− a| .

Lema 4. Za tetivu ab jediniqnog kruga va¼i
a− b

ā− b
= −ab.

Neka je krug opisan oko trougla abc jediniqni i neka je pri tome c = 1.
Uvedimo oznake u skadu s pretpostavkom teoreme ]bax = ]xcb = ϕ i ]xba =

]acx = θ. Na osnovu Leme 3 je
a− x

|a− x| = eiϕ a− b

|a− b| i
c− b

|c− b| = eiϕ c− x

|c− x| . Iz

ovih jednakosti se dobija da je

a− x

|a− x|
|a− b|
a− b

=
c− b

|c− b|
|c− x|
c− x

.

Kvadriraǌem posledǌe jednakosti, korix²eǌem qiǌenice da za proizvoǉan kom-
pleksan broj z va¼i |z|2 = zz̄, kao i qiǌenice da za proizvoǉne kompleksne bro-

jeve p, q va¼i p− q = p̄− q̄, dobijamo slede²u jednakost
a− x

ā− x̄

ā− b̄

a− b
=

c− b

c̄− b

c̄− x̄

c− x
.

Na osnovu Leme 4 je
a− b

ā− b
= −ab i

c− b

c̄− b
= −cb = −1 · b = −b, a kako je ā =

1
a
,

dobijamo da je

(2)
a− x

1− ax̄
= b2 · 1− x̄

1− x
.

Analogno se iz qiǌenice da je ]xba = ]acx = θ dobija da je

(3)
b− x

1− bx̄
= a2 · 1− x̄

1− x
.

Iz (2) i (3) dobijamo da je a2 a− x

1− ax̄
= b2 b− x

1− bx̄
, a posle mno¼eǌa i sre±ivaǌa

da je
a3 − b3 − (a2 − b2)x− ab(a2 − b2)x̄ + ab(a− b)xx̄ = 0.

Kako je a3−b3 = (a−b)(a2 +ab+b2) i a2−b2 = (a−b)(a+b) i a 6= b, to deǉeǌem
posledǌe jednakosti nenultim izrazom a− b dobijamo

a2 + ab + b2 − (a + b)x− ab(a + b)x̄ + abxx̄ = 0,

tj.

(4) ab(x− (a + b))x̄ = (a + b)x− a2 − ab− b2.

Ako bi bilo x = a + b, tada bi bilo
x− a

x̄− ā
=

b

b
=

b− 0
b− 0

, pa bi na osnovu Leme 1,

prava ax bila paralelna pravoj koja sadr¼i taqku b i centar opisanog kruga
trougla abc, xto je nemogu²e, s obzirom da se, po pretpostavci teoreme, taqka
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x nalazi u unutraxǌosti trougla abc, kao i taqka o = 0, centar opisanog kruga
trougla abc. Sledi da je x− a− b 6= 0, pa je

(5) x̄ =
(a + b)x− a2 − ab− b2

ab(x− (a + b))
=

a + b

ab
+

1
x− (a + b)

.

Iz (2) i (3) se redom dobijaju jednakosti

(6) b− x− bx + x2 = a2 − a2x̄− a2bx̄ + a2bx̄2

i

(7) a− x− ax + x2 = b2 − b2x̄− b2ax̄ + b2ax̄2.

Ako se od jednakosti (7) oduzme jednakost (6) dobija se

a− b− (a− b)x = b2 − a2 + (a2 − b2)x̄ + ab(a− b)x̄− ab(a− b)x̄2.

Deǉeǌem posledǌe jednakosti nenultim izrazom a − b dobija se jednakost 1 −
x = −(a + b) + (a + b)x̄ + abx̄ − abx̄2, koja konjugovaǌem prelazi u jednakost

1 − x̄ = −a + b

ab
+

(a + b)x
ab

+
x

ab
− x2

ab
, Mno¼eǌem jednakosti sa ab, ubacivaǌem

izraza (5) za x̄, dobija se jednakost

ab(x− (a + b + 1))
x− (a + b)

= x(a + b + 1− x)

koja je ekvivalentna, redom, sa

(x− (a + b + 1))(x2 − (a + b)x + ab) = 0,

(x− (a + b + 1))(x− a)(x− b) = 0

Kako je x 6= a i x 6= b, to je x = a + b + 1. Kako je
x− a

x̄− ā
=

b + 1
b + 1

=
b + 1
1
b + 1

= b,

i na osnovu Leme 4,
b− c

b− c̄
= −bc = −b · 1 = −b, to je

x− a

x̄− ā
= −b− c

b− c̄
, pa je na

osnovu Leme 2, ax⊥bc. Lako se dobija da je i bx⊥ac, pa je x zaista ortocentar
trougla abc.

Osmi naqin (korix²eǌem skalarnog proizvoda).
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Uvedimo oznake ]CAB = α, ]ABC = β, ]BCA = γ, ]BAX = ]BCX = ϕ,
]ABX = ]ACX = θ. Tada je

(8)
−−→
CX · −→CA

|−−→CX||−→CA|
=
−→
AX · −→AB

|−→AX||−→AB|
,

−−→
CX · −→CB

|−−→CX||−→CB|
=
−−→
BX · −→BA

|−−→BX||−→BA|
,

−−→
CX · −→AB =

−−→
CX · (−→AC +

−→
CB) = −−−→CX · −→CA +

−−→
CX · −→CB

(8)
= −|

−−→
CX||−→CA|
|−−→BX||−→BA|

−−→
BX · −→BA +

|−−→CX||−→CB|
|−→AX||−→AB|

−→
AX · −→AB

=
|−−→CX|
|−→AB|

(
|−→CA|
|−−→BX|

−−→
BX +

|−→CB|
|−→AX|

−→
AX) · −→AB.(9)

Neka su M i N taqke, takve da je
−−→
XM =

|−→CB|
|−→AX|

−→
AX i

−−→
XN =

|−→CA|
|−−→BX|

−−→
BX. Tada

je XM = BC i XN = AC. Neka je daǉe Y taqka, takva da je qetvorougao
XMY N paralelogram. Kako su susedni uglovi paralelograma suplementni, to
je ]XMY = 180◦ − ]AXB = 180◦ − (180◦ − ϕ − θ) = ϕ + θ = γ. Sledi da je
4Y XM ∼= 4ABC, pa je XY = AB, ]Y XM = β i ]Y XN = ]XY M = α. Iz
jednakosti

−−→
XY =

−−→
XN +

−−→
XM i jednakosti (9) dobijamo da je

(10)
−−→
CX · −→AB = |−−→CX|

|−→AB|
−−→
XY · −→AB.

Kako je ](
−−→
CX,

−→
AB) = β + ϕ, a ](

−−→
XY ,

−→
AB) = α + θ, to je

−−→
CX · −→AB = |−−→CX||−→AB| cos (β + ϕ)

i −−→
XY · −→AB = |−−→CX|

|−→AB| |
−−→
XY ||−→AB| cos (α + θ) = |−−→CX||−→AB| cos (α + θ).

Sada jednakost (10) postaje |−−→CX||−→AB| cos (β + ϕ) = |−−→CX||−→AB| cos (α + θ), pa skra-
²ivaǌem posledǌe jednakosti izrazom |−−→CX||−→AB|, dobijamo da je cos (β + ϕ) =
cos (α + θ). Kako su uglovi β + ϕ i α + θ izme±u 0◦ i 180◦ i kako je funkcija cos
strogo opadaju²a na intervalu (0, π), zakǉuqujemo da je β + ϕ = α + θ. Sada se
lako izvodi da je taqka X ortocentar 4ABC.

Dopunimo dokazanu teoremu i slede²im tvr±eǌem.

Teorema 2. Neka je X taqka u unutraxosti oxtrouglog 4ABC. Taqka
X je ortocentar 4ABC ako i samo krugovi opisani oko 4AXB, 4BXC i
4CXA imaju jednake polupreqnike.

Dokaz. (=⇒) Ako je X ortocentar 4ABC onda je ]BAX = ]BCX =
90◦ − ]ABC. Neka je taqka M sredixte du¼i BX, a taqke O1 i O2 centri
krugova opisanih redom oko 4AXB i 4BXC. Tada je ]XO1M = 1

2]XO1B =
1
22]BAX = ]BAX i sliqno ]XO2M = ]BCX, pa je ]XO1M = ]XO2M , a
kako je ]O1MX = ]O2MX = 90◦, sledi da je na osnovu stava USU: 4O1MX ∼=
4O2MX. Iz podudarnosti je O1X = O2X, tj. krugovi opisani oko 4AXB i



32 M. Koxqica

4BXC imaju jednake polupreqnike. Analogno se dokazuje da i krugovi opisani
oko 4BXC i 4CXA imaju jednake polupreqnike. Sledi da su polupreqnici
krugova opisanih oko 4AXB,4BXC i 4CXA jednaki.

(⇐=) Pretpostavimo sada da je X taqka u unutraxǌosti 4ABC takva da
krugovi opisani oko 4AXB,4BXC i 4CXA imaju jednake polupreqnike. Kako
su periferijski uglovi nad podudarnim tetivama krugova jednakih polupreqnika
jednaki ili suplementni, to je ]BAX = ]BCX ili ]BAX + ]BCX = 180◦.
Medjutim, kako su ]BAX i ]BCX oxtri, mora biti ]BAX = ]BCX. Analo-
gno je ]ABX = ]ACX, pa je na osnovu Teoreme 1 taqka X ortocentar 4ABC.
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