HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEAOIHOJ IITKOJIN

Mapro Komruwnia

KAPAKTEPU3AIIMNJA OPTOLIEHTPA OIIITPOYTJIOT TPOYTJIA

Y oBoMm unanky hemo Ha Bullle HaUMHA AOKa3aTu ciaemehe TBpheme.

TEOPEMA 1. Hexa je X maukxa y yrwympawmwocmu owmpoyenoz NABC. Tau-
ka X je opmouenmap NABC akxo u camo axo je {BAX = ABCX u LABX =
LACX.

lokas. (=) Axo je X oprouenrap AABC, ounma je L BAX = {BCX =
90° — LABC u L{ABX = LACX =90° — LCAB.

(«<=) Osaj cMep norazahemo Ha Bue HAYMHA.
IIPBM HAUMH (nomolly cam4HOCTH TPOYTIIOBA).

Yeemumo o3nake £ BAX = ABCX = ¢, {ABX = LACX =0, KCAX =¢cnu

ACBX = 6. Heka cy P,Q u R nognoxja nopmana u3 tauke X penoM Ha CTPAHUIE

BC,AC u AB, ciuka 1. Kako je ACPX ~ AARX, 1o je XP = w U3

CX-XR AX

cimunoct ACQX u ABRX nobujamo na je XQ = ————. IlememeM nocienmhe
XP BX bXx

IBE jeIHAKOCTU nobujaMo na je —— = ——, a kKako cy Tpoyraosu AQX u BPX

XQ AX . XQ XP
mpaBoyrin, npuMeroM [luraropuse Teopeme HemocpeqHO ce noduja na je a0 = 5p
naje AAQX ~ ABPX. U3 cnuunoctu je LQAX = APBX 1j. ¢ = 0. U3 uumenune
mjee+p+0+0+p+0=180° 1. e+ +60+ec+ o+ 6 =180° mobujamo
ma je o+ 604 e =90° u cana ce HemocpeHo 3akmyuyje xa cy npase AX, BX u CX
HopMaJsiHe penoM Ha mpase BC, AC u AB, onakne ciemu na je tauka X OpPTOIEHTAD

ANABC.

Cuanga 1 Cuuga 2
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JIPYTV HAUVH (kopumhemeM TeTUBHOT YeTBOPOYIJIA).

Yeemumo oszmake L BAX = LBCX = ¢, LABX = LACX = 0. Hexra je Y
Tauka cuMeTpuuHa Tayku X y omHocy Ha npaBy AB u E mnpeceuna tauka ayxn XY
u AB, cmuka 2. Tanma je LAEX = 90°. Kaxro je LACB = LACX + £BCX =
0+ p, a LAYB = L{AXB = 180° — {BAX — L{ABX = 180° — ¢ — 0, To0 je
LACB+ LAY B = 180°, na je yuersopoyrao ACBY teruBan. Cremu na je LACY =
AABY = LABX = 0. Kako je u LACX = 0, cnemu na cy tauke C, X, F u Y
romuueapue, na je CX 1L AB. Cana ce menocpemuo nobuja na je LA X AC = L XBC,
omakie ce nobuja ma je L X AC + LACB =90°, na je AX 1 BC. Cnemu na je tauka
X opronenrap AABC.

TPERU HAUYUH (nmomolly mOAYAApHOCTH TPOYTIOBA).

Yemumo osuake LCAB = a, LABC = (3, ABCA =+, {BAX = {BCX = ¢,
AABX = LACX = 0, cniura 3. Kako je ABCX = £BAX, T0 Kpyrosu onucasu
oko ABXC u ANAXB umajy jemnake moiaypeunuke, a kako je L ABX = LACX,
to kpyrosu omucanu ok0 AAXB u ACX A wnmajy jennake momynpeunuke. Onasie
cinemu na kpyrosu omucaru ok0 ACXA u ABXC umajy jeqHake MOJYNpEUHUKE,
ma ako ¢y S u T mentpu kpyrosa omucanux pemom oko ACXA u ABXC, ouna
je SC = SX =TX =TC. Cuenn na je uersopoyrao CSXT pomb, a Kako cy
Hacmpamuu yriaosu pomba jemaaku 1o je LCSX = LCTX. Ha ocHoBy Teopeme o
nenTapaiHoM u nepudepujckom yray je LCSX = 24CAX = 2(a— @) u LCTX =
2{CBX =2(8—0). Cremu na je a —p = B —06, 1j. a+ 6 = B+ ¢. Kaxo je
a+B+~v=180°1j. a+ B+ ¢+ 60 =180° 10 je a+ 6 = 3+ ¢ =90°. Crnemu na
je AX1BC u BX1AC, na je X 3aucra opronearap NAABC.

Cauka 3 Cnuka 4

YETBPTU HAYVH (momMolly TeTMBHMX ueTBOpDOYIIOBa).

Heka je M npeceuna rauka npasux AX u BC, a N npeceuna Tauka npasux BX u
AC. Kako je AMCN+ANXM = AMCN+AAXB = {ACX+ABCX+A{AXB =
AABX 4+ £BAX + {AXB = 180°, 1o je uerBopoyrao MCNX terusan, ma je
ANMX = ANCX. Kako je mo npernocrasiu teopeme L ABX = LACX, To je
ANMA = {ABN, na je uerBopoyrao ABM N taxobe terusan. M3 retusnocTu je
AAMB = £ AN B. U3 retusrnoctu yersopoyraa MCN X je jom L AMB+A{ANB =
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180°, ma je LAMB = LANB = 90°. Cana je ouursenno na je rauka X OpTOLEHTAP
NABC.

IIETU HAYMH (nomohy mmBep3uje y omHOCY HA KPYT).

Yemumo o3nake £ BAX = ABCX = ¢, {ABX = L{ACX =0, {CAX =¢cmu
£CBX = . Heka je vy unBepsuja y omaocy Ha kpyr k = k(X,r), npu uemy ce k
nanasu y pasau AABC u r > 0, cauka 5. Osmaunvmo A’ = ¢ (A), B’ = ¢y (B) n
C' = p(C). Tama je {B'A’X = LABX =0, LC'"A'X = LACX = 0, na je npasa
A’X cumerpana £C’'A’'B. Takohe LA'B'X = ABAX = ¢, u £C'B'X = {BCX =
©, ma je mpasa B’X cumerpasa £A'B’'C’. Kako ce cumeTpase yHyTpalIBUX YTJIOBA
KO CBAKOT TPOYTJIa CEKy y jeIHO] Taukh, 3akpbyuyjeMo ma je mpasa C'X cumerpasa
AB'C'A’,na je {B'C'X = LA'C'X. Kaxo je LA'C'X = LCAX =eu AB'C'X =
ACBX =6, 1o je § = e. Cana ce menocpenno nobuja ma je X oprouentap ANABC.

Cauka 5 Cunuga 6

IITECTY HAYWH (kopumliereM TPUrOHOMETPH]E).
Ysemumo oznake L BAX = ABCX = ¢, L{ABX = LACX = 0, L{CAX =

CcX
eu ACBX = ¢§. Ilpumenom cumycue teopeme Ha ACXA je sine = Hsin& a

npumeroM cunycae teopeme Ha ABXC je sind = X sin . JlememeM oBUX mBEjy
jemHarocTu mobujamMo ma je

(1) sine  BX sinf
sind  AX sing’

. BX sin .
[Tpumenom cunycue teopeme na AAXB je X = = S; W3 nocnenmme jemmarocTu
sin
u jemnakoctu (1) ce mobuja na je sine = sind, a Kako Cy yrioBu € U § OWTPH, a

¢ymrnuja sin crporo pacryha ma uarepsauy (0, g), 1o je € = §. Cana ce HEMOCPERHO
nobuja ma je X oprouentap AABC.

CEIMUM HAYMH (momolly KOMIIEKCHUX OpojeBa).

Pasan y kojoj ce manazu AABC nocmarpahieMo Kao KOMILUIEKCHY paBaH y KOjOj
je cBakoj Tauku mOJeJbeH KOMILIEKCaH O6poj. Kao mTo je To yobumuajerno, mompasyme-

Bahemo na taukama A, B, C, ... oaroBapajy KOMILIEKCHU OpojeBu a, b, ¢, . . ., ciuka 6.
Jemuarunu kpyr 6uhe kpyr nomxynpevnuka 1 umju je meHTAp y HyJaW. 3a CBAKy TAUKy
1

2 jemammanor kpyra Baxn 2|2 =1, 1j. 2-Z = 1, omHOCHO Z = ~.
z
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—b —d
JIEMA 1. ab || ed ako u camo ako je az2_<c-2
a—-b &—d
—-b —d
JIEMA 2. ablcd ako u camo ako je e-°_ ¢ —.
a—b c—d

JIEMA 3. ¢ = Lacb (ox @ 10 b y HO3UTUBHOM CMEDPY) QKO U CaMO aKO je

c—b ip C— 0

c—b] ~ Je—d|

. a
JIEMA 4. 3a TeruBy ab jeIMHUYHOT Kpyra Baku —— = —ab.

Heka je kpyr ommcan oko Tpoyria abc jeIMHWYHM U HEKa je mpu ToMe ¢ = 1.
YBeIuMo O3HAKe y CKaIy C IpeTmocTaBkoM Teopeme Lbaxr = Axcb = ¢ u Lrba =

— a—b —-b -
ALacr = 0. Ha ocuoBy Jleme 3 je G7F _ gip 2 u < — v 7Ty
la — x| la —b] ~ |c—1] lc — x|
OBUX jeTHAKOCTH ce no0mja ma je
a—xla—b c—b|c—2
la—xz| a—b Jc—bl c—x’

Keampupamem mocienme je JHAKOCTH, KOPUNINEmheM UUHEHUIE [ 33 TPOU3BOJLAH KOM-
niekcan 6poj z Bawm |z|2 = 2Z, ka0 U UMmeHUTe Na 32 TPOU3BOLHE KOMIUICKCHE GPO-
. - . . a—xa—b c—-bc—=Z
jeBe p, q Baku p — ¢ = p—q, nobujamo ciaenehy jemmakocT —— = = .
a—Ta—b ¢—bc—x

—b —b 1
HaOCHOByﬂeMeﬁlje? ,:—abnf — =—cb=—-1-b= —b, a karo je a = —,
a— c— a
mobujaMo ma je
a—x 1-2z
2 =02 .
) 1—azx 11—z
Awnanorno ce u3 uumenune na je £xba = Lacr = 0 nobuja na je
b—x 1-z
3 =a?. )
3) 1-0x 11—z
. . g,a—T s b—x
Uz (2) u (3) nobujamo na je a = a mociie MHOXKewa U cpebusama

. 1—azx 1—bz’
Ia je
a® — b — (a® — b*)x — ab(a® — b*)Z + ab(a — b)2zT = 0.
Karo je a® — b = (a—b)(a® +ab+b?) u a® —b?> = (a—b)(a+b) u a # b, To nememenm
HOCTehe jeTHAKOCTY HEHYJITAM u3pa3oM a — b mobujamo
a® 4 ab+b* — (a + b)x — ab(a + b)T + abrz = 0,
Tj.
(4) ab(z — (a+ b))z = (a + b)x — a® — ab — b*.
— b b—0
if Cf = = = ——, na 6u Ha ocuoBy Jleme 1,
Z—a b b-0
mpaBa ax Ouia mapadjiesHa TPaBOj KOja CAIp:KU Tauyky b M IEHTAp ONMUCAHOT KPyra
tpoyraa abc, mro je memoryhe, ¢ 063upom ma ce, O TPETHOCTABINA TEOPEME, TadKa

Axo 6u 6uno x = a+ b, raga 6u Guio
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Z HAJA3W Y YHYTPAIIKOCTH TPoyriaa abc, Kao 1 Tauka o = 0, MeHTap OMUCAHOT KPyTa
tpoyraa abe. Cunemu na je x —a — b # 0, ma je

 (a+bz—a?—ab—b* a+b 1
(5) z= = + .
ab(x — (a+ b)) ab x— (a+Db)
U3 (2) u (3) ce penom mobujajy jemHAKOCTH
(6) b—a —br+2? =a® — a7 — bz + a*bz?
u
(7) a—1x—ax+x* =b* - 0’7 — b?az + b?az®.

Axo ce on jemmakoctu (7) omysme jemmaroct (6) moGuja ce
a—b—(a—bx=0>b—a*+ (a®* = v*)Z + ab(a — b)T — ab(a — b)T*.

HememeM mocieme jeIHAKOCTA HEHYJITUM u3pa3oM a — b mobuja ce jemmakoct 1 —

r = —(a+b) + (a + b)T + abT — abZ?, Koja KOHjyTOBamEM NpPETA3M Yy jeTHAKOCT
a+b a—+b)x 2

1—2x=— a (a+b) o x—, MuoskemeM jenHakoctu ca ab, ybanupamem
ab ab ab ab

uspasa (5) 3a Z, nobuja ce jeqHAKOCT
ablz — (a+b+1))
x—(a+b)

KOja je eKBUBAJEHTHA, PEIOM, Ca

=z(a+b+1—2)

(x—(a+b+1))(2* - (a+b)x+ab) =0,
(x—(a+b+1)(z—a)(xr—0b) =0
r—a b+1 b+1

Kako jex Faumx #b, 0jex =a+b+ 1. Kakoje —— = = = =,
je x # # ] L S |
b— — b—
u Ha ocHOBY Jleme 4, 2TC —bc=—-b-1= —b, 10 je 3_0 C_l = —= c, ma je Ha
C T—a b—¢

—c
ocuoBy Jleme 2, axLbc. Jlako ce nobuja na je m bx Lac, ma je x 3amcta opTOUEHTAD
Tpoyria abc.

OCMU HAUUH (kopumliemeM CKaIapHOT IPOU3BOAA).

C
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YBemumo osuake L CAB = a, LABC = (3, {BCA =+, {BAX = {BCX = y,
AABX = LACX = 0. Tana je

CX.-CA AX-AB CX.CB BX-BA
(8) — — _— —— > —_— =, T == =
ICX||CA|  |AX|/AB| |CX||CB| |BX||BA|

CX - AB=CX  (AC+CB)=-CX CA+CX-CB

® |CX||CA|_>.B +|CX\|C’B|A T3
|BX||BA| |AX||AD|
(9) ‘CX| EAl A IC4l 72 Bx + 9Bla%). 1B,
|AB| |BX| |AX|

— —
JE—— Bl — —_—

Heka cy M u N rtauke, takse na je XM = —AX u XN = — BX. Tana

|AX| |BX|
je XM = BC u XN = AC. Heka je mame Y rtauka, TakBa [a je YeTBOPOYTrao
XMY N napanenorpam. Kakro cy cycemsu yrioBu mapasesorpama CyIaeMeHTHU, TO
je LXMY = 180° — LAXB =180° — (180° — ¢ — ) = ¢ + § = . Cuemn na je
AYXM =2 NABC, na je XY = AB, AYXM = u AYXN = L XYM = «. U3

—— — Y —

jemnakoctu XY = XN 4+ XM u jemnarxoctu (9) mobujamo na je

(10) c—’X-,ﬁ:%X_’Y.E.

Kako je L(C’—)f,zﬁ)zﬁ+gp7 ai(ﬁ,ﬁ):a+0, TO je
CX - AB = |CX||AB| cos (8 + ¢)

—_— - \C_)X\ —_— —_—
XY~AB:ELXYHAB‘COS(O[‘FQ):|CXHAB|COS(04+9).

—_— — —_— ——
Cana jemnaroct (10) nocraje [CX||AB| cos (6 + ¢) = |CX||AB| cos (o + 6), na ckpa-
husameMm mociemme jeIHAKOCTH U3PA3OM \6)?||A_B>|, nobujamo ma je cos (84 ) =
cos (o + 0). Kako cy yraosu 3+ ¢ n a+ 60 namely 0° u 180° u karo je QpyHKIMja COS
crporo onanajyha ma unrepsaay (0,7), 3akmyayjemo na je 3+ ¢ = a+ 6. Cama ce
Jako u3Boau na je tauka X oproumentap AABC. m

Honyuumo moxazany teopemy u cienehum tBphemem.

TEOPEMA 2. Hexa je X mauka y ynympawocmu owmpoyznoz NABC. Tauxa
X je opmouenmap NABC akxo u camo kpyzoeu onucanu oxko NAXB, ABXC u
ACXA umajy jeonaxe noaynpewHuxe.

lokas. (=) Axro je X oprouentap AABC omna je LBAX = £BCX =
90° — LABC'. Hexka je tauka M cpemumre nysxu BX, a tauke O u Oo neHTpu
Kpyrosa omucanux pegom oko NAXB u ABXC. Tana je AXO1M = %ACXOlB =
%QABAX = ABAX u cimuno £ XOsM = £BCX, na je £ XO1M = £XO;M, a
kako je LO1MX = LO;M X = 90°, cienn na je na ocHoBy craBa Y CY: AO1 M X =
AOyMX. W3 momynapuoctu je O1X = O2X, 1j. kpyrosu omucauu oko NAX B u
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ABXC umajy jemHake HOJTyIpedHuKe. AHAJOTHO Ce NOKa3yje Ja U KPYTOBU OIMCAHU
oko ABXC u ACXA umajy jemnake monynpeunuke. Cienu na Cy INOIYIPEYHUIN
kpyrosa omucanux oko AAX B, ABXC u ACX A jenuaku.

(«<=) Hpernocrasumo cama na je X tauka y yayrpammoctu AABC taksa na
kpyrosu omucaru ok0 AAX B, ABXC u AC X A nvajy jennare nonsynpeunnke. Kako
Cy nepudepujCKu yrioBy HaM MOAy JAPHUM TETUBAMA KPYTOBA je[HAKUX TOJYTIPEUHIKA
jemmaku miu cymiementru, 10 je L BAX = ABCX wm £{BAX + ABCX = 180°.
Menjytum, kako cy £ BAX u £ BCX omtpu, mopa 6utu L BAX = ABCX. Anaino-
ruo je {ABX = LACX, na je ua ocuoBy Teopeme 1 tauka X oprouentap ANABC. m
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