HACTABA MATEMATUWVRKE 1 NTH®OPMATHUKRE

Mapmuja Jlexkuh

NJIIYCTPAIINJA TEXUIIITA MACA
Y COPTBEPCKOM ITAKETY GeoGebra

YBon

CpojcrBuma TexumTa Maca (IEHTPA Maca, TERUINTA) O0aBu ce 0BIacT HACTala
KoMOUMHAIMjoM MexaHuke u reomerpuje. Ca mOM ce ydyeHuu cycpehy jom y oCHOBHO]
mkou. JlajbuM MKOIOBakEM CTUUY Ce 3HAhA U YCIOBHU Ja ce oBoM obsamhy oBiaga y
Behoj Mjepu. ¥ pany he 6uty naT mpuxas TEKUIITA Maca, O NeGUHANT]je, IPEKO METO-
na 3a oxpebuBame, no npukasa y coprsepcrom nakery GeoGebra. Pan je samumiben
Kao TPEAJIOT HACTaBHE jeauuune 3a moaaTtHy HactaBy y Il paspenmy rumuasmje, HAKOH
obpabene obnactn AHasuTHUKa reOMETpUja Y PABHU.

JebuHnmuja Texumra

Jenna on mepumHUNM]a TEKUMTA je Oa je TO TAuka Koja ce IMOHAIa Kao Ia je Maca
LUjeJIor CUCTeMa CKOHIeHTpucana y 1oj [1]. Tauan nonoskaj Tesxumra je BAXKHO 3HATH
aKO JKeJIUMO 71a THjeso Oy[e y PABHOTEXI.

[Mocroju MHOTO MpeaMeTa YKja Maca HUje paBHOMjepHO pacmopebena (uekuli, cje-
KUpa, YOBeYMje TUjelIo, JONTUIA 33 GaIMUHTOH U ci). [looka] TeskumTa 3aBUCK O
pacmopena Mace Ha THUjeJIy U OHO Ce YBUjeK HaJa3u OJmKe OHOM OMjesy Ha KOMe je
croHneHTprcana Beha maca. Texumre nMajy 1 reOMeTPUjCKe (UIYPe U TeOMETPHjCKA
THUjesa ¥ IPOPaUyH HErOBOr MOM0KAja ¢ KOPUCTH Y MHOTMM IUCIUIIMHAMA, ((u3uKa,
MAIIMHCTBO, ... ) [2].

Axo y3memo mpuMmjep KIAIKaIuIe y Yhjoj ce Kpajimoj Tauku A Hamasm mMaca on
3kg, a y kpajmoj Tauku B maca ox 5kg, onna 3a Tauky Ty Kojoj Tpeba mocraBuTu
ocaonar Tpeba na Baku AT : TB =15:3.

Al)e e el it B[]

Cuuga 1. Knankanauna y paBHOTERI
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Y ommTeM ciyuajy, ako ce y Tauku A Hajasu Maca mi, a y Taukun B Maca mao,
ocnoHan Mopa butu y Tauku 1 TakBOj ma je

AT : TB =my :mg, myi,mo #0.
BexrTopcku 3ammcaHo, BasKu
— — =

OsBa jemmaumna ce y3uMa 3a MATeMATHUKY Ie(UHUNN]Y TEKUIITA.

ApanuTuuky, aKo MMaMO CHCTEM O N Tadaka Ca MAcaMa Mi,...,M,, PEIOM,
meHTap Mace 1’ TOr cucTeMa AedUHUIIEMO (OPMYJIOM

n
Koopauuare tauke T cy y ToM ciyuajy
1 n n
(1) T = (3 mii, Y- miys )
i=1 i=1

raje je M = > | m; 30up Maca cBUX Tadaka, a (T;,Yy;) BUXOBE KOOpaUHATE [3].

Hanomena. Hasenene gopmyrne ce oqHOCE HA CHCTEM KOjU Ce€ CACTOjU OJf KOHAYHOT
Opoja Tavaka, aJju HE W 33 THUjeJa KOja Cy AUO PABHU WK MPOCTOPA & OIPAHUYEHA CY
3aaTUM TadykaMa. Pas3jor je mro Maca TAKBUX THjesa HUje caMO y TjeMeHuMa, Beh
y mujesom tujerny. Popmyna je TauyHa 3a Tpoyrao, a HaumH onpehuBama TexuIITa 32
ocraia Tujena Oulie IprKa3aH y OpUMjepuMa KOjU CIAUjele.

Merone onpebuBama TesxkumTa

Metona koHCTpYEKIUje Da3upa ce Ha YUHCHUNIN [a Ce TEKUINTE TAHKE TPaKe HaJa-
31 y meHoM cpemumTy. Ha mpumep, xoMoreHa mioda obJuKa TPOYTIa MOMUjeTu ce y
HU3 TapaJIeJJHUX TAHKUX TPaka. TeXUIITe CBake Tpake je v meHoM cpemumty. [IpaBa
KOjU CIaja CBa TEKUIITA MOjeIUHUX TPaka je TERUIIHA JUHUja TPOyTia. eRuInTe
TPOyIJIa HAJA3M Ce y NPeCjeKy HOOUjeHrX TeKUIIHUX JUHUja [2].

Cumuga 2. Meroga KoHCTpYKIuje
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TesxnImTe XOMOTEHOT THUjesIa MPABUIHOT TEOMETPUJCKOT OBIMKA HAJIA3U Ce y Te0-
METPHjCKOM CPEIUNITY THjena, a Ta MOkeMo Jako Halim. Ako je Tujesno HempasuiHOT
obunka, Texrumre MoskeMo Halim exkcrepuMenTtanso [4].

ExcnepuMeHTATHUM MyTEM TEKUNITE TUjENa Ce MO/KE OIAPEAUTU TAKO IITO CE THU-
jemo objecu y jenHO] TaUyKM M OCTABU O 3ay3Me PABHOTEKHU TMOJNOkaj. U3 ycioBa
pPaBHOTEXKE TUjeJia je jJaCHO Ha Ce TEKUIITe MOPa HAJA3UTU HA BEPTUKAIU KPO3 TAUKY
Bjemama. Kamga ce Tujesmo Ha mcTH HAUmH 00jecu y HEKOj APYroj Taukd, OHIa he ce
TERUIMTE HANA3UTU y IPeCcjeKy IpBe U Apyre BepTUKAJe, KOje Ce MOI'Yy WCIPTATH Ha
tujeny [5].

YKONUKO THjeJO MOCTABUMO Y KOODAMNHATHU CHACTEM, TEKUIITE MOKEMO ONPEIUTU
aHasuTuukuM myteM. Kopuctuhemo momoh copreepcror makera GeoGebra, rako 3a
WIYCTPANKjy, TAKO U 34 U3pauyHABAH€ TAUHE MO3UNKje TeRumTa. AKO HUje Apyravuje
HAIIOMEHYTO, IPETIOCTABUNEMO Na Cy THUjeja HAIPABJ/EHA O XOMOT€HOI MATePHjaJa.

OnpebuBame TexumTa Tujesa Kopumhemem
coprBepcror naxkera GeoGebra

ITpuMIEP 1. Onpemuru tesxkumre Tpoyraa A(0,0), B(4,1), C(3,5).

Maca Tpoyraa M jemmaka je H,€roBOj MOBPHIMHY, MAaCE ¥ TjeMEHUMA CYy M = M; =

M/3,i=1,2,3, na je
1 7
T= M(m'xl'i_m’mQ"_m'va m-y +my2+my3) = (572>7

raje ¢y (24,v:), ¢ = 1,2,3 xoopauuare tauaka A, B u C. Texumre je nobujeno
IMpEKTHOM TpuMjeroM popmyae (1).

Wcru pesynrar nobuja ce ako MCKOPUCTUMO aHAJIUTAYKY (OpMYILy 3a oxpebhusa-
Be TEeXRUMTA TPOYIJIA.

Cuuga 3. Tesxumre TpOyria

IIpuMJIEP 2. Ognpenutu resxkumre yersopoyraa A(0,0), B(6,0), C(6,4), D(2,6).

[lenTap Mace TpoOyria O XOMOTEHOI MaTepujaja ce HOKJIala Ca IEeHTPOM Ma-
ce Tpoyria KOMe Cy jelHaKe Mace CKOHIEHTPUCAHE y TjeMEHUMa, Tj. Ca TEKUMITEM
tpoyria. Mebyrum, kako je Beh HamoMeHyTO, IEHTApP MacCe TPOU3BOJLHOT XOMOTEHOT
nosmrona HVJE nenrap mace merosux Tjemena ca jenmakum macama [3].
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3aro hemo Texumre yeTBOPOyIIa (YONIITE, MPOCTOr PABAHCKOT MOJUTOHA O
XOMOTEHOT MaTepujasia umje cy koopmuuare tjemena A(z;,y;), ¢ = 0,...,n — 1 n
A, = Ap) TpaskuTu Tako wTo ra ,pasbujemo Ha Tpoyraose. llenrap Mace mobuja ce
o popMmynu

2 75 (% mit),

raje cy T; Texumra H0OUjeHHX TPOYIIIOBA, & M; HUXOBE MACe Tj. HOBpmUHE [3].

Ha cauum 4, Ty u Ty cy rteswumra tpoyriaosa ACD u ABD, pemom, a T je
TEKUINTE YETBOPOYTJIA.

Cimmra 4. Texumre deTBOpOyIIa

Hamomena. Tauka T),, mpuka3asa Ha CIMIU, NOOMjeHA je MPUMjEHOM (OpMyIIe
(1) ma maTu 4eTBOPOYTAO, YMME Ce yBjepaBaMO y TBPIbY ATy HA HOUETKY HpUMjepa

(T, # T).

B e H 3 3 3 :
|

Cumuga 5. Ileroyrao kojem tpeba OIPEIUTH TERKUALITE

IIpuMmIEP 3. Ompemutu texumrte neroyria A(0,0), B(6,0), C(6,4), E(3,7),
D(0,4).

Henrap mace npasoyraouuka ABCD je meros menrap 177 = (3,2), a uentap
mace tpoyraa CDE meroso teskumre Ty = (3,5). Hhuxose mMace jennake ¢y mUXOBAM
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noBpmuHAMA Tj. My = 24 u my = 9. Ykynua maca M jenmaka je 30upy OBUX Maca,
nakae 33. Ako uckopuctumo dopmyany (2) u usspmmmo je y GeoGebri, mobujamo

33 11
Y OBOM NIpUMjepy TEKUMITE MPABOYTAOHWUKA je HEroB IMEHTap CUMETpHje, Ma CMO HC-
KOPUCTUIU Ty 0COOUHY. Y CYIPOTHOM, Te:RKUIITE (IPOM3BOJLHOL) HETOYIJIA BUCMO Of-
pennIu Kao y IpuMjepy 2.

1 1
T = — (24T, + 9T3) = (3 5 ) .

Cuura 6. Texumre neroyria

[Tpumjehyjemo ma ce TesxumTe METOYINIA HAJNA3M HA HETOBOj OCU CUMETPH]E.

ITpuMJIEP 4. Halin rexxumre neroyraa A(0,0), B(6,0), C(6,4), E(3,7), D(0,4),
u3 Kor je ucjeder npasoyraouuk F'(1,3), G(2,3), H(2,1), I(1,1).

Tesgumrre mobujenor tujena nporahu hieMo CAMYHO MPETXOMHOM IPUMJEPY, CAMO
mro TiemMo ,Macy“ ucjeyeHor mpasoyraouuka (m = 2), uuje je Teskumre Tauka 13 =
(%, 2), y3eTu ca IpeN3HAKOM MUHYC:

96 89

1
T = ——(24T; Ty —213) = | —, —
(24T + 915 3) <31,31

= = > = (3.1,2.87)

Rl

FEODONED 1o 28

T, {153 T @37
- LS L ¥

R 2
. e (1. 1) e )

o ARD0
. ;

]

Cuauga 7. TexkumTe meToyria u3 KOr je UCjedeH IPaBOyTaOHUK
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Ila 6u ce y OBO yBjepWiIM, YUEHUIN UCTHU 33 0aTaK MOI'Y PEMaBaATH eKCIPUMEHTA-
HOM METOJIOM — aKO OJf KAPTOHA HAIPAaBe MEeTOyrao MCTUX MUMeH3uja, HaDy Tesumre,
3aTHM UCjEKy IPABOYTAOHUK, Ia omer HaDy rexwumre.

[ToMjepamenm moMOkaja MCjeueHOr MPAaBOYraoHMKA, mpuMjehyjeMo mpoMmjery mo-
JOKAja TERUINTA METOYTIA. LeXRUITe ce MOMjepuiIo y MeCHy CTPaHy jep je aujeBa
IOCTaJIa JAKIIA.

Frijait

Takibte pravinog polgona
450 Telitte praviinog poligona iz kog fo isjeden drugi sravitan poligon
Talidle proiseolifndg poigons
Aprokanm achaeiose
l § Todifte cipse i Fojo jo isjedena drugs slipsas
Telikle prume
Tobidte rvolmigskog rapess
w Tedifle tetrasdra
B Teiikte valika

Tadidte vadra

Cuumra 8. Moryhuoctu anatke 3a Hamakeme cucreMa tadaka y GeoGebri

Nwmajyhu y Buoy merone m anamuTuuke popMmyne 3a oxpehuBame TeRUmTA, a
pamu OoJber yBuIa U cMamema obuma pauyna, y GeoGebri je kpeupana amaTka 3a
onpebuBame TexmImITA HEKMX CHCTeMa Tadaka. AJlAaTKa je OCMUILLEHA y CKIALY Ca
OCTAJIUM aJATKAMa W HOM Ce MOTY MOOUTH TEKUIITA CUCTEMA M3JIUCTAHUX Y MEHU]Y.

Texnmre cucreMa Tavyaka y HapeIHUM IpuMjepuMa HoOujeHo je ymorpeboM oBe
aJaTKe, YUMeE je yjeIHO O0jallmheH HAUWH HeHOT KOPUIINema.

IIPMJEP 5. Hahu Texumre enunce u3 koje je MCjedeHa APyra €JIMICA, aKO Cy
3aJaTe Oy/KUHE MOTyOCca.

KauroMm Ha omromapajyhy asaTky, ol KOPUCHEEA Ce TPasKM Oa yHece IEeHTpe U
[y?KUHE MOJYOCa eNUICH, HAKOH Yera ce Nobuja TesKUmTe.

Cuuga 9. Tesxuimre esqunce U3 Koje je UCjedeHa Apyra eJunca
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[ToroBo, THjesa MOKEMO TMOMjepATH U MUjEHATH WM AUMEH3Uje, YiMe Ce BUIU
¥ TPOMjeHA TOJO:KAja TERUINTA I[JEJIOKYIHOT CUCTEMA, WITO je CYIITUHA TPUKA3a Y
GeoGebri. Anartka xopuctu MOryNHOCT ampOKCUMAIUjE EJNUNCE MOJIUTOHOM, HAKOH
yera ce, npuMjeHoM (opmyie (2) nobuje HEHO TEKUIITE.

ITPUMJEP 6. OmpenuTu TeRUIITE TETPAEAPA AKO CY HaTe KOODAUHATE HErOBUX
TjeMeHa y IIPOCTODPY.
Tesumre Terpaenpa paduyHa ce 1o popmyan [6]:
1,4 4 4
T = Z(Z Tiy 30 Yis D Zi),
i=1 =1 =1
raje ¢y (x4,¥i,2i), ¢ = 1,...,4, xoopaunare Tjemena rerpaexpa. Popmyna je Ko-

pumhena npu Kperpamy ajaTke, TAKO Ja Ce KIUKOM HA By TPAKU YHOC TjeMeHa Te-
Tpaenpa, a Kao pe3ynrar nobuja TexRuImTe.

Cuuka 10. Tesxumre Terpaeapa

ITPMJIEP 7. O,Z[peILI/ITI/I TEXRUIITE BaJ/bKa 3aaT€ BUCUHE U IOJYIIPEYHUKA.

Cnuga 11. Tesgumre Basbka
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Kako je Basbak meHTpasHO CUMETPUYHA (UIYPA, TEKUIITE CE HAJIA3YU Y IEHTPY CU-
Merpuje. Kpeupana anaTka KOpucTH OBy 0COOMHY BaJbka KaKO OM OJPEINIIa TEKUIITE,
nMmajyhu y Buay yiasHe BeJudnHe.

ITPUMJIEP 8. OapeauTu TEKUIITE KPUBOJIUHU]CKOT TPAaIe3a 3a,1aTOr KPAKOM Uuje
cy kpajme tauke A u B ma z-ocu u rpadurom ¢yurmmje f(x), koja oxpebhyje apyru
KDakK.

Knukom Ha amatky tpasu ce yHoc ¢yukuuje f(z) u ravaka A u B, HaKoH yera
ce mo0uja TeRUIITE.

Cunugka 12. Tesxumnre KPUBOJIMHKA]CKOT Tpame3a

Axo y3memo f(x) = sin(z), A = (0,0) u B = (r,0), nobujamo TexumTe THjEIA
IPUKA3AHOT Ha CIuIM 12.

3azmaTre OBOT TUIA, HA OBOM HHBOY IIKOJOBAHA, YUEHUI MOT'Y PEIIaBaTy UCKIBY-
yuBO ymorpeboM ajaTke.

ITpuMJIEP 9. Ueruh je mampasien onx reokbha obmura kBampa. Ila O6u ce y
reoxkbe ycammna apmka, w3 mera je, HOYEB OJ CPeAWHE CTPAaHWUIE KBaapa HajBelie
MOBPIIMHE, UCjeUeH Ba/Lak OAroBapajyher mpevunuka u Bucuue. [[pmka je om apsera
obnnka Bamka, oarosapajyhux mumensuja. Hahum tesumre ueknha. (Y3zern na je
ryctuna reoxba 7.8 g/cm?, a mpsera 0.7 g/cm?).

Ciuga 13. Tesxumre yekuha
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Yekuh mocmMaTpamMo Kao CIOKEH CUCTEM KOjU Ce CACTOjU OX KBaJpa U3 KO Ce
,ACHjera  Bajbak O UCTOT MaTepujasa, Aa OU ce KOHAYHO ,,M0AA0 “ Bajbak HAMPABJLEH
on apyror MaTtepujasa. Yexuh Huje HaIpaBJ/beH OX XOMOI'€HOT MaTepujaja Ia 3a Mace
He MO/KEMO y3eTU 3alpeMuHe, Bell X MOpaMo n3padyHaBATYA IOMONY mo3HaTe hOopMYyIIe
13 $usuke.

Herka cy my; = 7.8 - V4 u T} maca u resxkumre kBagpa mspabenor on reokba, a
mg = 7.8 Vo u Th Maca U TeRUIITE BAJbKA UCjEUEHOr U3 KBaApa (IPeTHOCTaBba ce Aa
yuenunu 3Hajy xa cpebyjy mmmensuje, ma yemo To m3ocrasuTu). ¥YcabusameM apiike
IoJajeMo BaJhak OX mpBera umjy hiemo mMacy u reskumTe o3Haumtu ca mg = 0.7 - V3
n T3.

Konauno, Te;kumre nujesor cucrema payyHaMo Kao

ml-Tl—mQ-T2+m3-T3

T =

)

mp —mg +ms3

raje cmo TeskumTa 17, Th u T3 w3pauynaau kopumhemeM oarosapajyhe ajzarke.

3akspyuak

Cepxa paza je ma ce ydyeHmumMa TpuOnmku oBa BaxkHa obmact. Ilpemmor na
ce obnact obpamu 6am y III paszpeny rumuasmje je u3 pasiora mTO Ce Taa CTUIY
YCIIOBU 3a aHAJUTUUYKO pemaBame oBe Bpcre mpobiaema. Takobe, mpemioskeHo je ma
ce TEeXRUNITE, MOpe] aHAJIUTUYKOT METONa pemaBama, wiycrpyje nomohy GeoGebre.
MoryhrocTu oBor copTBepCcOr makeTa AO3BOJ/bABAjy HAM JOa HANPABUMO ajaT 3a Of-
pebuBame Te:RUmMTA, UNME Ce OJAKIIABA HETOBO M3PAUYHABAKE ¥ HEKUM CJIOKEHUjUM
cuctemuma. [Ipumjepuma je mpukaszaHo roje ce HANA3UW TERUINTE HEKUX THUjEa, Ka0 U
ITa Ce HEeIaBa Ca HErOBOM IMO3WIMOM aKO Ce MUjemajy MOJNOXKAJA TaYaKa KOje THjelIo
onpeDyjy, Ka0 M DUMEH3Wje M BPCTE MaTepujala Ol KOjUX je HAIPABJLEHO. Kpajmu
/b pajia je 1a YUYEHUIM CTEKHY ,ocjehaj’ o moMokajy TeRUImTa U TUME UCIyHE HEKe
IIPeNyCJIOBE 3a PellaBame CINYHUX Npobiema u3 APYrux 00JIacTH.
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