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Uvod

Svojstvima te¼ixta masa (centra masa, te¼ixta) bavi se oblast nastala
kombinacijom mehanike i geometrije. Sa ǌom se uqenici susre²u jox u osnovnoj
xkoli. Daǉim xkolovaǌem stiqu se znaǌa i uslovi da se ovom oblax²u ovlada u
ve²oj mjeri. U radu ²e biti dat prikaz te¼ixta masa, od definicije, preko meto-
da za odre±ivaǌe, do prikaza u softverskom paketu GeoGebra. Rad je zamixǉen
kao predlog nastavne jedinice za dodatnu nastavu u III razredu gimnazije, nakon
obra±ene oblasti Analitiqka geometrija u ravni.

Definicija te�ixta

Jedna od definicija te¼ixta je da je to taqka koja se ponaxa kao da je masa
cijelog sistema skoncentrisana u ǌoj [1]. Taqan polo¼aj te¼ixta je va¼no znati
ako ¼elimo da tijelo bude u ravnote¼i.

Postoji mnogo predmeta qija masa nije ravnomjerno raspore±ena (qeki², sje-
kira, qoveqije tijelo, loptica za badminton i sl). Polo¼aj te¼ixta zavisi od
rasporeda mase na tijelu i ono se uvijek nalazi bli¼e onom dijelu na kome je
skoncentrisana ve²a masa. Te¼ixte imaju i geometrijske figure i geometrijska
tijela i proraqun ǌegovog polo¼aja se koristi u mnogim disciplinama (fizika,
maxinstvo, . . . ) [2].

Ako uzmemo primjer klackalice u qijoj se krajǌoj taqki A nalazi masa od
3 kg, a u krajǌoj taqki B masa od 5 kg, onda za taqku T u kojoj treba postaviti
oslonac treba da va¼i AT : TB = 5 : 3.

Slika 1. Klackalica u ravnote¼i
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U opxtem sluqaju, ako se u taqki A nalazi masa m1, a u taqki B masa m2,
oslonac mora biti u taqki T takvoj da je

AT : TB = m1 : m2, m1,m2 6= 0.

Vektorski zapisano, va¼i

m1
−→
TA + m2

−→
TB = ~0.

Ova jednaqina se uzima za matematiqku definiciju te¼ixta.

Analitiqki, ako imamo sistem od n taqaka sa masama m1, . . . , mn, redom,
centar mase T tog sistema definixemo formulom

~0 =
n∑

i=1

mi
−−→
TAi.

Koordinate taqke T su u tom sluqaju

(1) T =
1
M

( n∑
i=1

mixi,
n∑

i=1

miyi

)
,

gdje je M =
∑n

i=1 mi zbir masa svih taqaka, a (xi, yi) ǌihove koordinate [3].

Napomena. Navedene formule se odnose na sistem koji se sastoji od konaqnog
broja taqaka, ali ne i za tijela koja su dio ravni ili prostora a ograniqena su
zadatim taqkama. Razlog je xto masa takvih tijela nije samo u tjemenima, ve²
u cijelom tijelu. Formula je taqna za trougao, a naqin odre±ivaǌa te¼ixta za
ostala tijela bi²e prikazan u primjerima koji slijede.

Metode odre�ivaǌa te�ixta

Metoda konstrukcije bazira se na qiǌenici da se te¼ixte tanke trake nala-
zi u ǌenom sredixtu. Na primer, homogena ploqa oblika trougla podijeli se u
niz paralelnih tankih traka. Te¼ixte svake trake je u ǌenom sredixtu. Prava
koji spaja sva te¼ixta pojedinih traka je te¼ixna linija trougla. Te¼ixte
trougla nalazi se u presjeku dobijenih te¼ixnih linija [2].

Slika 2. Metoda konstrukcije
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Te¼ixte homogenog tijela pravilnog geometrijskog oblika nalazi se u geo-
metrijskom sredixtu tijela, pa ga mo¼emo lako na²i. Ako je tijelo nepravilnog
oblika, te¼ixte mo¼emo na²i eksperimentalno [4].

Eksperimentalnim putem te¼ixte tijela se mo¼e odrediti tako xto se ti-
jelo objesi u jednoj taqki i ostavi da zauzme ravnote¼ni polo¼aj. Iz uslova
ravnote¼e tijela je jasno da se te¼ixte mora nalaziti na vertikali kroz taqku
vjexaǌa. Kada se tijelo na isti naqin objesi u nekoj drugoj taqki, onda ²e se
te¼ixte nalaziti u presjeku prve i druge vertikale, koje se mogu iscrtati na
tijelu [5].

Ukoliko tijelo postavimo u koordinatni sistem, te¼ixte mo¼emo odrediti
analitiqkim putem. Koristi²emo pomo² softverskog paketa GeoGebra, kako za
ilustraciju, tako i za izraqunavaǌe taqne pozicije te¼ixta. Ako nije drugaqije
napomenuto, pretpostavi²emo da su tijela napravǉena od homogenog materijala.

Odre�ivaǌe te�ixta tijela korix�eǌem
softverskog paketa GeoGebra

Primjer 1. Odrediti te¼ixte trougla A(0, 0), B(4, 1), C(3, 5).
Masa trougla M jednaka je ǌegovoj povrxini, mase u tjemenima su m = mi =

M/3, i = 1, 2, 3, pa je

T =
1
M

(m · x1 + m · x2 + m · x3, m · y1 + m · y2 + m · y3) =
(7

3
, 2

)
,

gdje su (xi, yi), i = 1, 2, 3 koordinate taqaka A, B i C. Te¼ixte je dobijeno
direktnom primjenom formule (1).

Isti rezultat dobija se ako iskoristimo analitiqku formulu za odre±iva-
ǌe te¼ixta trougla.

Slika 3. Te¼ixte trougla

Primjer 2. Odrediti te¼ixte qetvorougla A(0, 0), B(6, 0), C(6, 4), D(2, 6).
Centar mase trougla od homogenog materijala se poklapa sa centrom ma-

se trougla kome su jednake mase skoncentrisane u tjemenima, tj. sa te¼ixtem
trougla. Me±utim, kako je ve² napomenuto, centar mase proizvoǉnog homogenog
poligona NIJE centar mase ǌegovih tjemena sa jednakim masama [3].
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Zato ²emo te¼ixte qetvorougla (uopxte, prostog ravanskog poligona od
homogenog materijala qije su koordinate tjemena A(xi, yi), i = 0, . . . , n − 1 i
An = A0) tra¼iti tako xto ga ,,razbijemo“ na trouglove. Centar mase dobija se
po formuli

(2) T =
1
M

(n−1∑
i=0

miTi

)
,

gdje su Ti te¼ixta dobijenih trouglova, a mi ǌihove mase tj. povrxine [3].

Na slici 4, T1 i T2 su te¼ixta trouglova ACD i ABD, redom, a T je
te¼ixte qetvorougla.

Slika 4. Te¼ixte qetvorougla

Napomena. Taqka Tp, prikazana na slici, dobijena je primjenom formule
(1) na dati qetvorougao, qime se uvjeravamo u tvrdǌu datu na poqetku primjera
(Tp 6= T ).

Slika 5. Petougao kojem treba odrediti te¼ixte

Primjer 3. Odrediti te¼ixte petougla A(0, 0), B(6, 0), C(6, 4), E(3, 7),
D(0, 4).

Centar mase pravougaonika ABCD je ǌegov centar T1 = (3, 2), a centar
mase trougla CDE ǌegovo te¼ixte T2 = (3, 5). ǋihove mase jednake su ǌihovim
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povrxinama tj. m1 = 24 i m2 = 9. Ukupna masa M jednaka je zbiru ovih masa,
dakle 33. Ako iskoristimo formulu (2) i izvrximo je u GeoGebri, dobijamo

T =
1
33

(24T1 + 9T2) =
(

3,
31
11

)
.

U ovom primjeru te¼ixte pravougaonika je ǌegov centar simetrije, pa smo is-
koristili tu osobinu. U suprotnom, te¼ixte (proizvoǉnog) petougla bismo od-
redili kao u primjeru 2.

Slika 6. Te¼ixte petougla

Primje²ujemo da se te¼ixte petougla nalazi na ǌegovoj osi simetrije.
Primjer 4. Na²i te¼ixte petougla A(0, 0), B(6, 0), C(6, 4), E(3, 7), D(0, 4),

iz kog je isjeqen pravougaonik F (1, 3), G(2, 3), H(2, 1), I(1, 1).
Te¼ixte dobijenog tijela prona²i ²emo sliqno prethodnom primjeru, samo

xto ²emo ,,masu“ isjeqenog pravougaonika (m = 2), qije je te¼ixte taqka T3 =
( 3
2 , 2), uzeti sa predznakom minus:

T =
1

33− 2
(24T1 + 9T2 − 2T3) =

(
96
31

,
89
31

)
= (3.1, 2.87)

Slika 7. Te¼ixte petougla iz kog je isjeqen pravougaonik
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Da bi se u ovo uvjerili, uqenici isti zadatak mogu rexavati eksprimental-
nom metodom – ako od kartona naprave petougao istih dimenzija, na±u te¼ixte,
zatim isjeku pravougaonik, pa opet na±u te¼ixte.

Pomjeraǌem polo¼aja isjeqenog pravougaonika, primje²ujemo promjenu po-
lo¼aja te¼ixta petougla. Te¼ixte se pomjerilo u desnu stranu jer je lijeva
postala lakxa.

Slika 8. Mogu²nosti alatke za nala¼eǌe sistema taqaka u GeoGebri

Imaju²i u vidu metode i analitiqke formule za odre±ivaǌe te¼ixta, a
radi boǉeg uvida i smaǌeǌa obima raquna, u GeoGebri je kreirana alatka za
odre±ivaǌe te¼ixta nekih sistema taqaka. Alatka je osmixǉena u skladu sa
ostalim alatkama i ǌom se mogu dobiti te¼ixta sistema izlistanih u meniju.

Te¼ixte sistema taqaka u narednim primjerima dobijeno je upotrebom ove
alatke, qime je ujedno objaxǌen naqin ǌenog korix²eǌa.

Primjer 5. Na²i te¼ixte elipse iz koje je isjeqena druga elipsa, ako su
zadate du¼ine poluosa.

Klikom na odgovaraju²u alatku, od korisnika se tra¼i da unese centre i
du¼ine poluosa elipsi, nakon qega se dobija te¼ixte.

Slika 9. Te¼ixte elipse iz koje je isjeqena druga elipsa
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Ponovo, tijela mo¼emo pomjerati i mijeǌati im dimenzije, qime se vidi
i promjena polo¼aja te¼ixta cjelokupnog sistema, xto je suxtina prikaza u
GeoGebri. Alatka koristi mogu²nost aproksimacije elipse poligonom, nakon
qega se, primjenom formule (2) dobije ǌeno te¼ixte.

Primjer 6. Odrediti te¼ixte tetraedra ako su date koordinate ǌegovih
tjemena u prostoru.

Te¼ixte tetraedra raquna se po formuli [6]:

T =
1
4

( 4∑
i=1

xi,
4∑

i=1

yi,
4∑

i=1

zi

)
,

gdje su (xi, yi, zi), i = 1, . . . , 4, koordinate tjemena tetraedra. Formula je ko-
rix²ena pri kreiraǌu alatke, tako da se klikom na ǌu tra¼i unos tjemena te-
traedra, a kao rezultat dobija te¼ixte.

Slika 10. Te¼ixte tetraedra

Primjer 7. Odrediti te¼ixte vaǉka zadate visine i polupreqnika.

Slika 11. Te¼ixte vaǉka
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Kako je vaǉak centralno simetriqna figura, te¼ixte se nalazi u centru si-
metrije. Kreirana alatka koristi ovu osobinu vaǉka kako bi odredila te¼ixte,
imaju²i u vidu ulazne veliqine.

Primjer 8. Odrediti te¼ixte krivolinijskog trapeza zadatog krakom qije
su krajǌe taqke A i B na x-osi i grafikom funkcije f(x), koja odre±uje drugi
krak.

Klikom na alatku tra¼i se unos funkcije f(x) i taqaka A i B, nakon qega
se dobija te¼ixte.

Slika 12. Te¼ixte krivolinijskog trapeza

Ako uzmemo f(x) = sin(x), A = (0, 0) i B = (π, 0), dobijamo te¼ixte tijela
prikazanog na slici 12.

Zadatke ovog tipa, na ovom nivou xkolovaǌa, uqenici mogu rexavati iskǉu-
qivo upotrebom alatke.

Primjer 9. Qeki² je napravǉen od gvo¼±a oblika kvadra. Da bi se u
gvo¼±e usadila drxka, iz ǌega je, poqev od sredine stranice kvadra najve²e
povrxine, isjeqen vaǉak odgovaraju²eg preqnika i visine. Drxka je od drveta
oblika vaǉka, odgovaraju²ih dimenzija. Na²i te¼ixte qeki²a. (Uzeti da je
gustina gvo¼±a 7.8 g/cm3, a drveta 0.7 g/cm3).

Slika 13. Te¼ixte qeki²a
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Qeki² posmatramo kao slo¼en sistem koji se sastoji od kvadra iz kog se
,,isijeca“ vaǉak od istog materijala, da bi se konaqno ,,dodao“ vaǉak napravǉen
od drugog materijala. Qeki² nije napravǉen od homogenog materijala pa za mase
ne mo¼emo uzeti zapremine, ve² ih moramo izraqunavati pomo²u poznate formule
iz fizike.

Neka su m1 = 7.8 · V1 i T1 masa i te¼ixte kvadra izra±enog od gvo¼±a, a
m2 = 7.8 ·V2 i T2 masa i te¼ixte vaǉka isjeqenog iz kvadra (pretpostavǉa se da
uqenici znaju da sre±uju dimenzije, pa qemo to izostaviti). Usa±ivaǌem drxke
dodajemo vaǉak od drveta qiju ²emo masu i te¼ixte oznaqiti sa m3 = 0.7 · V3

i T3.

Konaqno, te¼ixte cijelog sistema raqunamo kao

T =
m1 · T1 −m2 · T2 + m3 · T3

m1 −m2 + m3
,

gdje smo te¼ixta T1, T2 i T3 izraqunali korix²eǌem odgovaraju²e alatke.

Zakǉuqak

Svrha rada je da se uqenicima pribli¼i ova va¼na oblast. Predlog da
se oblast obradi bax u III razredu gimnazije je iz razloga xto se tada stiqu
uslovi za analitiqko rexavaǌe ove vrste problema. Tako±e, predlo¼eno je da
se te¼ixte, pored analitiqkog metoda rexavaǌa, ilustruje pomo²u GeoGebre.
Mogu²nosti ovog softversog paketa dozvoǉavaju nam da napravimo alat za od-
re±ivaǌe te¼ixta, qime se olakxava ǌegovo izraqunavaǌe u nekim slo¼enijim
sistemima. Primjerima je prikazano gdje se nalazi te¼ixte nekih tijela, kao i
xta se dexava sa ǌegovom pozicijom ako se mijeǌaju polo¼aji taqaka koje tijelo
odre±uju, kao i dimenzije i vrste materijala od kojih je napravǉeno. Krajǌi
ciǉ rada je da uqenici steknu ,,osje²aj“ o polo¼aju te¼ixta i time ispune neke
preduslove za rexavaǌe sliqnih problema iz drugih oblasti.
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