HACTABA MATEMATHWEKE Y CPEIIK0J IITKOJIN

Ip Coma Uyruh

YIIAPUBAIBE Y KOMBHATOPHVM NOKA3VIMA

1. ¥YBon

Jemnom maBHO Kpass 3eMibe 3BaHe KomGumaTtopmra' mosBao je cBe muemulie u

IUIEMKUE€ [Ja IPUCYCTBY]y Oady moBomoMm 18. pobhemnmama csoje xhepre. Kama cy
Ce CBU OKYIWIN Yy EHECOBOM OIPOMHOM ABODY, Kpadbh je HAPEIMO Oa Ce ONPeIN Ia
X ¥ KPaJbeBCTBY MMa BuIle IeMuha WM IIeMEHBA. [locie HEKOIMKO HeyCIeaux
HOKyIIaja na n3bpoje KOIMKO MMa MYyIIKApala ¥ KOJIMKO MMa sKeHA, KPAJbeB CABETHUK
ce OCeTro Ja IMyCcTe My3WKy M Ia KpaJs Hapemu CBaKoMe Ko Moxke na Habe cimobomHy
0coby CympOTHOr moJa, Aa ca moM 3amieme. [locie HEKOr BpeMmeHa Ha nBopy he Gurwu
[apOBU KOjU ILIENIY, W YKOJIUKO IIOCTOjU MYyIIKApam KOjU He IUIENe, OHIA MMA BUIIE
wieMuha. Y CyIPOTHOM Ha ABOPY MMa BUIIE IIJIEMEABA.

OBa mzueja ynapuseama YeCTO Ce KOPHUCTM Y KOMOMHATOPHIN KaJa sKEINMO 1a
Ca3HAMO KOjU CKYIl MMa BUIIE eJeMeHATa WM Kalxa *KeJIMMO IpobJeM [a IMpeBeaeMo Ha
HEKM APYTu OpoOJeM KOju je JIaKIIe OMMCATH M CXBATUTH. ¥ cjaemeNuM MOraaBbuMa
basrhemo ce BehmHOM TpuMeHaMa OBe MAeje, aju TMpPe TOra M3 Ce MOIACETUMO HEKUX
OCHOBHUX UUH€HUIIA KOje ieMO KOPUCTUTHU y TUM IPUMEPUMA.

(i) Heka cy A u B rosaunu ckynoBu. Ykomuko mocroju 1-1 ¢yskuuja f : A — B,
Tazna je Opoj enmeMenara ckyma A Mamu wiu jenHak Opojy elemeHaTa ckyma B,

. |4] < |BI.
(7i) Hera cy A u B romaunu ckynosu. ¥ koJauko mocroju Gujekuuja f : A — B, tana
je 6poj ememenara ckyma A jenmak Gpojy ememenara ckyma B, Tj. |A| = |B|.

(ii7) Pynrumja f : A — B je Oujernuja ako U caMo aKO MMa UHBEDP3, Tj. AKO HOCTOjU
¢yurumja g : B — A Tako na 3a cBaku enement a € A Baxku g(f(a)) = a u 3a
cearu b € B Baxu f(g(b)) = b.

2. OcHOBHU HmpuUMepu

[Touehemo jeauum jeqHOCTABHUM MTPUMEPOM, UKjU PE3yaTAT NEMO UECTO KOPUCTHU-
TU Y JaJbeM TEKCTY.

ITpuMEP 2.1. Konuko mva OvHApDHUX HU30BA Ly:KWHE M, TAE j€ N IPOU3BOJBAH
npuponan 6poj? DBumapHu HKM3 je HU3 y KOME Ce€ [OjaBlby]y CaMO HyJe U jeaUHMUIE.
Ommryrje, KONMUKO UMa HU30BA Ly:KUHE N Hal a3bykoM (ckymoMm) ox k ciosa?

1 Peu xombunamopuxa ce mpeu myt mojasmia y JlajGrumosom ey Dissertatio de Arte Combi-
natoria.
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Pewewe. Huz ny:xune n hemo mpencraBmbaté ka0 ypehery n-topry:

( )-

g ey

n MecCTa

Ha cBaroM o m MecTa MOMKEMO HAMUCATYA WY HYJIY WA jeIUHUIY, TAKO Oa je Opoj
ObumapHux HU30Ba myskuHe n jensak 2". Kopucrehu oBy mmejy, nmako ce Bumu ma je
OJIrOBOP Ha OMIITUjE MATAKE MOCTABHLEHO Y 3aJaTKy ympaso k™. A

ITpuMEP 2.2. Hera je A romauanm ckym, |A| = n. okasatu na je 6poj cBux
HOJCKymoBa ckyna A jemnak 2.

ITPuMENBA. Ilo amamoruju ca 0BOM pe3yJTaToM, TAPTUTUBHU CKyT ckyma A ce
¥ KOMOMHATOPHIM Y4eCTO O3HAYABA ca 2.

Pewewe. Yronuko je n = 0, jeInHN TOACKYT TPA3HOT CKYIMA je Mpa3aH CKYIM, Ma
tBpheme Baxu jep je 20 = 1.

Axo je n > 1, npumerumo na je 2" Opoj OMHAPHUX HM30Ba AY:KUHE 70, TAKO I&
hemo koHCTpymcaTu Oujermujy mamely ckyma cBUX OBaKBMX HU30Ba M NAPTUTUBHOT
ckyna ckyna A. Pamu nakmer osnavasama, Hera je A = {1,2,...,n} = [n].

Axo je b = (b1,b2,bs,...,b,) npousBoman GUHADHU HU3 LysKUHE 70, KOHCTPYU-
mmmo ckyn Sy, C A ma cnenehin maunm: 3a 4 € [n], ¢ € Sp ako u camo axko je b; = 1.
JlupekTHO ce Buau na je npeciukaBame f : b +—— S}, Tpaxkena oujermuja. A

ITpuMEP 2.3. Heka je A menpasan konauad ckyn, |A| = n. Iokaszatu na je
6poj cBUX TMOACKYNOBA CKyma A koju mMajy Hemapam Opoj emememara jemmak 27 L.
Hpyrum peunma, 6poj moackymnosa ckyma A ca mapHuMm O6pojem esnemeHaTa jelHAK je
Opojy MOACKYMOBa Ca HEMapHUM OpOjeM eseMeHaTa, IPU YeMy je Mpa3aH CKYI CKYI ca
DapHUM OpOjeM eJIeMEeHATA.

Pewewe. Oznaunmo ca F pamMunmjy CBUX TOACKYNoBa ckyna A = [n] koju nmajy
HemapaH Opoj eJIeMeHaTa U KOHCTPYUIIAMO IPECTUKABAME

A A| je memapan 6poj;
fion=l o F (0] = 2), f(A)z{ ’ Al Je menapar Gpoj
AuU{n}, |A| je napan 6poj.

Jlako ce mpoeepu ma je f mobpo meduHMCAHO IpeciIUKaBame Koje je Oujernuja. Tume
cMo fokaszamu Tpheme, Tj. ma je |[F| =271 A

IIPuMEP 2.4. Iat je ckyn S koju uma n eaemernara. Onpenuru 6poj ypehenux
naposa (A, B), roe cy A, B C S, rako ma Baxku A C B. Ilra ce y npumepy Mema
ako 3axTeBaMo jomr u ga je A # B?

S=In
"] Pewewe. Kao u y mperxomauM npumepuma, pa-

I JIAKIIET O3HAuaBamba, Heka je S = [n]. leduuu-
B umMo $yHEEIMjy f Koja map ckymosa (A, B) 3a koju
Ba/KE yCJIOBY TIPUMEPA NMPECAUKABA y HU3 Iy:KUHE 7
man ckynoM (3], b = (by,ba,bs,...,b,), Ha crenelin
HAUNMH: 32 CBakKW S € [n],

Cn. 1
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(1) ako s € S\ (AU B), onna bs = 1;

(2) ako s € B\ A, ouna by = 2;

(3) aro s € A, ouna by = 3.

Kaxo cy ckynosu A, B\ A, S\ (AUB) mucjyHKTHY y DAPOBUMA ¥ YHUjA UM j€ Le0 CKYII
S, f je mobpo nepurncana dpynrmuja. Hokaxkumo ma je f Oujerumja tako mro hemo
KOHCTPYUCATU WHBEP3HO MPECIUKABAMe, N4 OMCMO MIYCTPOBAJM IPUMEHY UMEEHUIE
(#i1).

Hexa je ¢ = (¢1,¢2,c¢3, ..., Cy) IPOU3BObAH HU3 Hy:RuHE N Hax ckymoM [3]. Hera
jeA={sen]|ecs =3}, B=AU{s € [n]| ¢s = 2} u nepunnmumo PyHKIU]Y g,
g:c— (A, B). Jlako ce nposepasa ga je fog =id u go f = id na oxrosapajyhinm
ckymosuma. Jlobujamo ma je pememe 3amaTKa yIpaBo OPOj CBUX HM30BA Iy:KUHE N
Ha1 ckymoM (3], Tj. 3".

YKonuko 3axreBamo ga je A # B, ouga ox 3" MopaMo 1a 0Iy3MeMO CBE CIydajeBe
kaza je A = B, 1j. 6poj cBux Hu30Ba my:xuHe 1 Hax ckynoM {1,3}. Hakme, pememe
mpuMepa, Kalga A0JaMO YCJIOB Ha ckym A Mopa OuTu mpasu HOACKYN ckyma B, jecre
3 —2" A

IIPuMEP 2.5. Ilat je ckyn S koju uMa n egeMeHara. Ha KOJIMKO Pa3IMUnTHX Ha-
yuHa ce Mo:xe uzabparu nap (A, B) noackynosa ckyma S Tako 1a je BUxoBa yHuja S?
lta ce y 3amarky Mema Kaja, yMECTO Ja TpaxkuMo Opoj oBaksux maposa (A, B),
TpaxuMo 6poj ckymosa {A, B} unja je ymuja meo ckym S?

Pewewe. Koncrpymmmmo ¢pyuruujy f koja nap ckynosa (A, B), taksux na S =
[n] = AU B, npecnukasa y #u3 b = (by, ba, b3, ..., b,) gyxure n Ha® ckymoM [3] Ha
caenehu Haums: 3a cBaku s € [n],

(1) ako s € A\ B, ouna by = 1;

(2) ako s € B\ A, ouna b, = 2;

(3) ako s € AN B, ouna by = 3.

Osmaunmo ca F ¢pamunmjy cBux maposa ckymosa (A, B), taksux na je AU B = [n].
Kao u y mperxonmom mpumepy, nako ce mpoBepaBa ga je f Oujexuuja usmebhy F u
CBUX HM30Ba Iy:KUHE 1 HAJ CKYIOM [3], Tj. OArOBOp Ha IPBO mUTame je 3™.

Ila 6ucMo masmm OArOBOP Ha OPYTO MUTAHE U3 IPUMEpA, MPUMETHMO 18 HAM OBJE
penocien uzbopa ckymoBa Huje BakaH. VIckopucruhemo mpsu meo mpumepa. O3ma-
unvo ca G pamuminunjy cBux ckynosa {A, B}, taksux ma je AU B = [n], u Hexka je g
bymenuja, g : F — G, g: (A, B) = {A,B}. Aro je A# B, tana |g~' ({4, B})| = 2,
a ako je A = B, onga, 36or ycnosa na je AU B = [n], mopa 6utn A = [n]. Haxue,

1 1
Gl =5(F+D)=56"+1). &

IIPUMENBA. Unejy ca Kpaja IpeTXOmHOT 3aJaTKa MOKEMO (pOPMATHUjE Na 3alll-
memo. Hamwme, axo cy A u B ronaunu ckynosu m3MeDhy kojux nocroju HA ¢ymrnuja
f : A — B rakBa na je 3a HeKM IpUpPOLaH Opoj M U 3a CBaku ejeMent b € B,
[f~1(b)] = m, ouna je |A] =m - |B|.

Jloxas. Tepheme ciem u3 unmennne ga ckynosu f~1(b), b € B, uune naptummjy
ckyna A Ha MOACKYHOBE OX KOjUX CBAKU MMa TAYHO M ejemeHaTa. [
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3. BuroMHM KOedUIUjeHTH

Ia OucMmo HAacTaBUIM Ca IPUMEpPUMA, KOjU KOPUCTE WAEjy YIAPUBAbA, MODPAMO
OPBO [a Ce TMOACETUMO HEKUX BAKHUX CTBAPYM BE3aHUX 3a OMHOMHE KOoe(UIUjeHTe U
& Ce TMOICEeTUMO HEKUX UIEHTUTeTa, Koje feMo NOKa3uBaTé KOMOMHATOPHO, YMECTO
IaBama CTaHAapIHUX aidrebapckux mokasa. Takobe, ma GUCMO MIYCTPOBAJIU JETOTY
KOMOMHATOPHOT J0Ka3a, ypaaulieMo BUllle IpUMepa Hero IITO HAaM je HOTPeOHO 3a Hajbu
TEKCT.

JEeHUINIA. Hera je n npuponaH, a k Hemerarusal neo 6poj. ledurnmmmo

. n .
buroMHY Koeduyujernm ka0 OpOj CBUX k-TOUNAHUX MOACKYIOBa CKyma [n)].

Ilo amamoruju ca 03HaKOM 3a OMHOMHU KOE(UIU]EHT, ca ([kz]> hemo o3nauaBaru
CKyI CBUX K-TOUNAHUX NOJCKYHIOBa CKyma [n].

JIEMA 3.1. (a) (g) = <Z> =1

(6) Axko je k > n, (Z) =0;

(8) 3a cako 0 < k < n Baxu (Z) = (nik)

Joxas. Henosu (a) u (6) caene mupekrHo u3 geduuunuje. la GucMo mokrazanu
cBOjCTBO (B), puMeTyMO na je dyHEmMja f Koja camka Hekm k-tounamu noackym A C

[n] y meros kommiement [n] \ A 3anpaso Gujexuuja usmeby <[Z]) u < "] k)' O
n—

ITocnennnA. Heka je n npuponan 6poj. Tana Bawxu:

Loxas. Cnemu u3 medpuunnuje OMHOMHUX KoedunujeHara u npumepa 2.2 u 2.3.

JIEMA 3.2. 3a mpupoznan 6poj n u HeHeraTuBaH eo Opoj k Baku

n n n+1
(k> * (k+1) - <k+1)'
Joxas. oxazahemo na cy neBa u mecHa CTpaHa jeJHAKOCTU UCTE TAKO IITO heMo
noka3ary na oba IpencTaBibajy OPOj eleMeHaTa MCTOr CKyIa.

Ilecna crpana: 6poj (k + 1)-rownannx moackynosa ckyma [n + 1].

Jlesa crpana: ako je S C [n+ 1], rakas ma je |S| = k + 1, razna:
e akon+1¢ S, onzma je S C [n], a TaKBUX MOACKYIOBA MMAa (kil)’
e aron+1€S, onma S\ {n+1}C [n], a raxBux noackynosa mua (}).

Kako cBaku mOACKyI Wiy CaIp:KM WM HE CANP/KU HEKU €JEeMEHT, NOOuIud cMo 1a je
JIeBa CTPAHA jeMHAKOCTM jelHaka mecHoj. [

JIEMA 3.3. Heka cy k u n npuponuu 6pojesu. Tana Baxu

()« ()= ()= () - G)
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Jokas. Iecua crpana: 6poj cBux (k + 1)-Tounanux momckymosa ckyma [n + 1].
Jlesa crpana. Hera je S C [n+ 1], rakas ga je |S| = k + 1. Tana je makcumyMm
ckyna S, max S, enement ckyma {k + 1,k +2,...,n}. Aro je j = maxS, onma
je S\ {j} mern k-rouwnamu mockynm ckyma [j — 1], a TakBUX MOACKymOBa mMMa (321).

Hobujamo
(n+1) ”i {SE<[n+1}> xS } Z”:(z> -
= X pr— p— .
k+1) " 4= k+1 Tk

3a Kpaj OBOT MOTJIaBIba, MOKa3alleMo jellaH Te M UAEHTUTET, 33 KOjU CBAKAKO HUje
HUMAJO jeIHOCTABHO HATU aJrebapCKu TOKA3.

ITpuMEP 3.1. Hera je n mpupogaun 6poj u 0 < k < n — 1 neo 6poj. Tazna Baku

(=500

Peweme. JleBa cTpana: 6poj CBUX HOICKYNOBA CKyma [n] Koju umajy majeuvwe k
eJIeMEeHATA..

Ilecna crpana. Axo je S moackyn on [n] ca HajBume k enemerata, oHzma [n] \ S
Mopa na uMa Oap £ = n — k enemenara, Tj.

[’n’}\S:{a17a23"'aa€7"'aa$}a 1<a1<"'<a8<na S>£

[IpBo mpumeTMO na ag Moxe Gutu Guio koju emement ckyna By = {£,£+1,...,n}.
Axo ¢urcupamo enement f € By, nutamo ce konuko uMa ckynosa S C [n] ca majsume
k enemenara Tako na je {-tu eneMeHT 1o BenuuuHy y ckymy [n]\ S Gam f, Tj. Tako ma
je ap = f, xopucrehiu o3nake omo3ro. Kako f mopa Outu /-Tu ejleMeHT MO BEJIMYUHHU,
u3 cryna [f — 1] Mmopamo u3abpatu ¢ — 1 emeMeHT Ha (}2:11) waupHa. ro ce tuue
esemenara sehix on f, OHM MOT'Y Wi 1A IpUNANAjy WiIu 1a He npunagajy ckymy [n]\S,
jep umM cmo n3abpanu £ enemenara 3a ckyn [n]\ S, mvamo S| = n—|[n]\S| < n—€ =
k. 3armyuyjemo ma ckyn ([n]\ S)N{f+1,f+2,...,n} Moxke OGUTH TPOU3BOIBAH
nofckyn ckyna Byiq, a mux mva 2"/, Komaumo, ckynosa S C [n], |S| < k, Taxo ma
je f-tu enement mo BemwumuM y ckymy [n] \ S jemmar f mma (,;:11) -2"=f. Cnemn na
je Opoj CBUX MOJACKYMOBa Ca HAjBUIIE Kk eJIeMeHATa jeIHaK

U e N - A o R NN R
Z(é—l = (-1 2

f=¢ j=0

k n—j—l) , k(n—j—l) .
- .9J — ‘ .99
jzo(n—k—l j;) k—7

OBuM CMO TOKa3aJM [a ¥ JIeBa U JeCHa CTPaHa jeIHAKOCTH MPeIcTaBibajy Opoj ere-
MeHATa MCTOT CKyIa, Tj. AaTu u3pasu cy mMehycobuo jemnaku. A

4. IlyT mo pemerku

JEeuHUIIA. Cesep-ucmok nym no pewemxu (C-U myT) je mytama y 72
koja xopuctu camo xopake S = (0,1) u I = (1,0).
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[Tpumvepu C-U myTeBa cy gatu Ha caurm 2.

A [y
(7,4) (7.4)

i—()—()—( D)

IE_()_( -
C ’
D, > .—()—()—I >

(0,0) (0,0)

Ca. 2. Ilsa npumepa C-U myra ox (0,0) no (7,4)

ITpuMEP 4.1. Hera cy m u m Opou3BOJGHYM HEHETATUBHU Ieau OpojeBu. Koauko
nma C-U nyresa on tauke (0,0) mo taure (n,m)?

Pewemwe. Jlako ce sumu ma csaku C-U myr ox (0,0) mo (n,m) mopa ma uMa
TAYHO N -+ M KOpPaKa, OX KOJUX 1 Ha UCTOK U m Ha ceBep. CBaku myT je jeIMHCTBEHO
ompebhen n360poM y KOjUM KOpaImMa MAeMO Ha UCTOK. KAaKo o1 1+ 1m Kopaka MOPaMo

na uzabepemo n, rpaxkenu 6poj C-U myresa je (n + m) = (n + m>. A
n m

TIPUMEOBA. Pe3ynraTr mperxoaHor mpuMepa cMO MOTJIN 18 JOKakeMO Kopuctehn
cBojcTBa OMHOMHUX Koepurmjenara. Hawmme, y tauky (n,m) ce moxe mohu mim u3
rauke (n — 1,m) wim u3 (n,m — 1), ma je 6poj C-U nyresa (0,0) — (n,m) jemnax
36upy 6poja C-U myresa (0,0) — (n —1,m) u (0,0) — (n,m — 1). Kako Baxu

<n+m—1> <n+m—1) (n+m>
+ = :
n—1 n n
NOOMIM CMO Pe3yJITar mpuMepa (BUAETH CIUKY 3).

1 > 15 35 70 126 210 330 495

4 1020 35 5684 120 165

1 | it L 1 1 1 1

>

Cua. 3. Hopexn cakor uBopa v Hamucau je 6poj C-U myresa

oxn (0,0) — v. Oso je Bepauja IlackanoBor Tpoyria.
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ITpuMEP 4.2. Heka je n meku mpupogan 6poj. Koaumko mma C-U myresa op
(0,0) mo (n,n) Koju HEMAjy MpPECEKa ca OTBOPEHOM IOJYDPABHU 3a1aTOM HejeTHAUNHOM

y > x?
4 b= B4 4 %

[\
=

> >

Ca. 4. Ilsa noma nyra (0,0) — (6,6) u ogrosapajyhu nyresu (—1,1) — (6,6)

Pewemwe. Hazosumo C-U myt (0,0) — (n,n) Aowum ako uMa IPECEK Ca NATOM
noxypaBuu y > x. Kako zuamo ykynan 6poj C-U myresa (0,0) — (n,n), ocraje ma
HaheMo KOJIuKO ux mMa Koju cy Jjomu. la Gucmo To ypamauau, Hampasuhemo oapebeny
oujexnujy. Hamme, cBaku mom myT mMma mpecek ca mpaBoM y = x + 1. Heka je tauka
(7,i41) npBa Tarsa npeceuna trauka. Tazxa meo myta ox (0,0) xo (i,i+ 1) npecauramo
CUMETPUYHO y OJHOCY Ha TpaBy y = Z + 1, a OCTATAK IMyTa OCTABMMO KaKaB je Ouo
(Bumeru cmuky 4).

Kaxko cBakm mom myt Mopa ma mpecede npasy y = -+ 1, BUAMMO 12 HA OBAj HAUUH
3a CBAKMU JIOMI IMyT KOHCTpyuimeMo Tavno jenad nyt (—1,1) — (n,n). O6parro, cBaku
oyt (—1,1) — (n,n) Mopa ma upeceue npaBy y = « + 1 jep Cy HmOUYeTHA U Kpajmba
Tayka MyTa y PasjiddUTUM HOJypaBHHMa oxpehemmm oBom mpasom. M3abepemo mpsy
Tauky npeceka, n neo ox (—1,1) 1m0 Te Tauke MpPECTMKAMO CUMETPUYHO Y OJHOCY Ha
y = x + 1. Ha oBaj mauun mobujamo tauno jeman mom myt (0,0) — (n,n).

Ipyrum peunma, oBa KOHCTPYKUMja je Oujernuja uzmely mommx myresa (0,0) —

(n,n) u ceux C-U myresa (—1,1) — (n,n), xojux maa (,>

n
n+1)’ HUCTO KaO IyTeBa

(0,0) = (n+1,n — 1). Korauso, pememe 3a1atka je
2
() -(2) -
n n+1

. 2n 2n
JEevHUIIMIA. Bpoj C), = ( - 1 HasuBa ce n-mu Kamanarnos?
. n n
bpoj.
Karananosu GpojeBu cy on Benuke BaskHOoCTH y koMOumaTopuim. Osme hemo
HABECTM CaMO HEKe On mpobyeMa y KOjuMa ce T0jaBJ/byjy OBU OPOjeBH.

2 Eugéne Charles Catalan (1814-1894), Gearujcku MaTeMaTnyap
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e lImamo n romwmja 6poja 1 n n xommja 6poja —1. Ha xonnko HauwmHa MOM¥KEMO OBe

6pojese mopebaru y HU3 S1, S2, 83, - - -, Son, TAKO Ha 3a cBako 1 < j < 2n Baxku
J
=151 2 0?
e Koumko nma n-topkn npupomaux Gpojesa (ai,ds, ..., a,) TAKBUX Oa Baku 1 <

a1 <as << ap_1 <Ay 4a; <1, 33 CBAKO ¢ € [n]7

e JlaTo je 2n pa3nmuuUMTUX Tadyaka Ha XOPU3OHTAJHOj mpaBoj. Ha komuko HaumHa
MO:KEMO II0 [BE€ TayKe [MOBE3aTH JIYKOBUMA M3HAJ TAYaKa, TAKO Ia Ce HUKOja IBa
ayka Mebhycobuo me ceky? OBO je MOTIYHO WCTO KAaO Ja MUTAMO KOJHUKO MMa
r3pa3a ca n naposa H0OpO ymapeHWUX 3arpana.

e [Ipobaem pykosamwa: 2n byInd ceiu 3a OKPYramM cToioM. Ha KOJMEO HaumHa
OHU CBU MCTOBPEMEHO MOTY Za Ce€ PYKY]y Aa APYroM 0COOOM Koja je 3a CTOJIOM,
a Jia ce HUYMje pyKe He yKpeTe?!

e Bpoj mianapuux apsera ca kopesoM u ca (n + 1)-uum temenou je C,.

e Bpoj rpuanrynanuja kousekcuHor (n + 2)-toyriaa je C,.

5. TakmMuuyapckmu 3ananu

Y oBoM moriaB/py NeMo ypaauTy TPU TAKMUYAPCKA 33JATKA KOjU KOPUCTE UAE]Y
yIapuBama.

ITPUMEP 5.1. [Maremarnukn Bume6oj, Mocksa, 2014]

Y jemnoj mroau uma o 200 Bpenaux u 200 newmux Haka. Ha wHoBOrOmummy mpo-
cnaBy Ilema Mpas je momeo recy ca 800 yokosmama m xohe ma ux momemu hamuma
TaKO & CBaKM JIEHHU hHak Jo0uje HajBUIme IO jeIHY YOKOJAIY, a Ha CBAKA BpeIaH DHak
nobuje mapas 6poj YokroIana, HajMame 00 2. JlupeKkTop mKoJe je Pemuo a HArpamu
Bpemue Dake tako mro he ma um momenu 600 ManmapuHa, TAKO Ha CBAKU BpelaH Hak
nobuje Hajmame 1o jemry. Ko o ®UX ABOjUIle MOKE Ha BUIIE HAUWHA 3 TUCTPUOYUpa
[OKJIOHE W KOJIUKO IIyTa BUIIe?!

Pewemwe. HNoraxumo na obojuna mmajy uctr 6poj HaAUMHA A& HOLEJE MOKIOHE.

Bpoj maumna ma Iema Mpa3 momenu nokiore jemuak je 6pojy ypebemmx 400-
topku memux 6pojesa (I1,la, . .., lago, 201, 20a, . . ., 20900), TpU Uemy Bagu Iy + o +
-+ 4 lago + 201 + 202 + - - - + 2v900 = 800 u 3a cBako j € [200], 0 < [; < 1, v; > 1.

Bpoj naunua na nuperTop momenu MaHmapure je 6poj ypebenux 200-Topku npu-
pomuux Gpojesa (mi,ma, ..., Mago), 38 KOje BaKU mq + meo + - - - + mago = 600.

Caagku npupogan 6poj n HA je IMHCTBEH HAYWH MOKE [ C€ HAIWIIE Ka0 N = 2q+T7,
rue je g Hexku HeHeratusaH 1eo 6poj, a r € {0, 1} ocrarak npu mememy Gpoja n ca 2.
Jlako ce Bumm na je dpymrmuja f :n— (¢,7), f: N — Ny x {0,1} Gujexnuja.

Hera je m = (my,ma, ..., Magp) NPOM3BOBHA MOAETA MAHIAPUHA KOja 33I0BO-
/maBa yclIoBe M Heka je, 3a cBako j € [200], f(m; + 1) = (v;,l;). Baxmno je na
IPUMETHMO Ja, Kako je m; + 1 > 2, 1o je v; > 1. Ha oBaj Haumm ox m mobujamo
sekrop d = (I1,lo,...,l200, 201, 202, . . ., 20200) KOju je mOOpa pacmoiena MOKJIOHA 34
Hena Mpasa: ono mTo jemuHo jom Tpeba TOKA3aTH je

li+1la+- - +la00 +2(v1 + -+ - +v200) = (M1 + 1)+ (ma+1)+- -+ (m200 + 1) = 800.
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N3 uumenune na je f Oujeknuja qupexTHO ciaemu ga je g : m — d takobhe Oujekiuja,
1j. lena Mpa3 u nupexrop mMajy uctu OGpoj HAUMHA [a PACIOIEIe MOKIOHe. A\

ITPUMEP 5.2. [Amepuuka MaremMaTuuka oaumnujana, 1996]

Hexa je a,, 6poj OunapHUX HHU30Ba AY:KWHE N KOjU HEMAjy TPU y3aCTOMHA UIaHa
jemnaka 0,1,0. Hexra je b, Opoj OuHApHMX HU30Ba UCTe Ny:KUHE KOJU HE CAIPIKE,
Kao uetupu y3acronHa umana, Huzose 0,0,1,1 u 1,1,0,0. [loka3zatu ma je 3a cBaku
upuponas 6poj n, by+1 = 2a,.

Pewewe. Hera je b = (by,bs,bs,...,by41) IPOM3BOMAH OUHADHU HU3 IY:KUHE
n + 1 koju me cagpxu 0,0,1,1 u 1,1,0,0. Korcrpynumumo ¢yuruujy f,

f(b) = (|b2 _bl‘v ‘b3 _b2|7a"'7|bn+1 - bn|)

Hobumu cmo bunapuu HU3 mysxkune n koju He canpsku 0,1,0. Takobe, 3a cBaku Hu3
nyskuue 1 koju He canpxu 0,1,0, a = (a1, az, ..., a,), IOCTOje TAYHO IBA PA3IMUATA
mmza b, b" nymume n + 1 xoju me canpxe 0,0,1,1 1 1,1,0,0 u raxsm xa je f(b') =
f(©") = a. Hamve, To cy muzosn

b/ (1 b/ AR b/ ) . [ ] / b;u @; :07
= = 381 € n ; =

1,25 Y3 »Yn+1/» v Vit 1 b;, a; = 1,

b’-/ Qg =0

b= (0=, by, b, b)), sad € ], By =4 ’

( 192,93 ) n+1)7 [ ]’ i+1 l—b;/, a; = 1.

Ha ocuoBy mpumenbe Ha Kpajy TmOTiaBpba 2, 3aKDHYyUYjeMO OHO IITO C€ Y 3aJaTKy U
Tpaxkd, aa je by = 2a,. A

ITpuMEP 5.3. [[yrHam Tarmudeme, 2005]

Har je ckyn S = {(a,b) | @ € [n], b € [3]}. Tonoscku oburasar ckyma S
j€ TOJUTOHAJIHA JIMHU]& CACTABJBEHA OX IY:KU KOJ€ TOBE3Y]y TAUKE D1, P2, P3, - - -5 P3m
PEeIoOM TakKo 1a je:

(1) p; € S 3a cBaxko i € [3n];
(i4) pactojame mameby p; u p;y1 je jemmako 1, 3a cBako ¢ € [3n — 1];
(#9t) 3a cBakm emeMeHT p Ckyma S TOCTOjU TAYHO jenHo 4, ¢ € [3n], Tako ma je p; = p.

Kosnuro uma tomockux obumasaka ckyna S koju mouusy y (1,1) u 3aBpmasajy ce y
(n,1)?

° [ ] [ ] 9 [ 4 [ ]

n=2 n=3 n=3

Cu. 5. CBu TpaskeHU TONOBCKU obumiaacuu 3a n = 2,3

Pewewe. Crynm S moxemo na mocMmarpamo kao Tabay n X 3. Ilpumermmvo na,
KaJla CTUTHEMO y HEKO TOJbe Y NOH:0) BPCTU, U3 HEra He MOKEMO 1a UAEMO Ha JIEeBO,
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caMo Ha JECHO W Ha rope, jep obmiasak He CMe Ia MMa caMompecenama. Camdso, u3
[0Jba Y TOPH0j BPCTU MOKEMO CaMO Ha IECHO U Ha moie. Kako cBaku o0umasak Koju
0Jle TOpe MOpa ¥ [ia Ce BPATH y AOKY BPCTY, M3ABOjulieMO OHA MOJbA Kala U3 JOHE
BpPCTe WU TOpH:e BpcTe obmiasak nmpebhe y cpeamy BPCTY.

dopmanuo peueno, ako je P Heku Tonoscku obunasak ckyna S, u ako ca (i, k) —
(4,1) € P o3maummo ma cy maposu (i,k) u (j,l), TuM penom, OBa y3aCTONHA WIaHA
obumacka P, Heka je

o(P)={ien]| (1) — (i,2) € P umn (4,3) — (i,2) € P}.

Pl P2 P3

11
o

O(Pl) = {2547576} U(PQ) = {476} (T(Pg) = {2,3,5,6}

Cu. 6. Obunacuu P, P> u P3 u ogrosapajyhu ckynosu

Karo u3 moma (n,3) MoxkeMo caMo Ha HOJe, 3akbyuyjeMo na je yBek n € o(P).
[IpumeTuMo na, y IpUMepuUMa HAIPTAHUM Ha caukama 5 u 6, o(P) yBek canpsku ma-
pan 6poj enemenara. Jlokaxumo na je To yBek ciyuaj. Haume, mera je o(P) =
{a1,a9,...,ar}, upu yemy je a1 < ag < -+ < a. AKo, 3a HEKO i, a; OArOBapa ALY
obunacka (a;,1) — (a;,2), onga a;41 Mopa ma omrosapa neny (a;yi1,3) — (ait1,2).
Bawxu 1 06pHyTO, aKO 32 HEKO j, a; oarosapa meny obumiacka (aj,3) — (aj,2), onga
a;j—1 Mopa na omrosapa neny (aj_1,1) — (a;_1,2), BumeTu CiIuky 7, jep MHade He
bucmo mMorsm ma obubhemo Heka moska y IOHOj WiIM y TOp®mOj BpcTu. Tarobe, ako
(1,1) = (i,2) € Pu (4,3) — (j,2) € P, ouna mopa 6utn ¢ # j. OBUM CMO JOKa3an
na je |o(P)| yBek mapam 6poj.

a; Qi+1 aj—1 a;

b b

R

Cx. 7. Ako 6u a; u a;41 06a ogrosapanu ,lemamy “ wim 0ba ,,CUIacky “,

onpebena moma me Gucmo moruu ga obubemo.

Ila bucmo morasanu na je o Oujernmja mamely CBUX TOMOBCKUX OOMIa3aka CKyIa
S u cBux nockynoBa A C [n] raksux na je n € A u |A| € 2N, koHCTPYUIIMMO UHBEP3HO
npecamkasame. Heka je A = {aj1,a9,as,...,a2;}, npm uemy je 1 < a1 < ag < az <
o< ag = n.
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Al = {23 §7 §7 m} A2 = {l7 j7 za 65 97 m}

Ca. 8. Moackynosu ckyna [10] ca mapaum 6pojem exemenaTa u oArosapajyhn obunacou

Kao ma caunu 8, koHCTpynmmMo TOnOBCKYU obmnasak Py tako ma y Py Oyny cBu:

(a1,2) (a2,3) (agk-1,2) (n,3)
T l 7 1
(a1,1)7 (a2,2), (a2k71,1)7 (7172)

Ocrataxk 5, JIIOILYBHaBaMO “ OHAKO KaKO MOpaMO, C TUM [Oa KOPaK y JIEBY CTPpaHy yBEK UMa
IPEOHOCT Hald KOPAaKOM Iop€ MM KOPpaKOM OOJIE.

OBuM cMO moKazaam na je OpOj TONOBCKUX 00mMIa3aka CKyma S HCTH Kao Opoj
noACKyToBa ckyma [n — 1] ca memaprum Gpojem edemenata, mTo je jemako 22, A
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