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ORIJENTACIJA U KOORDINATNOJ RAVNI.
POVRXINA TROUGLA

Moj (neodr�ani) qas u Matematiqkoj gimnaziji

Pre pedeset godina naxao sam se u grupi privilegovanih mladih nastavni-
ka, kojima je povereno ostvarivaǌe nastave iz matematiqkih predmeta u tada tek
osnovanoj Matematiqkoj gimnaziji u Beogradu. O uzbu±eǌima i drugim utis-
cima iz tog perioda ne²emo ovom prilikom. Bilo je to vreme bez raqunara i
mobilnih telefona, pa sam, kao i ve²ina nas, pripreme za qasove i druge aktiv-
nosti bele¼io u odgovaraju²e svexqice plavih ili naran­astih korica. Imao
sam i posebnu svesku u koju sam zapisivao svoje ili tu±e ideje, ove druge qesto
nala¼ene u tada dostupnoj matematiqkoj literaturi (po pravilu na ruskom jezi-
ku), koje su mi se qinile zanimǉivim i podesnim za rad s uqenicima. Razumǉivo
je da sam, uqestvuju²i u pripremama za obele¼avaǌe znaqajnog jubileja Matema-
tiqke gimnazije, prelistavao svoje stare sveske i kǌige, koje su me podse²ale i
na ǌene poqetke i na ǌeno uspexno poluvekovno trajaǌe. U pomenutoj posebnoj
svesci naixao sam na kratak zapis: Modenov, AG, 1969, str. 30, tre²i razred?
Uz malo napora naxao sam kǌigu koja je tu pomenuta, u ǌoj na ceduǉicama skicu
qasa koji bih, mo¼da, mogao odr¼ati u tre²em razredu i ,,film mi se odmotao“.

U petnaestogodixǌem periodu predavao sam predmete Analiza s algebrom
(u drugom, tre²em ili qetvrtom razredu), Specijalni kurs sa seminarom (teo-
rija brojeva, nejednakosti), Geometrija, Nacrtna geometrija, ali mi je predmet
Linearna algebra i analitiqka geometrija ,,izmicao“; a ¼eleo sam da se ogle-
dam i u tim sadr¼ajima. Kad sam, poqetkom sedamdesetih godina proxlog veka,
kupio kǌigu: P. S. Modenov, Analitiqeska� geometri�, Moskva 1969, bio
sam siguran da ona mo¼e poslu¼iti kao dobra osnova za realizaciju programa.
Pripremao sam materijale, skicirao qasove i qekao priliku; i nisam je doqe-
kao. Svestan sam da su nastavni programi i ǌihova realizacija znaqajno osa-
vremeǌeni i da ovaj sadr¼aj u danaxǌem trenutku mo¼e delovati prevazi±eno.
Danas bi se, verovatno, tu naxli pojmovi linearnog vektorskog prostora, ǌego-
ve baze, vektorskog proizvoda vektora i sl. Ipak, da bi se saquvao duh minulog
vremena, u daǉem ²u doslovno prepisati tu svoju skicu jednog qasa. Qitaoci ²e
je, ako se odluqe da je upotrebe u nastavnoj praksi, bez texko²a upotpuniti do
prave pripreme, a verujem da ²e i uqenici na tako realizovanom qasu ponexto
nauqiti.
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Definicija 1. Ure±enu trojku nekolinearnih taqaka (A,B, C) nazivamo
orijentisanim trouglom. Ure±enu trojku kolinearnih taqaka nazivamo dege-
nerisanim trouglom. Trougaonu figuru u ravni, odre±enu tom trojkom taqaka,
oznaqavamo sa 4(A,B, C).

Koriste²i se intuitivno prihvatǉivim pojmom posmatraǌa izabrane stra-
ne ravni mo¼emo govoriti o orijentaciji trougla u smeru suprotnom od smera
kretaǌa kazaǉke na qasovniku ili u smeru kretaǌa kazaǉke na qasovniku. Pret-
postavǉamo da je poznat pojam povrxine figure F u ravni, oznaqava²emo je sa
P (F ), i ǌegova osnovna svojstva i da je izabrana jedinica mere za du¼inu, a time
i jedinica mere za povrxinu. Napomenimo i da je povrxina svakog degenerisanog
trougla jednaka nuli.

Slika 1 Slika 2

Definicija 2. Ravan u kojoj je izabran i fiksiran orijentisani tro-
ugao 4(O, E1, E2) nazivamo ǌime orijentisanom ravni. Taj osnovni trougao
4(O, E1, E2) smatramo pozitivno orijentisanim; svaki trougao u toj ravni
koji je s ǌim jednako orijentisan nazivamo pozitivno orijentisanim trouglom a
svaki trougao u toj ravni koji je u odnosu na ǌega suprotno orijentisan naziva-
mo negativno orijentisanim. Pomo²u takvog orijentisanog trougla uvedimo
koordinatni sistem u toj ravni, qiji je koordinatni poqetak u taqki O, taqka
E1 pripada osi Ox i du¼ OE1 je jediniqna du¼ ose Ox, dok taqka E2 pripada
osi Oy i du¼ OE2 je jediniqna du¼ ose Oy – taj sistem nazivamo opxti De-
kartov koordinatni sistem u toj ravni; oznaqavamo ga i sa (O, x, y). Ako su
du¼i OE1 i OE2 jednake du¼ine i me±usobno normalne, taj ²emo sistem nazvati
Dekartov pravougli koordinatni sistem.

Definicija 3. Orijentisanom povrxinom trougaone figure 4(A,B, C) u
orijentisanoj ravni, oznaqavamo je sa Po(4(A, B,C)), nazivamo broj qija je apso-
lutna vrednost jednaka povrxini tog trougla i koji je pozitivan ako je trougao
pozitivno orijentisan a negativan ako je trougao negativno orijentisan.

Jasno je da se cikliqnom permutacijom temena orijentacija trougla ne meǌa
i da se permutacijom koja nije cikliqna orijentacija trougla meǌa. Zbog toga
je

Po(4(A,B, C)) = Po(4(B, C, A)) = Po(4(C,A, B))

= −Po(4(B, A,C)) = −Po(4(A,C,B)) = −Po(4(C, B, A)).
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S druge strane, oqigledno je da orijentisana povrxina date trougaone figure
(trougla) ne zavisi od izabranog osnovnog trougla u ǌenoj ravni, nego samo od
polo¼aja temena trougla i orijentacije osnovnog trougla. Zbog toga mo¼emo
birati podesni osnovni trougao, pa ²emo se opredeliti za Dekartov pravougli
koordinatni sistem.

Teorema 1. Neka je ravan π orijentisana tako xto je u ǌu uveden
Dekartov pravougli koordinatni sistem. Za proizvoǉne qetiri taqke
A,B, C, D ravni π va�i
(1) Po(4(A,B, C)) = Po(4(A,B, D)) + Po(4(B, C,D)) + Po(4(C,A, D)).

Skica dokaza. Ako sve qetiri taqke pripadaju jednoj pravoj, svi su tro-
uglovi koji se pojavǉuju degenerisani, svi su brojevi koji se pojavǉuju u je-
dnakosti (1) jednaki nuli, pa je jednakost taqna. Ne naruxavaju²i opxtost ra-
su±ivaǌa pretpostavimo da taqke A,B, C nisu kolinearne i da je 4(A,B, C)
pozitivno orijentisan. Odre±enosti radi opredelili smo se da osnovni trougao
(O,E1, E2), a time i trougao (A,B, C), bude orijentisan tako da se, posmatran sa
izabrane strane ravni π, obilazi u smeru suprotnom od smera kretaǌa kazaǉke
na qasovniku.
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Slika 3 Slika 4

Ako taqka D pripada nekoj od stranica 4(A, B,C) ili ǌihovim produ-
¼ecima (ima devet takvih sluqajeva), tada me±u posmatrane qetiri taqke po-
stoji trojka kolinearnih taqaka, jedan od trouglova je degenerisan i situa-
cija je jednostavna. Ilustrova²emo to sluqajem kad je D kolinearna sa A
i B, pri qemu je B izme±u A i D (slika 3); tada je Po(4(A,B, D)) = 0,
4(B, C, D) je negativno a 4(C, A, D) pozitivno orijentisan. Zbog toga imamo
da je Po(4(B,C, D)) = −P (4(B, C,D)) i Po(4(C, A,D)) = P (4(C, A, D)). Bu-
du²i da je (,,vidi se sa slike“) P (4(A,B,C)) = P (4(C, A,D))−P (4(B, C, D))
i P (4(A,B,C)) = Po(4(A,B, C)), konaqno nalazimo

P (4(A,B, C)) = Po(4(A,B, C)) = 0 + Po(4(S, A, D))− (−P (4(B,C, D)),
odakle sledi Po(4(A,B, C)) = Po(4(A,B, D))+Po(4(B, C,D))+Po(4(C, A, D)),
pa jednakost (1) va¼i u ovom sluqaju. Na sliqan naqin se uveravamo da ona va¼i
u ostalih osam sluqajeva.
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Ako taqka D ne pripada nijednoj od tri prave kojima pripadaju stranice
trougla (A,B,C), onda ona pripada jednoj od sedam oblasti u ravni, na koje
tu ravan dele pomenute tri prave; numerisali smo ih na slici 4. U sluqaju
1◦ sva qetiri trougla su pozitivno orijentisana, ǌihove su orijentisane po-
vrxine jednake ǌihovim povrxinama i jednostavno se ,,sa slike“ uveravamo da
je jednakost (1) ispuǌena. Dokaza²emo taqnost naxeg tvr±eǌa u sluqaju 2◦;
u sluqajevima 4◦ i 6◦ dokaz je analogan, a u sluqajevima 3◦, 5◦ i 7◦ malo se
razlikuje. U sluqaju 2◦ orijentacija trouglova (A,B, C) i (A,B,D) je pozi-
tivna, a orijentacija trouglova (B, C,D) i (C, A, D) je negativna. Sa slike
vidimo da je P (4(A, B,C)) = P (4(A,B, D))− P (4(B, C, D))− P (4(C,A, D)),
odakle nalazimo da je Po(4(A,B,C)) = Po(4(A,B, D)) − (−Po(4(B, C,D))) −
(−Po(4(C,A, D))) = Po(4(A,B, D)) + Po(4(B, C,D)) + Po(4(C, A,D)), xto je
trebalo dokazati.

Teorema 2. Neka je u ravan π uveden opxti Dekartov koordinatni
sistem i izabrana jedinica du�ine, pa time i jedinica povrxine. Pret-
postavimo da su temena (nedegenerisanog) trougla (A,B, C) zadata svojim
koordinatama A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) i neka je S0 povrxina osnovnog
trougla (O, E1, E2) tog koordinatnog sistema (merena zadatom jedinicom).
Onda je

Po(4(A, B,C)) = S0

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
.

Skica dokaza. Pretpostavimo da se teme C poklapa s koordinatnim poqe-
tkom a temena A i B pripadaju, redom, osama Ox i Oy. Onda je x3 = y3 = 0;
x1 6= 0, y1 = 0; x2 = 0, y2 6= 0. Imamo da je u tom sluqaju P (4(A,B,C)) :
P (4(O, E1, E2)) = |x1y2|. Kombinovaǌem znakova za x1 i y2 i ǌima odgova-
raju²ih orijentacija posmatranih trouglova uveravamo se da je za sve qetiri
mogu²nosti

(2) Po(4(A,B, O)) = S0 · x1y2.

Neka se teme C i daǉe poklapa s koordinatnim poqetkom a temena A i B su
bilo koje dve taqke u ravni, me±usobno razliqite i razliqite od C. Oznaqi-

mo sa A1 i B1, tim redom, preseqne taqke
ose Ox i pravih kroz A i B, paralelnih
sa osom Oy. Primenom jednakosti (1) na
qetvorku taqaka (A,B,O, A1) dobijamo da
va¼i Po(4(A,B, O)) = Po(4(A,B,A1)) +
Po(4(B, O,A1)) + Po(4(O,A, A1)). Jasno
je da se povrxina trougla i ǌegova ori-
jentacija ne²e promeniti ako se jedno od
temena pomeri po pravoj paralelnoj ǌemu
naspramnoj stranici.
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Zbog toga je Po(4(A, B,A1)) = Po(4(A, B1, A1)), pa prethodnu jednakost
mo¼emo pisati u obliku

(3) Po(4(A,B, O)) = Po(4(A,B1, A1)) + Po(4(B, O,A1)) + Po(4(O, A,A1)).

Oznaqimo zatim sa A2 i B2, tim redom, preseqne taqke ose Oy i pravih kroz
A i B, paralelnih sa osom Ox. Primenom jednakosti (1) na qetvorku taqaka
(A,B1, O, A1) nalazimo da je ispuǌena jednakost

Po(4(A, B1, O)) = Po(4(A, B1, A1)) + Po(4(B1, O, A1)) + Po(4(O, A, A1)).

Kako je Po(4(B1, O, A1)) = 0, i uz to je Po(4(A1, B,O)) = Po(4(A1, B2, O))
i Po(4(B1, A,O)) = Po(4(B1, A2, O)), nalazimo da se jednakost (3) mo¼e pi-
sati u obliku Po(4(A, B,O)) = Po(4(A1, B2, O)) − Po(4(B1, A2, O)). Iz ove
jednakosti, primenom (2), konaqno nalazimo

(4) Po(4(A,B, O)) = S0(x1y2 − x2y1).

Ako je 4(A,B, C) proizvoǉan trougao u orijentisanoj koordinatnoj ravni, onda
nam (1) za qetvorku taqaka (A,B, C,O) daje

Po(4(A,B, C)) = Po(4(B, C,O)) + Po(4(S, A, O)) + Po(4(A, B,O)),

odakle, primenom (4), nalazimo

Po(4(A,B,C)) = S0((x2y3 − y2x3)− (x1y3 − y1x3) + (x1y2 − y1x2)).

Teorema je dokazana.

Zadaci

1. Izraqunaj povrxinu trougla (A,B, C) ako su mu zadate koordinate temena u
Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu: A(2,−3), B(−1, 5), C(4, 1).

2. Na²i neophodan i dovoǉan uslov za kolinearnost tri taqke u opxtem De-
kartovom koordinatnom sistemu.

3. Taqke P, Q, R dele, redom, stranice BC, CA, AB trougla (A,B, C) u od-
nosima 1 : 1, 1 : 2, 1 : 3. Izraqunaj odnos povrxina trouglova (A,B, C) i
(P,Q, R).

Zavrxni komentar. Qitaocu ²e se, uvereni smo u to, ovaj pristup uqini-
ti ,,zametnim“; ǌime se, na neki naqin, jednostavni postupci, poznati u okvirima
savremenog pristupa obra±ivanim sadr¼ajima, zameǌuju slo¼enim transforma-
cijama, qesto potpomognutim sitnim dosetkama i sistematskim pretra¼ivaǌem
brojnih sluqajeva. Opravdaǌe za svoj napor da ovaj materijal uqinimo dostu-
pnim qitaocima nalazimo u bar dva razloga. On, pre svega, svedoqi o istori-
jatu nastave matematiqkih predmeta u Matematiqkoj gimnaziji. S druge strane,
mixǉeǌa smo da ²e ǌegovo upoznavaǌe uveriti qitaoce da osavremeǌivaǌe na-
stave, po pravilu, predstavǉa i ǌenu racionalizaciju, xto se mo¼e smatrati
malim doprinosom u tragaǌu za didaktiqkim transformacijama obra±ivanih sa-
dr¼aja.

Matematiqka gimnazija, Kraǉice Natalije 37, Beograd
E-mail : vladimic@EUnet.rs


