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Prilikom realizacije programom predvi±enih sadr¼aja u nastavi matemati-
ke problem motivacije uqenika je, nesumǌivo, va¼na komponenta. Stoga je kori-
sno da se nastava, povremeno, ,,zaqini“ zanimǉivim zadacima. Pri tome moramo
voditi raquna o sastavu odeǉeǌa i stvarnim mogu²nostima uqenika. Naravno,
ako procenimo da ovakvim sadr¼ajima u naxem odeǉeǌu nije mesto u okvirima
redovne nastave, dodatna nastava ²e biti pravo mesto za ǌihovu obradu.

U ovom qlanku prikaza²emo naxe vi±eǌe nekih sadr¼aja koji mogu ilustro-
vati ovo tvr±eǌe; oni su u potpunosti osloǌeni na pojmove s kojima su se uqenici
upoznavali u okvirima redovne nastave i mogu se obra±ivati delom ve² u osnov-
noj xkoli, a u celini, nasigurno, u zavrxnim razredima sredǌe xkole. Navedeni
su izvori u kojima smo naxli obra±ene zadatke, xto uqenike mo¼e dodatno mo-
tivisati da se za ǌih zainteresuju. Nadamo se da ²e qitalac, u naqinu na koji
je deo tih sadr¼aja obra±en, prepoznati i nax pokuxaj da demonstriramo ideje,
metode i konkretne korake koji su u klasiqnoj kǌizi [1] ,,Kako rexavati zadatke“
§er±a Poǉe (György Polya) predlo¼eni za rexavaǌe slo¼enijih matematiqkih
zadataka. Tre²a glava te kǌige nosi naslov Mali heuristiqki leksikon i o-
buhvata, pribli¼no, ǌenih pet xestina. To nas je podstaklo da poqetne redove
ovog teksta posvetimo osvrtu na pojam heuristike i na ǌu nadovezane sadr¼aje
o nekim strategijama ostvarivaǌa ciǉeva nastave matematike.

O heuristici

Arhimedov uzvik ,,Eureka!“ (Eυρηκα!) jedna je od prvih grqkih reqi sa
kojima smo se u naem xkolovaǌu sreli. ǋeno je znaqeǌe ,,Naxao sam!“; na taj
naqin je on izrazio svoje zadovoǉstvo zbog toga xto je otkrio qiǌenicu da: ,,Telo
uroǌeno u teqnost gubi od svoje te¼ine onoliko koliko te¼i telom istisnuta
teqnost“, xto je jedan od osnovnih zakona hidrostatike. Ta se req nalazi u
osnovi reqi heuristika i iz ǌe izvedene sintagme heuristiqki metod; tim je
imenom nazvan postupak qiji je ciǉ da prouqava metode i pravila pronala¼eǌa
(otkrivaǌa) novih saznaǌa, naroqito nauqnih istina. On trasira put prema
strogom dokazu neke istine, nesumǌivo je koristan i sastavni je deo tragaǌa za
ǌom.



2 V. Mi²i²

Rexavaǌe zadataka je va¼an deo matematike od ǌenih poqetaka i neizostav-
ni deo nastave matematike u svim vremenima. U tom delu nastave heuristiqki
metod mo¼emo opisati kao postupak nala¼eǌa i sistematizovaǌa niza zadataka,
koji nam poma¼u da reximo neki slo¼eniji zadatak ili naslutimo neko opxte
tvr±eǌe, istinu kojoj ²emo pripisati snagu ili va¼nost teoreme. Kroz istoriju
matematike se i nekim od znaqajnih stvaralaca, koji su tu istoriju ispisiva-
li (spisak, naravno, ni izdaleka nije potpun, a sva su ova prezimena poznata
qitaocima i ne²emo ih detaǉnije predstavǉati), kao xto su: Dekart, Lajbnic,
Bolcano, . . . , u novije vreme, Puankare, Xtajnhaus, Frojdental, Kolmogorov,
. . . , mo¼e pripisati znaqajan doprinos izgradǌi heuristiqkog metoda u mate-
matici.

Dvadeseti vek, pored ostalog, karakterixu i nastojaǌa da se mnoge aktivno-
sti, pa i nastava matematike, zasnuju na qvrx²im temeǉima. To je rezultiralo
razliqitim istra¼ivaǌima u toj oblasti, ostvarivanim od strane matematiqa-
ra, ali i poslenika iz oblasti pedagoxkih, psiholoxkih i filosofskih nauka.
Uvereni smo da u toj oblasti znaqajno mesto pripada §er±u Poǉi (1887–1985),
ma±arsko-ameriqkom matematiqaru. Zapa¼eni su ǌegovi nauqni rezultati u raz-
nim oblastima matematike (funkcionalnoj analizi, teoriji kompleksnih funk-
cija, teoriji verovatno²e, . . . ). Uz to, ,,Zbirka zadataka i teorema iz analize“
(sa G. Sege-om) bila je, danas bismo rekli, svetski bestseler u oblasti mate-
matiqke literature. Bio je istaknuti popularizator matematike. Iz takvog
opusa proistekle su poznate kǌige [1, 2, 3], Poǉina trilogija (ili triptih),
koje su predstavǉale znaqajan doprinos teorijskom zasnivaǌu nastave matemati-
ke i odluquju²i podsticaj afirmaciji heuristiqkog metoda u oblasti rexavaǌa
zadataka (problema) u nastavi matematike. ǋegove su ideje upotpuǌene novim
sadr¼ajima i osavremeǌene u kǌizi [4]; uvereni smo da je to tek jedan od qlanova
u nizu sledbenika §. Poǉe.

Me±u savremenim strategijama za ostvarivaǌe nastave matematike mogu se
navesti bar tri, koje u svojoj osnovi moraju imati, u celini ili nekim delovi-
ma, ideje §er±a Poǉe. To je, pre svega, uqeǌe otkrivaǌem (discovery learning).
Heuristiqki metod je put ka otkrivaǌu, pa je oqigledno da se dominantno mesto
heuristiqkog metoda kod Poǉe mo¼e smatrati kamenom temeǉcem za ovu strate-
giju. S ovom je problematikom u vezi i nax pokuxaj [5]. Naglaxena nastojaǌa
§. Poǉe da izborom grupa zadataka, koje vode do rexeǌa nekog slo¼enog pro-
blema, ǌihovim formulacijama i naqinima ǌihovog rexavaǌa, svedoqe o tome
da je ǌegova trilogija bitan deo zasnivaǌa i realizacije strategija rexavaǌa
zadataka (problem solving) i postavǉaǌa zadataka (problem posing) (videti,
na primer, [6]).

Trouglovi i me�utaqke

Prethodna znaǌa. U okvirima redovne nastave uqenici su se ve² u osnov-
noj xkoli (u xestom razredu) sreli s pojmom sredixnih du¼i (sredǌih linija)
trougla i nekim qiǌenicama (teoremama) u vezi s ǌima. Nauqili su pojam po-
dudarnosti figura u ravni, teoreme o podudarnosti trouglova, kao i pojmove
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povrxine trougla i qetvorougla i neke od naqina ǌihovog izraqunavaǌa.

A
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B
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C

C’

Slika 1 Slika 2

Na opa¼ajnom nivou, bez formalnih definicija odgovaraju²ih stavova, na-
uqili su da se prilikom premextaǌa neke figure ǌena povrxina ne meǌa (sli-
ka 1). Na istom nivou su nauqili da se figura u ravni mo¼e razlo¼iti na vixe
figura (trouglova, qetvorouglova, . . . ) i da je pri tome zbir povrxina dobi-
jenih delova jednak povrxini figure. Tako se, na primer, svaki trapez mo¼e
razlo¼iti na jedan pravougaonik i dva pravougla trougla (slika 2) i ǌegova
je povrxina jednaka zbiru povrxina tog pravougaonika i tih trouglova. Isto
tako se od vixe figura mo¼e, dopuǌavaǌem, slo¼iti nova figura i pri tome ²e
zbir povrxina delova biti jednak povrxini dobijene figure. Svaki se trougao
mo¼e na tri naqina dopuniti podudarnim trouglom i na taj naqin ²e se dobiti
tri razliqite figure. Ako je trougao oxtrougli, bi²e to tri deltoida; ako je
trougao pravougli, bi²e to dva trougla i jedan deltoid; ako je trougao tupou-
gli, kao na naxoj slici 3, bi²e to jedan deltoid i dva nekonveksna qetvorougla.
Povrxina svake od dobijenih figura jednaka je zbiru povrxina ta dva trougla,
dakle, jednaka udvostruqenoj povrxini osnovnog trougla.
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Slika 3

Ako taqka T pripada du¼i AB i ne poklapa se sa ǌenim krajevima A,B,
mo¼emo re²i da je T me�utaqka du¼i AB (unutraxǌa taqka intervala (A, B)).
Sredixte svake du¼i je ǌena me±utaqka.

1. Posmatrajmo proizvoǉni trougao ABC i neka su A1, B1, C1 sredixta
ǌegovih stranica (tim redom) BC, CA, AB (slika 4). Podsetimo se da su sredi-
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xne du¼i trougla ABC du¼i A1B1, B1C1, C1A1, qije su krajǌe taqke sredixta
dveju stranica trougla. Ima ih tri, svaka od ǌih je paralelna ǌoj naspramnoj
stranici trougla i svaka od stranica trougla je dva puta du¼a od ǌoj paralelne
sredixne du¼i. U xestom razredu uqenici su nauqili da sredixne du¼i dele
trougao ABC na qetiri podudarna trougla: AC1B1, C1BA1, B1A1C, A1B1C1,
zatim (u sedmom razredu) da je svaki od tih trouglova sliqan trouglu ABC i
povrxina mu je jednaka jednoj qetvrtini povrxine trougla ABC. Suvixno je
napomenuti da su ovi sadr¼aji obra±eni i u odgovaraju²im u­beniqkim materi-
jalima za xesti, odnosno sedmi razred OX, na primer u [7].
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C1
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x

hP
hM

hN

Slika 4 Slika 5

2. U sedmom razredu uqenici su nauqili Pitagorinu teoremu i upoznali
neke od ǌenih primena. Specijalno, nauqili su kako se pomo²u du¼ine stranice
izraqunava visina i povrxina jednakostraniqnog trougla. Primeni²emo ovo da
demonstriramo kako se znaǌa iz geometrije mogu primeniti da se doka¼e jedno
zanimǉivo i ne bax jednostavno algebarsko tvr±eǌe.

Zadatak 1. Ako su a, b, c, x, y, z pozitivni realni brojevi za koje va¼e
jednakosti

a + x = b + y = c + z = 1,

onda je az + bx + cy < 1. Doka¼i.

Rexeǌe. Posmatrajmo jednakostraniqni trougao ABC stranice 1 i neka
su M, N, P me±utaqke, tim reom, stranica BC, CA, AB, takve da je: BM = a,
MC = x; CN = b, NA = y; AP = c, PB = z (slika 5). Vidimo da je ispuǌeno
a + x = b + y = c + z = 1. Budu²i da je trougao ABC jednakostraniqan,
ǌegovi uglovi imaju po 60◦. Zbog toga povrxine trouglova BMN , MCN , NAP
jednostavno izra¼avamo preko a, b, c, x, y, z:

P (4BMP ) =
1
2

ahP =
1
2

az

√
3

2
,

P (4MCN) =
1
2

bhM =
1
2

bx

√
3

2
,

P (4NAP ) =
1
2

chN =
1
2

cy

√
3

2
.
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Zbir ove tri povrxine maǌi je od povrxine jednakostraniqnog trougla ABC.
Dakle,

az

√
3

4
+ bx

√
3

4
+ cy

√
3

4
<

√
3

4
,

odnosno
az + bx + cy < 1,

xto je trebalo dokazati.

Napomena. Ovaj zadatak i ǌegovo rexavaǌe prikazala je koleginica Ivanka
Tomi² na zimskom seminaru 2016. godine.

3. U zanimǉivoj kǌizi (mi smo se koristili prevodom na ruski jezik [8]) po-
znatog poǉskog matematiqara Huga Xtajnhauza (Hugo Steinhaus) naveden je pro-
blem za qije se rexavaǌe mogu koristiti me±utaqke stranica trougla i opisana
(razlo¼iva i dopunska) jednakost povrxina figura. Obaj problem je podesan
,,teren“ i lepa ilustracija primene metode §er±a Poǉe.

Zadatak 2. Dat je proizvoǉni trougao ABC. Ise²i iz ǌega trougao XY Z
qija je povrxina jednaka jednoj sedmini povrxine trougla ABC.

Jasno je da zadatak ima rexeǌa. Kako ga na²i, konstruisati, odrediti na
neki naqin? Qini nam se da nemamo za xta da se ,,uhvatimo“. Poǉa nam savetuje
da se prisetimo nekog sliqnog zadatka. Pada nam na pamet qiǌenica da je svaki
trougao svojim sredǌim linijama podeǉen na qetiri podudarna trougla. Sre-
dixta stranica trougla su ǌihove me±utaqke; one dele odgovaraju²e stranice u
odnosu 1 : 1. Mo¼e li nam, na primer, odnos 2 : 1 pomo²i?

Crtamo proizvoǉni trougao ABC i
uoqavamo na ǌegovim stranicama BC, CA,
AB, tim redom, me±utaqke M, N, P , koje ih
dele tako da bude BM : MC = CN : NA =
AP : PB = 2 : 1. Mo¼da trougao MNP
ispuǌava tra¼eni uslov? ,,Vidimo sa sli-
ke“ da to nije sluqaj. A mo¼da neki drugi
trougao konstruisan na taj naqin? A B

C

M

N

P

Slika 6

Posle nekoliko neuspexnih pokuxaja ,,guramo u stranu“ ovu ideju. §er±
Poǉa nas ,,gleda iz prikrajka“ i podse²a da ponekad moramo u razmatraǌe uzeti
i neki element kojim sami treba da upotpunimo sliku. To je, po pravilu, ozbiǉan
problem i zahteva suvereno poznavaǌe odgovaraju²ih sadr¼aja, dosetǉivost, is-
kustvo, smelost, . . . Uoqavamo neke taqke koje nam se nude, povlaqimo neke norma-
le, paralele, . . . Ovo tragaǌe nas dovodi do novog zadatka, koji ²e nam rexiti
polazni zadatak 2.

Zadatak 3. Dat je proizvoǉni trougao ABC. Uoqimo na ǌegovim stra-
nicama BC,CA,AB, redom, me±utaqke M,N,P , takve da je BM : MC = CN :
NA = AP : PB = 2 : 1. Oznaqimo prave p = p(A,M), q = q(B, N), r = r(C, P ).
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Neka je X preseqna taqka pravih p i r, Y preseqna taqka pravih p i q, a Z
preseqna taqka pravih q i r. Odrediti odnos povrxina trouglova ABC i XY Z.

A B

C

M

N

P

q

q
S

q
C

p

p
R

p
B

r
J

T F
W

H Y

E

V S

X

Z

D

R
U

G

rA rT

Slika 7

Rexeǌe. Uoqimo na stranicama datog trougla i me±utaqke R,S, T , takve da
bude BR : RC = CS : SA = ST : TB = 1 : 2. Taqke R i M dele du¼ BC na tri
jednaka dela, taqke S i N dele du¼ CA na tri jednaka dela, a taqke T i P dele
du¼ AB na tri jednaka dela. Povucimo: pravoj p paralelne prave pR kroz R i
pB kroz B; pravoj q paralelne prave qS kroz S i qC kroz C; pravoj r paralelne
prave rT kroz T i rA kroz A. Dozvoli²emo sebi da ne objaxǌavamo reqeni-
cama brojne oznake na slici 7; oqekujemo da ²e qitalac prona²i bez texko²a
geometrijske objekte (taqke, du¼i, trouglove, qetvorouglove) o kojima bude re-
qi u daǉem tekstu. Taqke X, Y, Z su sredixta stranica, a du¼i XY, Y Z, ZX
sredǌe linije trougla UV W . Zbog toga je povrxina trougla XY Z jednaka qe-
tvrtini povrxine trougla UV W . Trouglovi XGC, Y HA, ZJB su podudarni s
trouglom XY Z (prema pravilu USU o podudarnosti). Prema istom pravilu po-
dudarni su: trouglovi ANH i CSX, trouglovi ESV i ENY , trouglovi AY T
i BJP , trouglovi FTW i FPZ, trouglovi CMG i BRZ, trouglovi DMX i
DRU . Koriste²i se ovim qiǌenicama i ranije pomenutim stavovima o dopun-
skoj i razlo¼ivoj jednakosti povrxina figura, nalazimo da je povrxina trougla
XY Z jednaka povrxini: qetvorougla ATY N , qetvorougla TPZY , qetvorougla
PBRZ, qetvorougla RMXZ, qetvorougla MCSX i qetvorougla SNY X. Ako
uoqimo da se trougao ABC mo¼e razlo¼iti na trougao XY Z i navedenih xest
qetvorouglova, zakǉuqujemo da va¼i P (4ABC) = 7 · P (4XY Z).

Na taj naqin smo rexili i zadatak 2. Povrxina ovde konstruisanog trougla
XY Z jednaka je jednoj sedmini povrxine trougla ABC.

4. Istom krugu problema pripada i jedan od zadataka sa Osme me±unarodne
matematiqke olimpijade, Sofija 1966, zadatak broj 6, predlog delegacije Poǉske
(videti, na primer, [9]).

Zadatak 4. Neka su M, K,L, redom, me±utaqke stranica AB,BC,CA tro-
ugla ABC. Dokazati da je povrxina bar jednog od trouglova MAL, KBM, LCK
maǌa ili jednaka jednoj qetvrtini povrxine trougla ABC.
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Rexeǌe. Oznaqimo sa S povrxinu trougla ABC (P (4ABC) = S). Neka su
A1, B1, C1, tim redom, sredixta stranica BC, CA, AB. Znamo da je

P (4A1B1C) = P (4B1C1A) = P (4A1B1C) =
1
4

S.

Ako se sve tri me±utaqke M,K, L poklapaju sa sredixtima C1, A1, B1 stranica
trougla, onda su sve tri pomenute povrxine jednake 1

4S i tvr±eǌe je taqno.
Neka se bar jedna od ǌih ne poklapa sa sredixtem stranice kojoj pripada. Na
primer, neka se M ne poklapa sa C1. Ne naruxavaju²i opxtost rasu±ivaǌa,
pretpostavimo da je M me±utaqka du¼i AC1. Ako se, u tom sluqaju, taqka L
poklapa sa B1 ili je me±utaqka du¼i AB1, onda je P (4AML) < 1

4S i tvr±eǌe
je taqno. Ako to nije, onda je L me±utaqka du¼i B1C. Ako se, u tom sluqaju, K
poklapa sa A1 ili je me±utaqka du¼i CA1, onda je P (4LCK) < 1

4S i tvr±eǌe
je taqno. Ako to nije, onda je K me±utaqka du¼i A1B. Dakle, preostaje samo
sluqaj koji je prikazan na slici 8. U tom sluqaju je

P (4KLM) > P (4KLC1) > P (4KB1C1) = P (4AB1C1) =
1
4

S.

Znamo da je

P (4KLM) + P (4KLC) + P (4LMA) + P (4MKB) = S.

Dokazali smo da je P (4KLM) > 1
4S; zbog toga bar jedan od preostala tri

sabirka mora biti maǌi od 1
4S, qime je nax dokaz upotpuǌen.

A

A1

B

B1

C

C1M

K

L

A P B

C

M

N

Z

YX

Slika 8 Slika 9

5. Poǉske matematiqke olimpijade (videti [10]) imaju dugu tradiciju (od
1949. godine). Na jednoj od ǌih pojavio se zadatak koji je u neposrednoj vezi sa
sadr¼ajima ovog qlanka. Prilikom rexavaǌa ovog zadarka koristi se poznata
Menelajeva teorema za trougao; videti, na primer, [11, str. 87].

Zadatak 5. Na stranicama BC,CA, AB trougla ABC izabrane su taqke
M, N, P tako da je

(1)
BM

MC
=

CN

NA
=

AP

PB
= k,

gde je k zadati broj ve²i od 1, i povuqene su du¼i AM,BN, CP (slika 9).
Izraqunati povrxinu trougla koji obrazuju prave AM, BN,CP ako je povrxina
S trougla ABC poznata.
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Rexeǌe. Neka su X, Y, Z preseqne taqke pravih AM, BN, CP . Onda je

P (4ABM) =
BM

BC
· S, P (4ABX) =

AX

AM
· P (4ABM),

odnosno

(2) P (4ABX) =
BM

BC
· AX

AM
· S.

Koriste²i se jednakostima (1) jednostavno nalazimo da je
BM

BC
=

k

k + 1
. Trougao

ACM je preseqen pravom BN , pa primenom Menelajeve teoreme dobijamo

AN

NC
· CB

BM
· MX

XA
= 1,

xto se mo¼e napisati u obliku

NA

CN
· MC + BM

BM
· MX

XA
= 1.

Koriste²i se opet jednakostima (1) nalazimo

1
k

(
1
k

+ 1
)
· MX

XA
= 1,

odakle sledi
AX

XM
=

k + 1
k2

, xto nam konaqno daje

AX

AM
=

AX

AX + XM
=

k + 1
k2 + k + 1

.

Zamenom dobijenih vrednosti u (2) nalazimo

P (4ABX) =
k

k2 + k + 1
· S.

Uz odgovaraju²e promene slova ²emo, na isti naqin, na²i da je

P (4ABX) = P (4BCY ) = P (4CAZ) =
k

k2 + k + 1
· S.

Imaju²i u vidu da je (vidimo sa slike)

P (4XY Z) = S − (P (4ABX) + P (4BCY ) + P (4CAZ)),

konaqno nalazimo

P (4XY Z) =
(k − 1)2

k2 + k + 1
· S.

Ako se izabere k = 2, nalazimo da je odnos povrxina datog trougla ABC i
u ǌemu na zahtevani naqin konstruisanog trougla XY Z jednak 7. Do istog smo
rezultata, drugim putem, doxli rexavaju²i zadatak 3.
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Uvereni smo da ²e posve²eni nastavnik matematike, u svojoj nastavnoj prak-
si i tragaǌu za novim, zanimǉivim sadr¼ajima, na²i razliqite oblasti u kojima
se, kroz niz srodnih problema, ostvaruju neke od ideja §er±a Poǉe, jednog od
znaqajnih pregalaca na poǉu sadr¼ajnog i metodiqkog oboga²ivaǌa nastavnog
procesa.

LITERATURA
[1] G. Polya, How to Solve It. A new aspect of Mathematical Method, Princeton University Press,

1945.

[2] G. Polya, Mathematics and Plausible Reasoning, Princeton University Press, 1954.

[3] G. Polya, Mathematical Discovery, John Wiley & Sons, 1962.

[4] Z. Michalewicz and D. Fogel, How to Solve It: Modern Heuristics, Springer, 2000.

[5] V. Mi²i², Uqe�e otkriva�em – mo�da novi pristup, Nastava matematike L–4, Druxtvo
matematiqara Srbije, Beograd, 2005.

[6] J. Milinkovi², Ogledi o uqe�u i nastavi matematike, Uqiteǉski fakultet, Beograd, 2016.

[7] §. Dugoxija, V. Andri², V. Jockovi², V. Mi²i², Matematika za xesti razred OX, Zavod
za u­benike, Beograd, 2011.

[8] G. Xte½ngauz, Matematiqeski� kale�doskop, «Nauka», Moskva, 1981.
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