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1. Uvod

Metoda koordinata ili slikovitije, upotreba pravouglog koordinatnog si-
stema je osnovna i prirodna metoda istra¼ivaǌa i rjexavaǌa problema u anali-
tiqkoj geometriji. Me±utim, metoda koordinata ponekada se mo¼e primijeniti
i u drugim podruqjima geometrije, kao npr. u planimetriji i stereometriji. Za-
daci iz podruqja u kojima je to mogu²e najqex²e su zadaci koji se mogu rijexiti
na vixe naqina.

Metodiqki razlog za rjexavaǌe zadataka na vixe naqina le¼i u tome da
tada za rjexavaǌe treba vixe teorijskih qiǌenica. Tada se upore±ivaǌem datih
rjexeǌa mo¼e utvrditi koje je od ǌih kra²e, efektnije i elegantnije. Na ovaj
naqin uqenici stiqu i izgra±uju vjextinu rjexavaǌa zadataka te mislim da
²e ovaj rad biti od koristi posebno uqenicima koji pokazuju ve²i interes za
matematiku i koji uqestvuju na raznim matematiqkim takmiqeǌima.

U ovom, prvom delu, rada ²emo opisati primjenu metode koordinata u pla-
nimetriji. Da²emo dokaze nekih teorema, ilustrovati primjenu metode gdje ona
daje relativno jednostavnija rjexeǌa dok i u nekim problemskim zadacima do-
lazimo do potpunijeg i sadr¼ajnijeg rjexeǌa, ali vode²i ra?una o sadr¼ajima
vezanim za oblast Analitiqka geometrija koji su poznati uqenicima sredǌih
xkola kao xto su: udaǉenost izme±u dvije taqke, podjela du¼i u datom odno-
su, koordinate te¼ixta trougla, razni oblici jednaqine prave (jednaqina prave
kroz jednu taqku, jednaqina prave kroz dvije taqke), uslov paralelnosti i nor-
malnosti dvije prave, udaǉenost taqke od prave, povrxina trougla, jednaqina
simetrale ugla izme±u dviju pravih, jednaqina kru¼nice, itd.

Osnovno pitaǌe je kako najpovoǉnije postaviti koordinatni sistem. Obiqno
se postupa na jedan od sǉede²ih naqina:

• za koordinatni poqetak O koordinatnog sistema odabere se neka istaknu-
ta taqka posmatranog lika (teme, sredixte stranice, te¼ixte, ortocentar,
presjek dijagonala, dodir tangente i krive, itd.),

• za barem jednu koordinatnu osu odabere se prava na kojoj le¼i neki ista-
knuti element lika (stranica, visina, te¼ixna linija, dijagonala, tetiva,
simetrala stranice, simetrala ugla, tangenta, itd.).
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Ovim se qesto posti¼e da neke taqke lika dobijaju jednostavne koordinate,
xto se posebno odra¼ava na jednaqine odre±enih pravih i jednostavnije izraqu-
navaǌe tra¼ene veliqine ili br¼e dokazivaǌe postavǉenog tvr±eǌa.

2. Primjena metode koordinata u planimetriji

Da²emo sada vixe primjera primjene koordinatne metode pri dokazivaǌu
geometrijskih teorema. Poqiǌemo sa jednim dokazom teoreme iz osnovnoxkolske
matematike.

Teorema 1. Visina koja odgovara hipotenuzi pravouglog trougla je geome-
trijska sredina odsjeqaka koje visina gradi na ǌoj.

Dokaz. Odaberemo li koordinatni sistem tako da je podno¼je visine iz
tjemena pravog ugla u koordinatnom poqetku, tada tjemena trougla imaju sǉede²e
koordinate: A(−q, 0), B(p, 0), C(0, h) (sl. 1). Kako je trougao pravougli, to iz
uslova zadatka imamo AC2 + BC2 = AB2, te redom dobijamo:

(0 + q)2 + (h− 0)2 + (0− p)2 + (h− 0)2 = (p + q)2,

q2 + h2 + p2 + h2 = p2 + 2pq + q2,

2h2 = 2pq, h2 = pq, h =
√

pq,

xto je i trebalo dokazati.

Slika 1 Slika 2

Sada ²emo pre²i na dokaze nexto slo¼enijih geometrijskih teorema.

Teorema 2 (Lajbnicova1 teorema). Dat je trougao ABC i proizvoǉna
taqka M u ǌegovoj ravni. Ako je T te¼ixte tog trougla, dokazati da je

MA2 + MB2 + MC2 = 3MT 2 + AT 2 + BT 2 + CT 2. (1)

Dokaz. U dokazu ove teoreme odaberimo koordinatni sistem s koordinatnim
poqetkom O u sredixtu stranice AC datog trougla i x-osom kojoj pripada ta
stranica (sl. 2). Tada tjemena trougla ABC imaju koordinate A(a, 0), B(b, c)

1G. W. Leinbitz (1646–1716), ǌemaqki filozof i matematiqar
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i C(−a, 0). Sada je te¼ixte T trougla taqka T
( b

3
,
c

3

)
. Ako taqka M u ravni

trougla ima koordinate (x, y), imamo
MA2 + MB2 + MC2 = (x− a)2 + y2 + (x− b)2 + (y − c)2 + (x + a)2 + y2

= 3x2 + 3y2 + 2a2 + b2 + c2 − 2bx− 2cy. (2)

S druge strane dobijamo da je
3MT 2 + AT 2 + BT 2 + CT 2

= 3
[(

x− b

3

)2

+
(
y − c

3

)2]
+

(
a− b

3

)2

+
( c

3

)2

+
(
b− b

3

)2

+
(
c− c

3

)2

+
( b

3
+ a

)2

+
( c

3

)2

= 3x2 + 3y2 + 2a2 + b2 + c2 − 2bx− 2cy. (3)
Sada iz gorǌih jednkosti (2) i (3) dobijamo jednakost (1) koju je trebalo doka-
zati.

Navedimo sada i dvije posǉedice prethodne teoreme.

Posǉedica 1. Ako su ta, tb i tc du¼ine te¼ixnih du¼i trougla ABC iz
ǌegovih tjemena A, B i C, tada je

t2a + t2b + t2c =
3
4
(a2 + b2 + c2).

Posǉedica 2. Va¼e sǉede²e jednakosti:

ta =
1
2

√
2b2 + 2c2 − a2, tb =

1
2

√
2a2 + 2c2 − b2, tc =

1
2

√
2a2 + 2b2 − c2.

Teorema 3 (Teorema o leptiru). Neka je data tetiva AB kruga k i
neka je ǌeno sredixte taqka M . Kroz taqku M su povuqene dvije proizvoǉne
tetive EF i CD. Tetive CF i ED sijeku pravu AB u taqkama Q i R. Tada je
taqka M ujedno i sredixte du¼i QR, tj. MQ = MR.

Dokaz. Uvedimo koordinatni sistem xOy gdje je koordinatni poqetak O
sredixte kruga k, a Ox ‖ AB i Oy ⊥ AB (M ∈ Oy) (sl. 3). Taqka M ima
koordinate M(0, c) a prava AB ima jednaqinu
y = c, te prava FE ima jednaqinu y = λx + c.
Krug k ima jednaqinu x2 + y2 = R2. Sada
²emo na²i presjeqe taqke kruga k i prave FE,
tj. rijexi²emo sistem jednaqina:

{
x2 + y2 = R2,

y = λx + c.

Slika 3

Dobijamo sǉede²u jednaqinu
(1 + λ2)x2 + 2λcx + c2 −R2 = 0, (1)

qija su rjexeǌa x1 i x2 kojima odgovaraju vrijednosti y1 = λx1+c i y2 = λx2+c.
Dakle, dobili smo taqke E(x1, y1) i F (x2, y2).
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Analogno dobijamo i koordinate taqaka C i D rjexavaǌem sistema jedna-
qina kruga k: x2 + y2 = R2 i prave CD: y = µx + c (µ 6= λ). Iz ovog sistema
dobijamo jednaqinu

(1 + µ2)x2 + 2µcx + c2 −R2 = 0, (2)

te imamo C(x′1, y
′
1) i D(x′2, y

′
2), gdje je y′1 = µx′1 +c i y′2 = µx′2 +c jer je jednaqina

prave CD: y = µx + c. Sada prava CF ima jednaqinu

CF :
x− x′1
x2 − x′1

=
y − y′1
y2 − y′1

.

Sada jox treba da odredimo koordinate taqaka Q i R. Taqka Q je presjek pravih
AB i CF . Rjexavaǌem odgovaraju²eg sistema jednaqina imamo za ǌene koordi-
nate:

x = x′1 +
c− y′

y2 − y′1
(x1 − x′1) = x′1 −

µx′1(x2 − x′1)
y2 = y′1

= x′1

[
1− µ(x2 − x′1)

λx2 − µx′1

]
=

(λ− µ)x′1x2

λx2 − µx′1
(3)

Analogno, rjexavaǌem sistema jednaqina pravih DE i AB, dobijamo apscisu
ǌihove presjeqne taqke R = DE ∩AB,

x =
(λ− µ)x1x

′
2

λx1 − µx′2
. (4)

Sada je dovoǉno pokazati da je zbir apscisa (3) i (4) jednak nuli i time ²e
teorema 3 biti dokazana. dokazana. Imamo

(λ− µ)x′1x2

λx2 − µx′1
+

(λ− µ)x1x
′
2

λx1 − µx′2
=

(λ− µ)[x′1x2(λx1 − µx′2) + x1x
′
2(λx2 − µx′1)]

(λx2 − µx′1)(λx1 − µx′2)

=
(λ− µ)[λx1x2(x′1 + x′2)− µx′1x

′
2(x1 + x2)]

(λx2 − µx′1)(λx1 − µx′2)
= 0,

jer iz jednaqina (1) i (2) imamo na osnovu Vietovih2 pravila:

x1 + x2 = − 2λc

1 + λ2
, x1x2 =

c2 −R2

1 + λ2
,

x′1 + x′2 = − 2µc

1 + µ2
, x′1x

′
2 =

c2 −R2

1 + µ2
.

Ovim je pokazano da va¼i MR = MQ, xto i tvrdi teorema 3.

Sada ²emo dati nekoliko primjera primjene metode koordinata.

Zadatak 1. Na²i uglove trougla kod kojeg visina i te¼ixa du¼ povuqene
iz istog tjemena dijele taj ugao na tri jednaka dijela.

Rjexeǌe. Odaberimo pravougli koordinatni sistem xOy tako da je: AB ⊂
Ox, O ≡ A, i B(c, 0), C(u, v), D(c/4, 0), E(c/2, 0), AC = b, AB = c, BC = a

2F. Viete (1540–1603), francuski matematiqar
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i γ = 3ϕ (sl. 4). Imamo da je u =
c

4
, v2 = b2 −

( c

4

)2

, tj. dobijamo da je

v =
1
4
√

16b2 − c2, te je C
( c

4
,
1
4
√

16b2 − c2
)
. Jednaqine pravih AC, CD, CE i

BC su date sa:

AC : y =
√

16b2 − c2

c
x; CD : x =

c

4
;

CE : y = −
√

16b2 − c2

c

(
x− c

2

)
; BC : y = −

√
16b2 − c2

3c
(x− c).

Sada dobijamo da je tg ∠(AC, CD) = tg ϕ =
c√

16b2 − c2
i analogno

tg ∠(CE,EB) = tg ϕ =
−
√

16b2 − c2

3c
+
√

16b2 − c2

c

1 +
√

16b2 − c2

3c
·
√

16b2 − c2

c

=

2
√

16b2 − c2

3c

1 +
16b2 − c2

3c2

=
c
√

16b2 − c2

c2 + 8b2
.

Sada zbog jednakosti uglova ∠(AC, CD) = ∠(CE, CB) (iz uslova zadatka) do-
bijamo

c√
16b2 − c2

=
c
√

16b2 − c2

8b2 + c2
,

odakle, redom, 8b2 + c2 = 16b2 − c2, c2 = 4b2, c = 2b i AB = 2AC.

Sada iz tg ϕ =
c√

16b2 − c2
imamo tg ϕ =

2b√
16b2 − 4b2

=
1√
3
, tj. ϕ = 30◦.

Konaqno, uglovi trougla su: γ = 3ϕ = 90◦, α = 90◦−ϕ = 60◦, β = 90◦−2ϕ = 30◦.

Slika 4 Slika 5

Zadatak 2. (Kantonalno takmiqeǌe uqenika sredǌih xkola – III razred,
Sarajevo, 2013. godina) Dat je pravougaonik ABCD. Neka je taqka E sredixte
stranice AD. U pravougaoniku su povuqene prave EB i AC koje se sijeku u
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taqki S. Odrediti u kom su odnosu povrxine qetiri nastala dijela (tri trougla
4ASE, 4ASB, 4BSC i qetvorougao ESCD), tj. izraqunaj odnos povrxina
PASE : PASB : PBSC : PESCD.

Rjexeǌe. Postavimo koordinatni sistem tako da se tjeme A pravougaonika
ABCD nalazi u koordinatnom poqetku (sl. 5). Neka prava p1 sadr¼i du¼ EB,
a prava p2 neka sadr¼i du¼ AC (dijagonalu pravougaonika). Neka su jednaqine
tih pravih:

p1 : y = k1x + n1, p2 : y = k2x + n2.

Sa sl. 5 imamo da je

k1 =
yE − yB

xE − xB
=

b
2 − 0
0− a

= − b

2a
i n1 =

b

2
, pa je p1 : y = − b

2a
x +

b

2
.

Tako±e, imamo da je

k2 =
b

a
i n2 = 0 pa je p2 : y =

b

a
x.

Taqku S presjeka pravih p1 i p2 dobijamo kao rjexeǌe sistema prethodno dobi-
jenih jednaqina, tj. dobijamo

b

a
xS = − b

2a
xS +

b

2
,

odakle se dobija xS =
a

3
i zatim yS =

b

3
, pa je S

(a

3
,
b

3

)
.

Sada koriste²i formulu za povrxinu trougla, dobijamo

PASE =
1
2

∣∣xA(yS − yE) + xS(yS − yA) + xE(yA − yS)
∣∣

=
1
2
|xS · yE | = 1

2

∣∣∣∣
a

3
· b

2

∣∣∣∣ =
1
12
|ab|.

Analogno se dobija:

PASB =
1
6
|ab|, PBSC =

1
3
|ab|,

PESCD = PABCD − (PASE + PASB + PBSC) =
5
12
|ab|.

Sledi da je

PASE : PASB : PBSC : PESCD =
1
12

:
1
6

:
1
3

:
5
12

= 1 : 2 : 4 : 5.

Zadatak 3. Kvadrati ABCD i CEFG imaju taqku C zajedniqku. Dokazati
da te¼ixna du¼ CK trougla CBE i visina CL trougla DCG pripadaju istoj
pravoj, tj. taqke K, C i L su kolinearne.

Rjexeǌe. Neka se u pravouglom koordinatnom sistemu xOy taqka C nalazi
u koordinatnom poqetku O, stranica CD pripada negativnom dijelu Ox ose, a
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stranica CB pripada negativnom dijelu Oy ose. Tada taqke A, B, D i E imaju
redom koordinate A(−a,−a), B(0,−a), D(−a, 0) i E(b, c), gdje je a du¼ina stra-
nice kvadrata ABCD, a b i c su takvi pozitivni brojevi da je du¼ina stranice
kvadrata CEFG jednaka

√
b2 + c2 (sl. 6).

Ako taqka G ima koordinate (xG, yG),
tada iz normalnosti pravih CG: y =

yG

xG
x i

CE: y =
c

b
x zakǉuqujemo da je

yG

xG
· c

b
= −1,

odnosno yG = −b

c
xG.

Sada iz CG =
√

b2 + c2 dobijamo

b2 + c2 = CG2 = x2
G + y2

G = x2
G +

b2

c2
x2

G

=
b2 + c2

c2
x2

G,

odakle je 1 =
x2

G

c2
, pa sledi xG = −c jer je

xG < 0.
Slika 6

Konaqno imamo da je yG = b pa je G(−c, b). Taqka K je sredixte du¼i BE pa

ima koordinate K
( b

2
,
c− a

2

)
. Posmatrajmo sada koeficijente pravca pravih KC

i DG. Oni su dati sa kKC = −a− c

b
, kDG =

b

a− c
. Kako je kKC · kDG = −1,

to su prave KC i DG me±usobno normalne, xto znaqi da visina CL trougla
DCG pripada pravoj KC, tj. taqke K, C i L su kolinearne, a to je i trebalo
dokazati.

Zadatak 4. (Osma juniorska BMO, Novi Sad, 2004. godine) Neka je trougao
ABC jednakokrak, AC = BC, neka je taqka M sredixte du¼i AC, i neka je l
prava koja prolazi kroz taqku C, a normalna je na pravu AB. Kru¼nica kroz
taqke B, C i M sijeqe pravu l u taqkama C i Q. Izraziti polupreqnik kruga
opisanog oko trougla ABC preko m = CQ.

Rjexeǌe. Poxto je prava l, gdje C ∈ l, normalna na pravu AB, to je ∠ACQ =
∠BCQ, tj. ∠MCQ = ∠BCQ (sl. 7). Ovi uglovi su periferijski nad lukovima

_

MQ i
_

BQ pa su i oni jednaki me±u sobom, a odavde slijedi da je tako±e MQ =
BQ. Ako je taqka S sredixte du¼i BM , tada iz qiǌenice da je MQ = BQ
slijedi da je 4MSQ ∼= 4BSQ (SSS), pa je ∠MSQ = ∠BSQ = 90◦, tj. SQ ⊥
MB.

Uvedimo sada pravougli koordinatni sistem xOy tako da je taqka C1, sredi-
xte stranice AB, u koordinatnom poqetku O i neka je A(−4, 0), B(4, 0), C(0, 4a)
i C1(0, 0) (sl. 8).
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Slika 7 Slika 8

Taqka S je sredixte du¼i BM . Tada je M(−2, 2a), S(1, a). Ovdje ²emo
koristiti jednaqinu prave kroz dvije taqke (x1, y1), (x2, y2) koja glasi

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x− x1).

Dobijamo da je jednaqina prave MB: y = −a

3
x +

4a

3
. Prava SQ je normalna na

pravu MB pa je kSQ ·kMB = −1. Poxto je kMB = −a

3
, to slijedi da je kSQ =

3
a
,

a kako taqka S pripada pravoj SQ, to je SQ: y =
3
a
x + a− 3

a
. Presjek prave SQ

i ose Oy je taqka Q. Ako u jednaqinu prave SQ uvrstimo x = 0, dobijamo da je

y = a− 3
a

pa imamo Q
(
0, a− 3

a

)
. Sada je

CQ = 4a−
(
a− 3

a

)
= 3

a2 + 1
a

. (1)

Povrxina trougla ABC jednaka je P =
1
2

AB ·CC1 =
1
2
·8 ·4a = 16a, a AC ·BC ·

AB = BC2 ·AB = (16 + 16a2) · 8. Sada iz formule P =
abc

4R
dobijamo

R =
abc

4P
=

(16 + 16a2) · 8
4 · 16a

= 2
a2 + 1

a

(1)
=

2
3
CQ =

2
3

m.
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