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Ovaj nax qlanak treba uzimati zajedno sa naxim drugim qlankom: Kakav
treba da bude kurs matematike na uqiteǉskim fakultetima, Nastava ma-
tematike, LIX, 1-2, 2014, 30–37, elib.mi.sanu.ac.rs/journals/nm, koji je jedan
kritiqki osvrt na postoje²e programe matematike na ovim fakultetima. Uzmi-
mo kao pravilo da nastavnik matematike koji predaje taj predmet na odre±enom
nivou mora biti upoznat sa matematiqkim sadr¼ajima koji se izla¼u na stupǌu
koji prethodi i onom koji sledi iza tog nivoa. U sluqaju uqiteǉa, koga sma-
tramo da je i nastavnik matematike u mla±im razredima osnovne xkole, to bi
znaqilo poznavaǌe sadr¼aja predxkolske matematike i onih sadr¼aja koji se
obra±uju u starijim razredima osnovne xkole. Tako se istiqe kao jedan od bi-
tnih zadataka kursa matematike na uqiteǉskim fakultetima, da studenti moraju
da ovladaju sadr¼ajima osnovnoxkolske matematike na jedan vrlo temeǉan naqin,
uz konceptualno produbǉivaǌe tih sadr¼aja, stavǉaju²i operativnu uve¼banost
u drugom planu. (Uvek je xire ali povrxnije znaǌe matematike maǌe korisno od
u¼eg ali temeǉnijeg).

Kao va¼an drugi zadatak kursa matematike, istaknimo tako±e, da taj kurs
treba da pomogne studentu da dobro ovlada onim sadr¼ajima koji su bitni za
uspexno pra²eǌe kursa didaktike matematike tj. onog ǌegovog centralnog de-
la gde se analiziraju naqini kako se matematiqko znaǌe sintetizuje u mla±im
razredima osnovne xkole.

Sadr¼aji kao xto su teorija skupova, matematiqke strukture i matematiqka
logika ilustruju duh savremene matematike, pa pored toga xto kultivixu stu-
denta, tako±e ²e mu slu¼iti da kao nastavnik, struqno i kritiqki prati pro-
grame matematike i naqine kako se nastava realizuje oslaǌaǌem na postoje²e
u­benike i druga didaktiqka sredstva. To ²e ga tako±e qiniti ravnopravnim
sagovornikom u struqnim aktivima u svojoj xkoli i xire.

Predla¼u²i ovaj program, mi smo ukupni sadr¼aj razbili na teme, a svaku
od navedenih tema prati tekst u kome se istiqe zaxto je sadr¼aj te teme relevan-
tan. Uz to, u takvom tekstu tako±e se sugerixe pristup obradi sadr¼aja te teme
i daje broj qasova koji bi za to bio korix²en. Uzimaju²i u obzir specifiqnost
ovog kursa, mislimo da ve¼be moraju biti dobrim delom usmerene da se obnove
sadr¼aji osnovnoxkolske matematike, naroqito oni u starijim razredima.
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Za razliku od postoje²e podele na Matematiku I (prva dva semestra) i Ma-
tematiku II (tre²i i qetvrti semestar, a qiji sadr¼aj mi smatramo da je nepo-
treban za ovu vrstu studenata), mi imamo u vidu kurs matematike zastupǉen sa
2 + 2 qasa nedeǉno u toku prva tri semestra. Nax bi bio predlog da se u qetvr-
tom semestru uvede kao poseban predmet kurs statistike i teorije verovatno²e,
zastupǉen sa 2 + 1 qasom nedeǉno. Mi ne²emo predlagati sadr¼aje tog kursa,
sem xto bismo bili slobodni da sugerixemo da bi on trebalo da bude poput
onih u empirijskim disciplinama i sa fokusom na vextinu praktiqnog pra²eǌa
i razmatraǌa nastavnih procesa. Tako se ukupni broj qasova predavaǌa i ve¼bi
koji su sad nameǌeni kursevima Matematike I i Matematike II ne bi meǌao, a
ne bi se meǌalo ni mesto matematiqkih predmeta u nastavnom planu uqiteǉskih
fakulteta. Na kraju, napomenimo i to da je izra¼ena tendencija da se sadr¼aji
vezani za statistiku sve vixe unose u xkolske programe i da je tome posve²ena
obilna struqna literatura.

1. Istorijski pregled razvoja osnovnih matematiqkih ideja

1.1. Matematika u Vavilonu.
1.2. Matematika u Egiptu. Ahmesov papirus.
1.3. Stara grqka (helenska) matematika. Jonska xkola. Pitagorejska xko-

la. Atinska xkola: Hipokrat iz Hiosa, Platon, Eudoks. Aleksandrijska xkola:
Euklid, Arhimed, Apolon iz Perga, Eratosten. Tri quvena problema grqke ma-
tematike.

1.4. Razvoj aritmetike. Uvo±eǌe u Evropu indo-arapskog naqin pisaǌa
brojeva i ǌegova prednost u odnosu na druge pre toga postoje²e sisteme.

1.5. Razvoj algebre. Problem rexavaǌa jednaqina stepena ve²eg od 2. Vie-
tova logistica speciosa. Dekartov model ose kao nosioca sistema realnih brojeva
i ǌegova analitiqka geometrija. Istorijat osnovnih oznaka i formiraǌe sim-
boliqke algebre. Aksiomatizacija algebre (£. Pikok, A. De Morgan).

(6 qasova predavaǌa i 6 qasova ve¼bi)
Relevantnost sadr�aja. Ovaj istorijski sadr¼aj je vezan za osnovno-

xkolski program matematike (ukǉuquju²i tu i vixe razrede). Obuhvata pregled
razvoja ideje broja kroz vekove, od prirodnih do realnih brojeva. Obuhvata kri-
zni period pojave nesamerǉivih veliqina, Eudoksovo shvataǌe broja kao odnosa
istorodnih magnituda, dominaciju Euklidovih Elemenata, znaqaj Vietove ideje
o promenǉivoj kao kǉuqnim pojmom algebre i Dekartov doprinos razvoju ideje o
realnom broju.

Istorijski razvoj geometrije obuhvata detaǉno prikazivaǌe stvaraǌa pre-
Euklidske geometrije, xto je opet vezano za xkolske sadr¼aje te discipline u
osmogodixǌoj xkoli.

Pore±eǌem retoriqke i simboliqke algebre student ²e uvideti znaqaj sim-
boliqke algebre kao sistema koji ubrzava mixǉeǌe i skra²uje izra¼avaǌe re-
qima.

Inaqe mislimo da istorijski sadr¼aj treba svesti na okvir koji odgovara
nastavnom sadr¼aju koji se realizuje u ni¼im razredima osnovne xkole, a da
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uqiteǉ mora tako±e biti dobro upoznat i sa sadr¼ajem na slede²em nivou (tj.
u ovom sluqaju sa sadr¼ajima matematike u vixim razredima osnovne xkole).
Tome stavu i odgovara ovaj izbor tema iz istorije matematike.

2. Elementi teorije skupova

2.1. Kratak istorijski osvrt na formiraǌe teorije skupova. Skup kao naj-
opxtiji pojam klasiqne matematike.

2.2. Odnos skup – element. Naqini zadavaǌa skupova: skupovi na opa¼ajnom
nivou, skupovi qiji su elementi konvencijalni simboli (cifarski zapisi, slova,
reqi). Skupovi taqaka i Venn-ovi diagrami. Univerzalni skup i ǌemu korespo-
dentna promenǉiva. Zadavaǌe skupova predikatski (isticaǌem karakteristi-
qnih svojstava ǌihovih elemenata). Familije skupova. Russell-ov paradoks.

2.3. Odnosi me±u skupovima: skupovna jednakost, podskup, nadskup. Sku-
povne operacije: unija i presek konaqne familije skupova, razlika dva skupa,
komplement. Prazan skup.

2.4. Ure±eni par, ure±ena trojka i ure±ena n-torka. Direktni proizvod dva
i konaqnog broja skupova. Direktni proizvodi skupa R realnih brojeva, R × R
– ravan i R×R×R – trodimenzioni prostor.

2.5. Relacije, domen i kodomen relacije. Relacija poretka i relacija ekvi-
valencije. Funkcija (preslikavaǌe), svojstva ,,jedan-jedan (1–1)“ i ,,na“. In-
verzna funkcija.

2.6. Kombinatorika; varijacije n-te klase, varijacije bez ponavǉaǌa, per-
mutacije, kombinacije.

(8 qasova predavaǌa i 8 qasova ve¼bi)
Relevantnost sadr�aja. Za sadr¼aje nastavne teme ,,Elementi teorije

skupova“ mo¼emo re²i da oni opisuje fenomenologiju na kojoj se oslaǌa znaqeǌe
u aritmetici. Termin ,,skup na opa¼ajnom nivou“ odnosi se na razne grupe obje-
kata u realnom okru¼eǌu koje opa¼amo neposredno ili predstavǉaju²i ih putem
slika. Opa¼aju²i takvu grupu objekata i apstrahuju²i (zanemaruju²i):
(i) ǌihovu prirodu (vrstu) i
(ii) bilo kakav vid ǌihovog organizovaǌa,
formira se u naxem umu ideja broja (Cantor-ov princip invarijantnosti bro-
ja). Ovaj princip izra¼ava prirodnu zavisnost geneze pojma broja od percepcije
skupova na opa¼ajnom nivou.

Samo znaqeǌe raqunskih operacija razvija se kroz kontakt dece sa nizom si-
tuacija u kojima se to znaqeǌe jasno projektuje. Tako se u umu deteta formiraju
odgovaraju²e kognitivne sheme, koje u didaktici matematike tako±e opisujemo
koriste²i jezik teorije skupova.

Sabiraǌu i oduzimaǌu prethodi percepcija aditivne sheme koju qine dva
disjunktna skupa. Ako su m i n brojevi elemenata tih skupova a s je broj ele-
menata ǌihove unije, tada
• kad su m i n dati, a tra¼i se s, govorimo o zadatku sabiraǌa koji prati

datu aditivnu shemu,
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• a kad su su s i jedan od brojeva m ili n dati, a tra¼i se drugi od ǌih,
govorimo o zadatku oduzimaǌa koji prati datu aditivnu shemu.
Sliqno, multiplikativnu shemu qini familija od m disjunktnih, jednako-

brojnih skupova svaki od kojih ima n elemenata. Neka je p broj elemenata unije
skupova ove familije. Tada
• kad su dati brojevi m i n, a tra¼i se broj p, govorimo o zadatku mno¼eǌa

koji prati datu multiplikativnu shemu,
• a kad je dat broj p i jedan od brojeva m ili n a tra¼i se drugi od ǌih,

govorimo o zadatku deǉeǌa koji prati datu multiplikativnu shemu.
Gledano generalnije, multiplikativnu shemu qini direktni proizvod fami-

lije n skupova qiji je broj elemenata redom m1, m2, . . . , mn. Broj elemenata
ovog proizvoda je m1 ×m2 × · · · ×mn, pa se tako proizvod tri i vixe brojeva
interpretira kao kardinalnost ovog proizvoda skupova.

Pojam funkcije pro¼ima sve konkretne sadr¼aje matematike, pa je bitno
da se putem rekapitulacije taj pojam detaǉno obradi u ovom kursu matematike.
Posebno je znaqajno razvijaǌe ideje o promenǉivoj, koje poqiǌe u ranoj nastavi
aritmetike sa korix²eǌem slova u toj ulozi.

Navedeni sadr¼aji kombinatorike najjasnije se obra±uju vezivaǌem za pojam
funkcije, odnosno pojam n-niza. Inaqe ti se sadr¼aji pretpostavǉaju kao osnova
za obradu elemenata teorije verovatno²e.

3. Elementi matematiqke logike

3.1. Iskazi (propozicije). Reqi ,,istinit“, ,,la¼an“. Termi (izrazi) i
formule (relacije).

3.2. Iskazne (propozicione) funkcije. Istinosni skup. Ekvivalentnost
iskaznih funkcija (jednakost istinosnih skupova).

3.3. Logiqka funkcija reqi ,,i“ i ,,ili“. Logiqke operacije: konjunkcija i
disjunkcija. Negacija. Logiqka funkcija veznika ,,ako . . . tada . . . “. Impli-
kacija.

3.4. Znaqeǌe izraza ,,za svaki“, ,,za neki“. Tautologije i pravila zakǉuqi-
vaǌa.

(8 qasova predavaǌa i 8 qasova ve¼bi)
Relevantnost sadr�aja. Jezik matematiqke logike je uopxteǌe jezika

algebre: algebarski izrazi, relacije (formule sa relacijskim znakom (jednaqine
i nejednaqine)), a u logici: izrazi (termi), predikati (propozicione funkcije
(formule i sa logiqkim znakovima). Semantika se ve¼e za teoriju skupova: pro-
pozicionoj funkciji se pridru¼uje istinosni skup, dve propozicione funkcije
su ekvivalentne kad su im pridru¼eni skupovi jednaki. Tako shva²ena, ekviva-
lencija predstavǉa relaciju (a ne operaciju) u klasi propozicionih funkcija.
Logiqke operacije konjunkcija i disjunkcija ve¼u se za svoje istinosne skupo-
ve koji su presek, odnosno unija istonosnih skupova komponenti tih operacija.
Istinosni skup negacije je komplement istinosnog skupa propozicione funkcije
koja se negira u odnosu na univerzalni skup ǌene promenǉive.



44 M. Marjanovi²

Ovaj pristup logici, qija je semantika vezana za teoriju skupova, priro-
dniji je od onog vixe formalnog koji poqiǌe sa pojmom iskaza i sa tablicama
kojim se odre±uje logiqka vrednost operacija na klasi iskaza. Posebno, ovaj
pristup ima prednost kad se imaju u vidu studenti uqiteǉskih fakulteta, za ko-
je je bitno precizno izra¼avaǌe i razumevaǌe znaqeǌa slo¼enih reqenica koje
se formiraju pomo²u veznika ,,i“, ,,ili“, ,,ako . . . tada . . . “.

Ova tema se zavrxava obradom osnovnih tautologija za koje se vezuju pravila
zakǉuqivaǌa: pravilo odvajaǌa (modus ponens), pravilo silogizma, pravilo
zamene i dr.

U ni¼im razredima osnovne xkole nema deduktivnog zakǉuqivaǌa, nego se
matematiqke istine indukuju neposrednim opa¼aǌem (i zapa¼aǌem), pa potom
pravilno formulixu. Ali u starijim razredima poqiǌu dedukcije (kad se iz
taqnosti jednih popozicija zakǉuquje taqnost drugih). Za ovu vrstu studena-
ta bitno je produbǉeno poznavaǌe sadr¼aja matematike vixih razreda osnovne
xkole, a xto je jedan od najbitnijih zadataka kursa matematike na uqiteǉskim
fakultetima. Tom produbǉivaǌu slu¼e i elementi matematiqke logike u ovom
programu.

4. Glavni sadr�aji xkolske algebre

4.1. Linearna jednaqina ax + b = 0 i linearne nejednaqine: ax + b < 0,
(ax + b 6 0), ax + b > 0, (ax + b > 0). Faktorizacija polinoma ax2 + bx + c.
Kvadratna jednaqina ax2 + bx + c = 0 i kvadratne nejednaqine: ax2 + bx + c < 0
(i one kad se u prethodnoj nejednaqini znak < zameni jednim od znakova >, 6,
>).

4.2. Koordinatni sistem u ravni. Realne funkcije realne promenǉive i
ǌihovi grafici: linearna funkcija y = ax + b , kvadratna funkcija y = ax2 +
bx + c, korena funkcija y =

√
x + a, y =

√
a− x). Nejednaqine: y < ax + b (i

one kad se u prethodnoj nejednaqini znak <, zameni jednim od znakova 6, >, >)
i skupovi taqaka u ravni koji su ǌihova rexeǌa.

(4 qasa predavaǌa i 4 qasa ve¼bi)
Relevantnost sadr�aja. Brojevna osa i ravan sa koordinatnim siste-

mom slu¼e da se razni algebarski uslovi ve¼u za odgovaraju²e geometrijsko
znaqeǌe. Linearna i kvadratna funkcija sa korespodentnim jednaqinama i ne-
jednaqinama predstavǉaju va¼an sadr¼aj xkolske algebre koji treba da bude
temeǉno obnovǉen (a ipak se nalazi van programa matematike za osmogodixǌe
xkole). Uz obnavǉaǌe pravila rada sa jednakostima i nejednakostima ovde se
koriste i relacije a2−b2 = (a−b)(a+b) i a2 +b2 = (a− ib)(a+ ib). Napomenimo
tako±e da ovi sadr¼aji mogu, delimiqno (ili potpuno) da budu obnovǌeni uz
druge teme gde se za to uka¼e potreba.

5. Matematiqke strukture

5.1. Shvataǌe matematiqke strukture kao skupa qiji su elementi na odre±en
naqin organizovani. Primeri struktura: skupovi sa relacijom poretka, skupo-
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vi sa operacijama, skupovi sa relacijama koje klasifikuju ǌihove elemente u
disjunktne podskupove.

5.2. Algebarske strukture: grupa, prsten, poǉe, ure±eno poǉe. Poǉe raci-
onalnih i poǉe realnih brojeva.

5.3. Izomorfizam i invarijante.
(6 qasova predavaǌa i 6 qasova ve¼bi)
Relevantnost sadr�aja. Smisao organizovaǌa elemenata nekog skupa

shvatati kao izdvajaǌe ure±enih parova ili ure±enih trojki tog skupa. Dva
skupa sa organizovanim elementima su izomorfni kad postoji obostrano jedno-
znaqno preslikavaǌe koje quva izdvojene parove odnosno trojke.

Kod obrade algebarskih struktura treba navesti glavne primere kao xto
su prsten celih brojeva, poǉe kompleksnih brojeva, poǉe racionalnih brojeva
(vi±eno kao minimalno ure±eno poǉe, poǉe realnih brojeva (vi±eno kao jedin-
stveno poǉe koje zadovoǉava aksiomu neprekidnosti.

Iz aksioma ure±enog poǉa slede sva poznata operativna svojstva raqunaǌa
sa brojevima. Neka od tih svojstava izvesti (ali i ne preterivati s tim). Doka-
zati svojstvo ure±enog poǉa: (∀x 6= 0) x · x > 0, pa to karakteristiqno svojstvo
ure±enih poǉa koristiti da se doka¼e da se poǉe kompleksnih brojeva ne mo¼e
urediti.

Ova tema je znaqajna da se brojevni sistemi pojme dubǉe i da se brojevi kao
najva¼niji objekti matematike usvoje, usvajaǌem i ǌihovih operacionih svojsta-
va.

6. Analitiqka geometrija u ravni

6.1. Nejednakosti koje predstavǉaju poluravni na koje koordinatne ose raz-
bijaju ravan i parovi nejednakosti koje odre±uju kvadrante. Konveksne kombina-
cije dve taqke i skup koji one odre±uju. Simetrija (x, y) 7→ (y, x).

6.2. Jednaqina prave i nejednaqine qija su rexeǌa poluravni na koje prava
razbija ravan. Kanoniqke jednaqine elipse, parabole i hiperbole i nejednaqine
qija su rexeǌa oblasti na koje ove krive razbijaju ravan.

(4 qasa predavaǌa i 4 qasa ve¼bi)
Relevantnost sadr�aja. Metoda koordinata vezuje algebarske izra-

ze i relacije za ǌihovo geometrijsko znaqeǌe. To algebarskoj simbolici daje
znaqeǌe pa su zato ovi sadr¼aji posebno instruktivni za studente uqiteǉskih
fakulteta. (Napomenimo da ,,videti“ u mnogim jezicima znaqi i ,,razumeti“). I
ova tema mo¼e da bude delimiqno obnovǉena i uz druge sadr¼aje, recimo kad se
u logici propozicionim funkcijama dodeǉuju ǌihovi istinosni skupovi.

7. Topologija, projektivna geometrija i Euklidska geometrija

7.1. Ravan R2 i prostor R3 sa koordinatnim sistemima i rastojaǌem izme±u
taqaka. Neprekidna preslikavaǌa. Nejednakost

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 6 |x1 − x2|+ |y2 − y2|+ |z1 − z2|.
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7.2. Izometrija. Metriqka svojstva. Podudarnost. Konstrukcije leǌirom
i xestarom. Elementi koji odre±uju trougao. Translacija, rotacija i simetri-
ja. Homotetija i sliqnost. Euklidska svojstva. Jedna rekapitulacija glavnih
sadr¼aja geometrije u vixim razredima osnovne xkole.

7.3. Topoloxka ekvivalencija. Topoloxka svojstva. Intuitivno poimaǌe
topoloxke ekvivalencije kao postupne neprekidne deformacije. Topoloxki luk,
topoloxki krug i topoloxka sfera.

7.4. Euler-Poincaré-ova karakteristika i ǌeno raqunaǌe u sluqaju linija i
povrxi. Orijentabilne i neorijentabilne povrxi.

7.5. Projektovaǌe iz taqke. Projektivna svojstva. Projektivna prava. Ko-
linearnost tri taqke kao projektivno svojstvo.

7.6. Interval kao najkra²i topoloxki luk (najkra²i put izme±u dve taqke).
Prava kao linija qija je zakrivǉenost nula i krug kao linija koja je podjednako
zakrivǉena u svakoj svojoj taqki. Geometrijski krug kao linija koja od svih
topoloxkih krugova iste du¼ine zahvata najve²u povrxinu.

(6 qasova predavaǌa i 6 qasova ve¼bi)

Relevantnost sadr�aja. Prema eksperimentalnim nalazima J. Piaget-a,
deca od opa¼ajnih karakteristika vidǉivih objekata prvo formiraju ona koja su
topoloxka po karakteru, pa zatim ona koja su projektivna i najzad Euklidska (tj.
i metriqka). Tako je od interesa da se studenti uqiteǉskih fakulteta upozna-
ju sa matematiqkim znaqeǌem ovih karakteristika, tretiraju²i ih u ambijentu
prostora R3.

Za topoloxku klasifikaciju objekata u R3 definixu se neprekidna pre-
slikavaǌa. Ipak topoloxka ekvivalentnost se shvata intuitivno, kao postupne
neprekidne deformacije objekata u R3 bez preklapaǌa ǌihovih taqaka. Otvore-
ne i zatvorene linije iz geometrije u prvom razredu osnovne xkole, ustvari su
pojmovi topoloxkog luka i topoloxkog kruga. Euler-Poincaré-ova karakteristi-
ka je jedno vrlo stabilno svojstvo objekata, a ono je posebno interesantno zbog
mogu²nosti direktne provere da se quva pri neprekidnim deformacijama.

U ambijentu prostora R3, pomo²u projekcija iz taqke definixe se projek-
tivna ekvivalencija i time i projektivna svojstva objekata u tom prostoru. Tako
su pojmovi ,,trougao“, ,,qetvorougao“ projektivni a nisu, npr, ,,jednakokraki tro-
ugao“ ili ,,pravougaonik“. Kolinearnost trojki taqaka je va¼no projektivno
svojstvo.

Ekstremalna svojstva intervala i geometrijskog kruga izdvajaju ove pravil-
ne objekte kao posebno znaqajne. Zakrivǉenost se tretira kao promena pravca
tangente du¼ datog luka.

Ova tema je tako±e prilika da se obnove najva¼niji sadr¼aji geometrije u
vixim razredima osnovne xkole.
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