
ZADACI IZ MATEMATIKE

Duxan J. Simjanovi�, Nenad O. Vesi�

PROST BROJ U SLO�ENIM ZADACIMA

Broj teku²e godine se redovno javǉa u zadacima na takmiqeǌima, nekada u
formulaciji zadatka a nekada kao rexeǌe. Kako je broj 2017 prost, sastavǉaqima
zadataka naredne godine ne²e biti lako da ga ukomponuju u zadatke koje predla¼u.
U ovom qlanku dajemo neke primere kako se to mo¼e uqiniti.

Zadatak 1. Izraqunati

a =
2017

2017201720172 − 201720172016 · 201720172018
.

Rexeǌe. Neka je x = 201720172017. U tom sluqaju je

a =
2017

x2 − (x− 1)(x + 1)
=

2017
x2 − x2 + 1

= 2017.

Zadatak 2. Da li je broj n = 2017 + 20172016 + 20182016 + 20192016 prost
ili slo�en?

Rexeǌe. Kako je 



2017 ≡5 2,

20172016 ≡5

(
24

)504 ≡5 1,

20182016 ≡5

(
34

)504 ≡5 1,

20192016 ≡5

(
44

)504 ≡5 1,

to je n ≡5 2 + 1 + 1 + 1 ≡5 0 pa je broj n slo¼en.

Zadatak 3. Koliki je ostatak pri deǉeǌu broja

η = (1!)2016
···

21

+ (2!)2016
···

21

+ · · ·+ (2016!)2016
···

21

+ (2017!)2016
···

21

sa 2017?

Rexeǌe. S obzirom na to da je 2017 prost broj to su, za svako k ∈ N,
k < 2017, brojevi k i 2017 uzajamno prosti. Na osnovu toga sledi da su i
brojevi k! i 2017 uzajamno prosti.

Na osnovu male Fermaove teoreme, koja ka¼e da ukoliko je a ceo a p
prost broj i ukoliko su a i p uzajamno prosti brojevi onda je ap−1 ≡p 1, sle-

di da je za svaki prirodan broj k < 2017 ispuǌena kongruencija (k!)2016
···

21

=
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(
. . .

(
(k!)2016

)2016
. . .

)2016

≡2017 1. Kako je jox i (2017!)2016
···

21

≡2017 0, to sledi
da je

η ≡2017 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
2016 jedinica

+0 = 2016,

pa je tra¼eni ostatak jednak 2016.

Zadatak 4. Odrediti cele brojeve x, y, z koji su rexeǌa jednaqine

2017x + 2017y = 2017z.

Rexeǌe. Zbog simetriqnosti ove jednaqine po x i y opxtost ne²e biti
umaǌena ukoliko pretpostavimo da je x > y. Daǉe, kako je

2017z = 2017x + 2017y > 2017x,

to sledi da je z > x > y. Deǉeǌem leve i desne strane ove jednaqine sa 2017y

dobijamo da potencijalna rexeǌa x0, y0, z0 te jednaqine zadovoǉavaju jednakost

(1) 1 = 2017z0−y0 − 2017x0−y0 .

Razlikujemo naredna dva sluqaja:
1◦ x0 = y0. U ovom sluqaju jednakost (1) svodi se na

2 = 2017z0−y0 .

Desna strana ove jednakosti je paran a leva neparan broj xto dokazuje da u ovom
sluqaju jednaqina iz zadatka nema rexeǌa.

2◦ x0 > y0. U ovom sluqaju jednakost (1) svodi se na

1 = 2017z0−y0 − 2017x0−y0

xto ne mo¼e biti zadovoǉeno s obzirom na to da je desna strana, za razliku od
leve strane posledǌe dobijene relacije, deǉiva prostim brojem 2017.

Na osnovu prethodnog sledi da tra¼eni brojevi x, y, z ne postoje.

Zadatak 5. Koliko je najvixe qlanova niza an =
n

2017
mogu�e sabrati

tako da je dobijeni zbir maǌi od 1010?

Rexeǌe. Va¼i

a1 + a2 + · · ·+ an =
1

2017
+

2
2017

+ · · ·+ n

2017
=

1
2 · 2017

n(n + 1) < 1010.

Odatle sledi da je n(n+1) < 4074340 pa, zbog 2017·2018 = 4070306 i 2018·2019 =
4074342, zakǉuqujemo da je mogu²e sabrati najvixe 2017 qlanova niza an.

Zadatak 6. Ako za funkciju f : N → R va�i da je

f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) = n2f(n), ∀n ∈ N,

i f(1) = 1009, odrediti f(2017).
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Rexeǌe. Kako je

f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1) + f(n) = n2f(n),

f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1) = (n− 1)2f(n− 1),

sledi da je f(n) =
n− 1
n + 1

f(n−1), odakle se, vixestrukom primenom ove relacije,

dobija da va¼i

f(n) =
n− 1
n + 1

f(n− 1) =
n− 1
n + 1

n− 2
n

f(n− 2) = · · ·

= (n− 1)(n− 2) · . . . · 2 · 1
(n + 1)n · . . . · 4 · 3 f(1) =

2
n(n + 1)

f(1).

Kako je f(1) = 1009, dobijamo da je f(2017) =
1

2017
.

Zadatak 7. [Posledǌa voǉa jednog matematiqara] Dragi moji sinovi,
ostavǉam vam u nasledstvo 2017 zlatnika i �elim da ih podelite na dva
dela na slede�i naqin:
• Da svako od vas dvojice dobije po 1008 zlatnika i jedan deo 2017. zla-
tnika.

• Da svako od vas dvojice dobije istu vrednost nasledstva.
Ako u tome uspete, nasledstvo je vaxe.

Pomozimo sinovima da, na ravne qasti, podele novce.

Rexeǌe. Neka je vrednost k-tog zlatnika zk jednaka vk, k = 1, . . . , 2017, i
neka je

v2017 > v2016 > . . . > v2 > v1 > 0.

Izdvojimo zlatnik z2017, a ostalih 2016 zlatnika podelimo bra²i na slede²i
naqin:

B1 = {z1, z3, z5, . . . , z2015},
B2 = {z2, z4, z6, . . . , z2016}.

Neka su V1 i V2 ukupne vrednosti zlatnika smextenih u skupove B1 i B2, redom.
Va¼i da je

0 6 V2 − V1 = v2016 − v2015 + v2014 − v2013 + · · ·+ v2 − v1

= v2016 − (v2015 − v2014)− · · · − (v3 − v2)− v1

6 v2016 − v1 < v2016 6 v2017.

Na osnovu prethodnog sledi da je zlatnik z2017 mogu²e podeliti na dva dela z1
2017

i z2
2017 qije su vrednosti

v1
2017 =

1
2
(
v2017 + V2 − V1

)
i v2

2017 =
1
2
(
v2017 − V2 + V1

)
.

Nasledstvo treba podeliti na slede²i naqin:

B∗
1 = B1 ∪ {z1

2017} i B∗
2 = B2 ∪ {z2

2017},
qime smo pomogli bra²i kako da naslede svoga oca matematiqara.
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Zadatak 8. Ako razliqita slova odgovaraju razliqitim, a ista slova
istim ciframa, odrediti nepoznate cifre tako bude zadovoǉena, posebno,
svaka od narednih jednakosti:

AAA + ABA + ACC = 2017,(2)

ABBA + CDC = 2017,(3)

2017 + ABA = CDDC.(4)

Rexeǌe. Reximo problem jednakosti (2). Mora da va¼i da je A = 6 jer
bi, u suprotnom, zbir na levoj strani jednakosti bio maǌi od 1800 ili ve²i od
2100. Odatle sledi da je 666 + 6B6 + 6CC = 2017 odnosno 10B + 11C = 145,
odakle jasno sledi da je B = 9 i C = 5.

Xto se problema datog u jednakosti (3) tiqe, oqigledno je A = 1 i C = 6,
odakle dobijamo da je 1BB1 + 6D6 = 2017, odnosno 11B + D = 41. Odatle jasno
sledi da je B = 3 i D = 8.

Jox treba odrediti cifre A,B, C, D tako da jednakost (4) bude zadovoǉena.
Oqigledno je C ∈ {2, 3}. Razmotrimo oba sluqaja:

1◦ C = 2. U ovom sluqaju je 2017 + ABA = 2DD2, odakle je A = 5. Odatle
sledi da je 2522 + 10B = 2DD2, odnosno D ∈ {5, 6}. Odatle, zbog razliqitosti
slova A i D sledi da je D = 6 pa je jasno da, u ovom sluqaju, ne postoje cifre
A,B, C, D koje zadovoǉavaju jednakost (4).

2◦ C = 3. U ovom sluqaju je 2017 + ABA = 3003, odnosno ABA = 986 xto
nije rexeǌe ovog problema.

Zadatak 9. Odrediti razliqite prirodne brojeve a, b, c, d, e, f, g takve
da je

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

+
1
e

+
1
f

+
1
g

=
1

2017
.

Rexeǌe. Va¼i jednakost

1
2

+
1
3

+
1
12

+
1
18

+
1
72

+
1

108
+

1
216

= 1.

Deǉeǌem prethodne jednakosti sa 2017 dolazimo do zakǉuqka da je

a = 4034, b = 6051, c = 24204, d = 36306, e = 145224, f = 217836, g = 435672.

Zadatak 10. Sa leve strane netaqne jednakosti

77777777777777777777 = 2017,

na nekim mestima izme�u sedmica, umetnuti znake osnovnih raqunskih
operacija bez korix�eǌa zagrada tako da jednakost bude taqna.

Rexeǌe. Dajemo tri rexeǌa datog problema:
• 777 + 777 + 777− 77− 77− 77− 77− 7 + 7 : 7 = 2017,
• 7777 : 7 + 7777 : 7− 77− 77− 7 · 7− 7 : 7− 7 : 7 = 2017,
• 7777 : 7 + 777 + 77 + 7 · 7 + 7 : 7 + 7 : 7 + 7 : 7− 7 + 7 = 2017.
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Zadatak 11. Dat je razlomak
5215
91u6

, gde je u nepoznata cifra. Ako bro-

jiocu dodamo i od imenioca oduzmemo broj x dobija se razlomak
2
7
. Odrediti

broj x.

Rexeǌe. Zbir brojioca i imenioca u razlomku
5215
91u6

mora biti deǉiv sa

2 + 7 = 9, pa je nepoznata cifra u jednaka 7. Sada, iz jednaqine
5215− x

9176 + x
=

2
7

dobijamo da je x = 2017.

Zadatak 12. Svaka stranica jednakostraniqnog trougla podeǉena je
taqkama na 2017 jednakih du�i. Svako teme trougla spojeno je du�ima
sa taqkama podele na naspramnoj stranici. Zatim su oznaqene sve taqke
preseka tih du�i u unutraxǌosti trougla. Koliko ima oznaqenih taqaka?

Rexeǌe. Neka je du¼ina stranice trougla jednaka 2017 i neka su Ai, Bi, Ci,
i = 1, . . . , 2016, taqke podele stranica BC, AC,AB, redom, takve da je

BAi = CBi = ACi = i, i ∈ {1, 2, . . . , 2016}.
Doka¼imo da me±u povuqenim du¼ima ne postoje tri koje se seku u jednoj taqki.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje taqke Ak0 = K, Bm0 = M,Cn0 = N
tako da se prave odre±ene du¼ima AK, BM,CN seku u taqki R. Neka je jox i
prava l, koja sadr¼i taqku B, paralelna pravoj AC. Oznaqimo sa P i Q preseke
pravih CN i AK sa pravom l.

A N B

P

Q

K

C

M

R

l

Sl. 1. Trougao 4ABC i pretpostavǉene prave AK, BM i CN
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Na osnovu paralelnosti pravih l i AC zakǉuquje se da su zadovoǉene nare-
dne jednakosti me±u uglovima:
• Uglovi ]PBN ≡ ]BPR i ]NAC ≡ ]RCM su jednaki kao uglovi sa para-

lelnim kracima dok su uglovi ]BNP i ]ANC jednaki kao unakrsni.
• Uglovi ]BQK ≡ ]BQR i ]KAC ≡ ]RAM su jednaki kao uglovi sa para-

lelnim kracima dok su uglovi ]BKQ i ]AKC jednaki kao unakrsni.
• Uglovi ]PRB i ]MRC su jednaki kao unakrsni. Tako±e, i uglovi ]BRQ

i ]MRA su jednaki kao unakrsni.
Na osnovu prve dve jednakosti uglova, a po stavu sliqnosti (UU), dokazane

su naredne dve sliqnosti trouglova:

4BNP ∼ 4ANC i 4BQK ∼ 4CAK.

Na osnovu tih sliqnosti sledi da je zadovoǉeno:

BP

AC
=

BN

AN
=

2017− n

n
,

BQ

AC
=

BK

CK
=

k

2017− k





odakle sledi
BP

BQ
=

(2017− n)(2017− k)
nk

.

Na osnovu tre²ih, od prethodno navedenih, jednakosti uglova sledi da su, po
stavu sliqnosti (UU) zadovoǉene i naredne sliqnosti:

4PBR ∼ 4AMR i 4BRQ ∼ 4MRQ.

Na osnovu te dve sliqnosti zakǉuqujemo da va¼i

(5)
BP

CM
=

BR

MR
i

BQ

MA
=

BR

RM
.

Na osnovu prethodne dve jednakosti sledi da je

(6)
BP

BQ
=

CM

AM
=

m

2017−m
.

Na osnovu jednakosti (5) i (6) zakǉuqujemo da je zadovoǉeno:

mnk=(2017−m)(2017−n)(2017−k),

tj. 2mnk=20173−20172(m+n+k)+2017(mn+nk+km). Odatle sledi da prost
broj 2017, ve²i od brojeva 2,m, n, k, zadovoǉava relaciju 2017 | 2mnk xto je
kontradikcija. Dakle, me±u povuqenim du¼ima ne postoje tri koje se seku u
jednoj taqki.

Du¼i AAi i BBj , BBi i CCj , CCi i AAj , i, j = 1, . . . , 2016, seku se u
unutraxǌosti trougla. Zaista, neka se du¼i AK i BM (Slika 1) seku u taqki
R. Kako va¼e rasporedi taqaka B(A, M, C) i B(C,K, B) (po konstrukciji) to na
osnovu Paxovog stava [9] primeǌenog na trougao 4AKC sledi da va¼i raspored
taqaka B(A,R,K), pa se taqka R nalazi u unutraxǌosti trougla 4ABC.

Broj preseka du¼i iz svakog od prethodnih parova jednak je 20172 pa je
ukupan broj oznaqenih taqaka jednak 3 · 20172.
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Zadatak 13. Dat je skup B koji je saqiǌen od 2017 brojeva bi, i =
1, . . . , 2017. Izraqunati proizvod b1b2 . . . b2017 ukoliko je poznato da ako bi
se svaki od brojeva bi zamenio zbirom

βi = b1 + · · ·+ bi−1 + bi+1 + · · ·+ b2017

dobio bi se skup brojeva {β1, . . . , β2017} = B.

Rexeǌe. Neka je zbir brojeva bi, i = 1, . . . , 2017, jednak S. U tom sluqaju je
βi = S − bi. S obzirom na uslov koji je naveden u zadatku dolazi se do zakǉuqka
da va¼e jednakosti

S = b1 + · · ·+ b2017 = β1 + · · ·+ β2017 = 2017S − (b1 + · · ·+ b2017) = 2016S,

odakle sledi da je S = 0.
Na osnovu prethodnog sledi da je βi = S− bi = −bi pa dolazimo do zakǉuqka

da ako je broj b element skupa B onda i broj −b pripada tom skupu. S obzirom
na to da je 2017 ∈ 2N+ 1, a po Dirihleovom principu, sledi da postoji element
bi0 skupa B tako da je bi0 = −bi0 , odnosno bi0 = 0. Odatle sledi da je tra¼eni
proizvod jednak nuli.

Zadatak 14. Rexiti jednaqinu
x− 1009

1008
+

x− 1013
1004

+
x− 1017

1000
+

x− 1021
996

+
x− 1025

992
+

x− 1029
988

+
x− 1033

984

=
x− 1000

1017
+

x− 1100
917

+
1150
867

+
x− 1190

827
+

x− 1213
804

+
x− 1231

786
+

x− 1240
777

.

Rexeǌe. Dodavaǌem svakom od sabiraka (ukupno 7 ǌih) na levoj strani
po 1 i dodavaǌem svakom od sabiraka (ukupno 7 ǌih) po 1 na desnoj strani data
jednaqina postaje ekvivalentna jednaqini

(x− 2017)
( 1

1008
+

1
1004

+
1

1000
+

1
996

+
1

992
+

1
988

+
1

984

)

= (x− 2017)
( 1

1017
+

1
917

+
1

867
+

1
827

+
1

804
+

1
786

+
1

777

)
,

odnosno jednaqini
11584080873167
6540249521000

(x− 2017) =
18210742316815
8770606332911

,

qije je jedino rexeǌe x1 = 2017.

Zadatak 15. Odrediti sva realna rexeǌa jednaqine

(7) 2017x + 2034144x = 2034145x.

Rexeǌe. Lako se proverava da je zadovoǉena jednakost

20172 + 20341442 = 20341452,

pa je x0 = 2 jedno od rexeǌa jednaqine (7).
Deǉeǌem jednaqine (7) sa 2034145x dobija se da je ta jednaqina ekvivalentna

jednaqini ( 2017
2034145

)x

+
(2034144

2034145

)x

= 1.
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Razmotrimo slede²e sluqajeve.

1◦ x < 2. Kako je
2017

2034145
<

2034144
2034145

< 1 to sledi da je

( 2017
2034145

)x

+
(2034144

2034145

)x

<
( 2017

2034145

)2

+
(2034144

2034145

)2

= 1,

pa jednaqina (7) nema rexeǌa maǌih od 2.
1◦ x > 2. Analognim postupkom kao u prethodnom sluqaju dolazimo do

zakǉuqka da je
( 2017

2034145

)x

+
(2034144

2034145

)x

>
( 2017

2034145

)2

+
(2034144

2034145

)2

= 1,

pa jednaqina nema rexeǌa ni u ovom sluqaju.
Dakle, jedino realno rexeǌe jednaqine (7) je x0 = 2.

Pre narednih zadataka, podsetimo se nekih ve² dobijenih rezultata i po-
kuxajmo da ih dopunimo. U radu [7], motivisano naqinom rexavaǌa jednaqina
prikazanim u radu [12], dokazano je da za proizvoǉne razliqite realne brojeve
A,B ∈ (0, 1], ili A,B ∈ [1, +∞), jednaqina Bx −Ax = (B −A)x po x ima taqno
dva rexeǌa x1 = 0 i x2 = 1. Osim toga, oqito je da je u sluqaju A = B > 0 svaki
realan broj x rexeǌe prethodne jednaqine. Logiqno se name²e pitaǌe koliko
rexeǌa ima jednaqina

(8) Ax + Bx = (A + B)x,

za realne brojeve A,B ∈ (0, 1] odnosno A, B ∈ [1, +∞). U drugom sluqaju je
x0 = 1 jedno od oqiglednih rexeǌa ali postoji i drugo rexeǌe x1 > 1 koje
nije toliko lako dobiti kao u radu [7]. Zbog toga ²emo se zadr¼ati na sluqaju
A,B ∈ (0, 1].

U sluqaju kada je barem jedan od brojeva A i B maǌi od 1 funkcija F (x) =
Ax + Bx jeste, zbog A,B ∈ (0, 1], strogo opadaju²a dok je funkcija G(x) =
(A + B)x, zbog A + B > 0, strogo rastu²a. Jednaqina (8) zapravo ima oblik

(9) F (x) = G(x).

U sluqaju kada je A = B = 1 jednaqina (8) se svodi na

1x + 1x = 2x,

qije je jedino rexeǌe x0 = 1.
Doka¼imo da postoji najvixe jedna vrednost x0 koja je rexeǌe jednaqine (9),

tj. (8) u sluqaju kada je barem jedan od brojeva A i B maǌi od 1. Pretpostavimo
da postoje dve vrednosti x01 i x02 , x01 < x02 , takve da je F (x01) = G(x01) i
F (x02) = G(x02). U tom sluqaju, va¼i²e naredne jednakosti kao i nejednakost
me±u ǌima:

G(x01) = F (x01) > F (x02) = G(x02),

xto je kontradikcija (kako je G(x) rastu²a funkcija onda bi trebalo da va¼i
G(x01) < G(x02)).
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Sa druge strane, va¼i da je F (1) = G(1) pa je x0 = 1 jedino rexeǌe jedna-
qine (8) u ovom sluqaju.

Zadatak 16. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

2017
1
2x

+ 2017
3
2x

=
2034145

8205738913
x.

Rexeǌe. Uvedimo smenu y = −x
2 . Jednaqina iz ovog zadatka dobija oblik

( 1
2017

)y

+
( 1

20173

)y

=
4068290

8205738913
y.

S obzirom na to da va¼i jednakost

1
2017

+
1

20173
=

4068290
8205738913

,

i s obzirom na to da
1

2017
,

1
20173

∈ (0, 1], to sledi da je y = 1 jedino rexeǌe
transformisane jednaqine. Odatle pak direktno sledi da je x = −2 jedino
rexeǌe jednaqine zadate u ovom zadatku.

Zadatak 17. Na segmentu [0, π/2] rexiti jednaqinu

sin2017 x + cos2017 x = 2017
√

2 cos
(
x− π

4
)
.

Rexeǌe. Primetimo najpre da x = 0 i x = π
2 nisu rexeǌa ove jednaqine.

Za x ∈ (
0, π

2

)
ispuǌene su nejednakosti 0 < sin x, cos x < 1. Osim toga, va¼e i

naredne jednakosti:

sin x + cos x = sin x + sin
(π

2
− x

)
= 2 sin

π

4
cos

(π

4
− x

)
=
√

2 cos
(π

4
− x

)
.

Jednaqina iz ovog zadatka uz korix²eǌe parnosti funkcije cosx, a na osnovu
prethodnih jednakosti, dobija oblik

(
sin x

)2017 +
(
cos x

)2017 = 2017(sin x + cosx),

odakle sledi da je broj 2017 rexeǌe jednaqine oblika (8), pri qemu je A = sin x
i B = cos x, xto je kontradikcija. Odatle sledi da ova jednaqina nema rexeǌa.
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