HACTABA MATEMATHWEKE Y CPEIIK0J ITKOJIN

Jenena CranojeBuh u Karapuna Kykuh

JMNHAMUEA Y YUVMOHUIIN

WJIN: KaKO KPO3 IMpuMepe U3 €KOHOMUje MOTUBUCATU yYeH€e
MUPEepEeHIHNX jeJHAUNHA y CPeaHONIKOJICKOj MaTeMaTUI

1. YBong — mudepeHnHe jeqHaumHe U AUHAMUYKYA CUCTEMU

Caecru cMO 1a u3a 030M/BHOT M3yUyaBama AU(YEPEHIHUX jeHAUNHA CTOju OOUMHA
Teopuja Kojy oBae HehemMoO M3HOCWTU, a OIeT ca KeHbOM [a HANPABUMO OBaj KPATAK
Iperjen YATLUB CBUMA KOjU Cy 3aMHTepecoBaHu 6e3 063upa Ha IPETXOJHO IPe3HAE,
nmahiemo y majkpalium nprama Heke OCHOBHe MH(OpMaIje Be3aHe 3a NU(EpPEHIHE je-
qHauMHEe. 3a Bule uHGOpManuja, uuraona ymyhyjemo ma [3, 5.

HajjennocraBauju mpumepn MuepEeHIHUX jeTHAUUHA CY APUTMETUUKA Opy] =
Gy, + d ¥ TEOMETPUjCRU HU3 Gpt1 = qap, 1 € N, ¢ # 0. Oba Hu3a 3a1ajy ce peKypeHT-
HOM Be30M 00iuKa ap4+1 = f(ap) U OpencTaBmajy npuMepe TUQEepeHIHe jeIHaurHe
IPBOT PeJa KOojy y OmTeM 00JnKy 3amucyjeMo ka0 F(n, an, apt1) = 0. Cauusro ce ge-
(uHMIIe DuQepeHIHEa jetHaunHa k-Tor pefa F(n, dn, dnt1, - - ., antk) = 0. Pemasame
IuQepeHIHe jeqHAUMHE MOApPa3yMeBa HaJaKeHme CBUX HU30Ba KOJU je 3aJ0BOJHABAJY,
IpHU YeMy je VHAIpen MO3HATO k MPBUX WIAHOBA HM3A 3a jeaHaumny k-tor pema. Haj-
vemhe ce 6aBUMO JrHeapHUM mudepeHnHuM jenHaunsama. Ilocroje OpojHe TexHUKE 32
pemaBame JUHeAPHUX AU(PEPEHIHUX jelHAUNHA, aJu ce oBae Hehemo GaBuTW mperie-
oM TuX TexHuka, Beli ieMo ca HariackoM Ha IpUMEpPUMa U3 IPAKCe KPO3 KOHKPETHe
3aaTKe HAIOMEHYTH M HEKE OJ eJIEMEHTAPHUX TEXHUKA 38 DEIIABAE.

Mucanmmo na je Beh Ha HMBOY CpPEIIOIIKOJICKE MATEMATHKE MOryhe u KOpPUCHO
YBECTH ¥ HEKe OJ OCHOBHMX II0OjMOBA BE3aHUX 3a AWHAMUYKE cucreMe. JuHAMUYIKI
CUCTEMU V HAjIIUPEM 3HAUEHnY MPEACTaBbhajy TPAHy MaTeMaTHKe KOoja ce DaBU M3yda-
Bam€eM IIpoleca KOjU ce Memajy y TOKy BpeMeHa. JlaHac je m3ydyaBame NTUHAMUYKUAX
CHCTEMa NPAKTUYHO HEOUDAHWYEHO U IPeAMET je MHOrOOPOjHUMX Hayka: (u3uke, Ou-
0JIOTHje, XeMuje, €KOHOMHUje, aCTPOHOMHUje, neMorpaduje, MeIUIMHE, KA0 U Pa3HUX
IPYIITBEHUX HayKa. TaKBM MPOIECU KOjU Ce MEHmAjy y TOKY BPEMEHA OIUCYjy Ce MIn
MU(EePEHIHIM UIU AX(ePEHIIjaJHIM jeJHAUMHAMA, Y 3aBUCHOCTH OJ TOTA A JII BDEMe
TOCMATPAMO KaO AUCKPETHY WA KOHTUHYAJHY Beauuuny. [loMeHUMO masme 4yBeHOT
exomnora PoGepra Meja koju je y cBoM pany [2] u3 1976. roause moka3ao ma u He-
Ka BEOMa jeTHOCTABHA WTEPATUBHA IPECINKABAKAa KOja OMUCY]y OMOJONIIKE CUCTEMe
[OKA3yjy BEOMa KOMILIEKCHA MOHAMIAMA.

[Tomenumo caga caMo y KpaTKAM LPTAMa OCHOBHE IIOjMOBE Be3aHe 33 IWHAMUY-
Ke cucreMe: @aznu npPocmop je CKYI UMju eNTeMeHTH IpelCTaB/bajy Moryha cramba
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cucreMa y OMIO KOM TPEHYTKY BpPeMeHa, BpeMe MOke OUTH Wmu IUCKpeTHO (t € Z)
unu koutuayanuo (t € R) u saxon esoayyuje koju mam omoryhasa na saajyhiu crame
CHCTEMAa Y jeHOM TPEHYTKY OAPENUMO CTamhe CUCTeMa Y HEKOM ADYTOM TDPEHYTKY.
[Ipernocrasma ce ma 3akoH eBoJyIMje He 3aBucu ofn Bpemena t. Axo ca X o3ua-
yuMO (ha3HW IPOCTOp AMHAMUYKOT cucteMa u ca ¢g' : X — X omepaTop esoaymuje
Koju Owmwio koje crame cucteMa r € X y Tpenytky 0, OpPeBOAM y CTame CUCTEMA
gtz v Tpenytky t. Ilame, yBeamMo mojaM mpajexmopuje WU opbume Taduke T U3
(a3HOr mpocTOpa, IPU UEMy Ce OI'DAaHMYaBAMO HA CJIy4aj OUCKPETHOI BPEMEHA jep
hemo ce camo TakBuM IprMepuMa OABUTH Y OBOM paly: TPAjeKTOPUja je CKyI Tava-
ka {...,2,9(2),9(g9(x)) = ¢*),...,9(¢" 1 (x)) = ¢"(x),...}. YBemmio u mojam
Puxcre I pasromedcHe TaduKe 3a MUCKPETHE AUHAMUYKE CHCTeMe: (UKCHA MIn
PaBHOTEKHA TAUKa je OHA BPEAHOCT & 3a Kojy Baskn ¢* = f(x*). 3a rauky z, 3a KOjy
Bawm x = f"(z) mx # fi(x), 3a cako i < n, rae je f*(x) = f(f* H(x)), Kamenmo
na je mauka ca nepuodom n, a 3a {x, f(z), f2(z),..., " H(x)} xakemo ma je yura
nepuooa n.

1.1. undepennHa jemHauywHa IPBOT pena. JemHoCcTaBHU IIpUMepH
JVHEAPHUX MUHAMWUYKNX CHCTEMAa y €KOHOMUjH

[Tocmarpajmo mudepennHy jeqHaunny OpBor pena obauka: Yy = ayi—1+b, a,b €
R. Pasmarpamo a # 1 jep je 3a a = 1 uu3 GpojeBa y; yupaBo apUTMETUYKU HU3, Ca
IIPBUM WIaHOM yo 4 paszmukoM b. Takxobe, 3a b = 0, mMamo ma je y; = alyp, ma ce
pamu 0 TeOMETPHUjCKOM HU3Y Ca HPBUM UIAHOM Yo U KOJIUYHUKOM @, I Pa3MaTpaMo
b # 0. OsakBa nudpepenuna jemHauuna, kana je a # 1 u b # 0, uecTo ce jaBma y
€KOHOMU]jU, PEIMMO, y CIydajy mpuMepa OTIIATe KpeanTa KOoju hemMo pa3MOTpUTH y
HACTABKY.

OnpennMo cajia OmIITe pememe jenHaunne, y; = ayy—1 + b 3a a # 1. [Ipumernmo

* _ _b * *
IPBO Ma BpeAHoOCT y* = 1~ 3am0Bodbasa y* = ay” +b. OBo ympaBo 3Haum, yKOJMKO
je yo = y*, Tama he out; y; = Y2 = --- = Yy = y*, 3a cBako t. Tako ma ce u3
TOT pa3jora BPeIHOCT Y HAa3UMBA KOHCTAHTHUM DEIIEHeM MU BPEMEHCKM HEe3aBUCHUAM

pememeM. Onwme peweme TocMaTpare jemHaumue je y; = y* + (yo — y*)al, 3a

* b
Yy =1

Cana MOKEMO Pa3MOTPUTH TOHAMIAKE OIIITET PEMmena TOKOM BpemeHna. Hawmwme,
jacHo je na IOHAmAme 3aBUCH of Wwiada a'. 3a a > 1, a® — oo, ma y; — 00 WIn
Y4 — —00, MTO 3aBUCH O 3Haka unana (Yo —y*). 3a a < —1, a' ocmnaropuo pacre,
Ia U pemene y; OCIWIATOPHO pacre. Pasmorpumo cama ciaydaj |a| < 1. Hamme 3a
0<a<1,ran a® — 0, ma y; — y*, 10k 32 —1 < a < 0 unanm a' — 0 ocumIaTOpHO
omana, Te y; — y* Takobhe ocrmIaTopHo omaga. 3a a = —1 pememe ociupa u3Mehy
nse Bpensoctd, ¥* + (yo — y*) = yo u y* — (yo — ¥*) = 2y* — yo, 1j. jaBma ce UK
nepuoaa 2.

Y erxonomuju ce Hajuemmhe cpehemo ca AMCKpETHUM AUHAMUYKAM CUCTEMUMA O~
CaHMM JU(EPEHIHM jeHAUMHAMA UM CUCTeMUMa MuePEeHIHnX jeanaunna. llocMa-
TPajMO 3a MOUYETAaK HAjjeJHOCTABHUjU 3aJaTak M3padyyHaBama KaMaTHE CTOIe. Kako
CTame HA PadyHy 3aBUCH OJ IPETXOMHOT CTAEA HA PAYYHY M KAMATE, MOKEMO OBAKAB
mporec jemHocTaBHO Mogenosaru ca S(t 4+ 1) = S(t) + kS(t), roe cmo ca S(t) o3ua-
UMM CTale y TPEHYTKy t, a ca k kamary. [IpeTxommm MOmes MOKEMO 3alUCATHA U Y
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06mury Spt+1 = Sn + kS, = (1 + k)S,, mro 3anpaBo npencTaBba HajjeIHOCTABHUA]Y
MI(DEPEHIHY jeIHAYNHY IPBOT pela Y BUAY I'€OMETPUjCKOT HU3A.

[Tocmarpajmo pasme npumep ormiare kpexuta ox 15000 eBpa, ca kamarom ox k =
8% romumme M MPETIOCTABAMO Aa KJIUjeHT romumme uctmnahyje Ganmu mo g = 2000
eBpa. ¥Y TOM ciyuajy mMomen ormiare 6u usrnenao S,y1 = (1+k)S, — g, omHOCHO 32
KOHKpeTHe BpenHoctu mobujamo So = 14200, S3 = 13336, ... S1o = 1683,6, S13 < 0,
nakse mocie 13 romuna kpeaut 6u 6o ucmmahen. AKO mpeTmOCTaBUMO 1a je KIUjeHT
onpemmo ma maaha 1000 eBpa romumme M3 UCTOT MOMAEIA BUIUMO Oa TAKO KPEIUT
HuKaga He Ou 6uo ormiahien jep je So = 15200 > S;. Yronuko 6u knujeHt uzabpao
OTITUjy TOAUIIH€ UCIIaTe pare Kpeauta y usnocy ox 1200 eBpa, kpemuT Takohe HUKaIA
He Oy 6wo ormiaahen amu 6u Baxkuwiao S| = S, =--- =5, = --- = 15000 espa.

Hapagsro, u maJse je ped 0 BeoMa jeIHOCTABHOM MOJEINY IPEACTABILEHOM JIMHEAD-
HOM Ju(ePEHIHOM jeTHAYMHOM IPBOI Pela, aju 3rOJHOM 3a yBoDeme u objalmmaBarme
ojMoBa (DPMKCHE Tayke U CTAOMIHOCTH, & IPe CBera BepyjeMo na je 3a hake Kopu-
CHO na yBODeme OBUX MOjMOBa Oylle 3aCHOBAHO Ha HUMA PA3YMJILUBUM U aKTYEIHUAM
IpuUMepuMa.

Yonurrumo nperxonsu npumep. Heka je kaujeHT ox GaHke mozajMuo cymy Sp, ca
KaMaToM k IOCTO T'OJUIIEk€e U HEKA je CyMa KOjy OaHIM BpATU NPOMEHJUBA Y CKIALY
ca MoryhHOCTUMA KJIMjeHTa — HEKa y TOKY i-Te roauHe OaHuu Bpatu ¢;. lana je:

S1=(1+k)So— g0
SQ = (1+]<J)Sl — g1 = (1+k‘)250 - (1+k‘)g0 — g1

Spy1=1+k)""S —gn— (L 4+k)gn—1—-— (1 +k)"g
- (1 + k)n+1SQ — Z (1 -+ k)’gn_z
1=0

Y cayuajy KOHCTaHTe TOIWNIEE UCIIIATE ¢; = ¢ Dobujamo
S = (14 K)™H18, — (L Ry - 1)L,

Ilakme, ako KeaUMO Aa AyT UCIIATUMO Mo moueTka 1’ + 1-Be romume, OHIA U3 yCIOBA

kS . .
w n JaCHO Je Oa

YCJIOB UCITIATE KPEIATA Y KOHAUHOM BPEMEHCKOM IEePUOLY MpeacTaBba g > kSy.

St41 = 0 mobujamo moTpebHY TOAUMIEBY paTy g =

Bpartmmo ce can Ha ojaM GUKCHE MU PABHOTEKHE TAUKe MUCKPETHOT JUHAMUIKOT
cucreMa. Y ciy4ajy OpeTXOmHOr Mogena ormiare kpemuta Sp,+1 = (1 + k)S, — ¢

. _ g
paBHOTERHY Tauky a gobujamo u3 a = (1 + k)a — g, onaxrie je a = 5 [0k cucTeM 3a
k=0, g # 0 Hema QUKCHY Tauky.

Crnenehe BaxkHO muTame jecte muTame CTabUIHOCTH HaleHe DABHOTEKHE Tauke.
KaxeMmo na je paBHOTERHA Tauyka a CMAOUAHG WM Npuesaiela YKOIUKO MOCTOju
e > 0 rakBo ma |So — a| < € = lim, o S, = a. ame rakeMo Ia je PABHOTEKHA
Tavka necmabuarna uin odbujajyhia yroauko mocroju € Takso xa 3a 0 < |Sp—al < &
Baxkn | S, —a| > € (e Mopa na Baxu 3a cBaxo k). Ha ocroBy Tora, 3a Ham jesHocTaBax
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Mozen nobujamo caemehe:
[S1—al = (1 +k)So — g = %] = [1+kl|So — a]
7 CIWYHO MHIYKIM]OM ITOKA3yjeMo na je
|Sy, —al = |1+ k|"|So — al.

Iakne, a he 6utu crabunsa pasHOTe:RHA Tauka 3a |1+ k| < 1, 1j. =2 < k < 0,
Hectabuina 3a k < —2 wmm k > 0, a 3a cayuaj k = 0 Beli cMo Bugenu na Hema
paBHOTe:kHe Tauke. Ocraje jom ma mcnuraMo mTa ce memaBa 3a k = —2. Y ToM
caydajy mobujamMo IUKJI mepruoaa 2 jep je 3a CBaKO M UCIYHEHO:

Sn+2:_ n+1_g:_(_Sn_g)_g:Sn~

1.2. Jeman MoneJs MOHYy e M TPAKH€ KAO je THOCTABAH IMpUMEp IUHAa-
MNUUYKOI CHUCTEeMa

JemaH oI HAJTUNWYHUUX NPUMEPA IPUMEHE IMHAMUYKUX CUCTEMA Y E€KOHOMUjU
jecte y Mogmeny monyze u Tpaxkme. CBako TpskumTe ce cacToju o nonybhaua (mpo-
usBohaua) u morpomada. MokeMO MOZENOBATH HUXOBA IOHAIIAKA U HA OCHOBY TO-
ra NpeIBUIETH TMOHAIIAKE IE€HA HA TOM TD/KUIITY W UCIATATHA IYTOPOYHO HOHAIIAHE
TP:KUMITA TOX TAKBUM yCIOBUMA.

ITocmarpajmo 3a modyeTak HajjeIHOCTABHU]U JIUHEADHU MOJEJN HOHYIE U TPAKIE
ca HAMBHUM OYEKMBAaImEM IIeHa, TOe je OdYeKMBaHa IeHA y HAPEITHOM TPeHyTKy DPfF
jenHaka IeHu y mpeTxoaHoM TpeHyTKy Py, (1j. PP, = Pp):

St+1 = S(Pte+1) = SPt +a
(1) Diy1 = D(Piy1) = —dPy1 +0
StJrl = Dt+17

rie S IpencTaBiba OCETILUBOCT Ipou3Bohaua Ha meHe, d OCETLUBOCT MOTPOIIAYA HA
neny u Baxku s,d > 0. Ilame u3 mocienwme jeniHauMHe, U3jeIHAYABAMEM IOHYIE U
TpasKmbe No0ujaMo

sPt+a:—dPt+1+b,

OJaKJie M3BOJAUMO jeTHAUWHY KOja Haje NWHAMUKY IEHe:

s b—a
P =—-P
t+1 PR + d
Hame mako HAIABUMO PABHOTERHY IEHY U3
s b—a
P=—-P
d + d

a . .
, & KaKO Jé NMHaMWKa IIOHaIlalbha MEHE ONMCaHa J€THOCTABHOM

d+s

JMHEApPHOM MU(EPEHIHOM jeJHAUNHOM IPBOT Pena, TO Jako oapebhyjeMo n meHO ommiTe
peleme:

u nobujamo P =

s\ b-—a
e 4028
R=eTq) Tars

r1e je ¢ KOHCTAaHTa KOjy Tpeba oapeanTy m3 MOYETHOT YCJIOBA.
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Cumka 1. Hecrabunna ¢urcua Tauka

Kama je crabunsocT y muramy, Kao 1mTo je 1o0po MO3HATO, YKOIMKO Mpou3Bohaun
rMajy HAMBHY OUEKUBAHY IEHY KAO y IPETXOMHOM IPUMEDY, Baske ciaemelu 3akibydiu:

neHa je crabuima 3a | — g\ <1, 1j. 32 8 < d 1 BULAUMO 12 Cy MOTPOMAYN OCETILUBU)U

HA [eHy OX mpom3Bohaua; meHa je HecTabwiHa 3a s > d U Ha Kpajy 3a § = d ueHa
KOHBEPIupa Ka MUKy Heprona 2 jep je tama Pyyo = P, 3a cBako t.

Osge hemo HarmacuT na je mpeTxoHe pe3yaTare O CTAOUIHOCTU BEOMa JIaKO II0-
TBPIWUTU U METOZOM Ipa(uike UTePaNje U TAKO3BAHOM METOIOM NayK08€ MPENCE
(cobweb method). 3a mpecimkaBame nato ca Tpi1 = f(x,) Hajupe ce u3 moue-
THE TauKe X( HAIPTa BEPTUKAJIHA JUHMja IO IIpeceka ca rpapukoM (QYHKIUjEe V TauKd
(z0, f(xo) = x1). 3aTum ce oI UCTe Tauke UPTA XOPU3OHTAJHA JUHKM]A IO IPECEKA Ca
IPABOM Tp41 = &, ¥ HAKOH TOTA ONET BEPTUKAJHY JMHU]Y IO MOHOBHOT IIPECEKA Ca
KpuBOM. V3 maykoBe Mpeke TaKO MOKEMO 3aKJ/bYUUTH I JIU je PABHOTEKHA TAUKA, CTa~
OuiHA MM He, a HeKe KAPAKTePUCTUYHE CIydajeBe M3 MPETXONHE AHAJIU3E MPUKA3AIN
CMO Ha ciukama 1 m 2.

le
phl

05 0.5

P,,=-0.8P+1

p\ pI

(a) Crabunna QUKCHA TadKa (6) 2-mmkn

Cumka 2. Meron rpa¢uuke urepamuje
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2. JTudepeHnHe jemHgaumHe OPYTOT pena
— on PuboHAUMjEeBOr HM3A OO0 MPUMEHA y €KOHOMUjU

2.1. PuboHaAUM KAa0 3aUETHUK €KOHOMCKE HayKe

Jleonapno uz Huze (1170-1250), nosnatuju mo csoMm HamuMky Pubonaun (,cun
Bounaua“), 6uo je jemal on HAJTAJIEHTOBAHMJUX 3ANAIHAX MATEMETHYADA y CPELHEM
Bery. IIposeo je mero Bpeme y Erunty, Cupnju, I'pukoj, Cununuju u [Iposancu, rae
je M3yuaBao pa3npynTe MaTeMATUYKE METOe M3PaduyHABama U HYMEPUUKE CHCTEME.
ITo nosparky y Wranujy noxkymao je ma mpeHece To 3Hame Kpo3 Espomy u 1202. ro-
QIMHE HANKCAO je CBOjy Hajytunajuujy Kwuzy o abaxy (Liber Abaci), rme je ucrakao
OPEIHOCTY APANCKO-WHANjCKOT HYMEPUUYKOD CUCTEMa y ONHOCY Ha PUMCKY HyMepalu-
jy, Koja ce Tama kopuctuia y EBporm. Pubomaum je jemaH on OIpPBUX UCTPAKUBAYUA
KOjU je pa3BrO OeTa/bHA MATEeMATUYKM IPUCTYI 33 (UHAHCHjCKA M3padyHaBama. He
caMo 1a je aHaJIM3upao MOCIOBHE mpobiaeme y To moba, Beh je mMao TIaBHU yTUIA]
Ha Pa3B0Oj KAPAKTEPUCTUYHOI TDRUMITA KamuTajta y EBpomm y KacHOM CPemmeM BEKy
u perecancu, nornegatu (4] 3a Bume gerama. Kmura o abaky je caupsana qocta Ma-
TEMATUYKAX AJaTa 33 PAUyHAE CAJAllmbe BPEIHOCTHU, CJIOKEHOr WHTEPeca, Pa3Boja
reOMeTPUjCKAX HU30Ba 33 padyHame HpoQuTa U3 PU3UYHUX [OCJIOBA, U LeHE nobdapa
7 HOBYAHUX CPENCTABA YKBYUYjyNU KOMIUIEKCHE NPOMEHE TEKUHA, Mepa U BaIyTa.
BaskHOCTU KE:UTE je NOIPUHEO U CaM MCTOPUjCKM M €KOHOMCKM KOHTEKCT TOI' BDEMEHA.

Wnak, nanac je dubonaum cBakako HAjIO3HATH]U MO PEKYP3UBHOM OPOjHOM HU3Y
IO KOTa je momiao M3 MpobieMa O pacTy XUIMOTETUYKE MOIMyJNaluje 3e4eBa, y3 UIeasHe
IPETHOCTaBKe (HIpP. da IO YMUPama He HOJNA3U). Y KOIUKO je CBAKOM Iapy HOTPEGHO
2 Mecena na ca3pu IO YMHOXABaWma U CBAKM Map Naje HOBU Hap OJ MO jelHe 'KeHKe
7 jemHOr Mys;kKjaka, 3aKDYyYHO je ma Mo MecemuMa Opoj mapoBa 3eueBa pacre ca 1 Ha
1, ma 2, na 3, Ha 5, Ha 8, Ha 13, rae ce HU3 TEOPUjCKUA HACTABIHA 1O OECKOHAUHOCTU.
MaremaTuuky 3amnucaso, ako je f, Opoj mapoBa y m-TOj MeHEepaIlUju, TAAa BasKU pe-
Kyp3uBHa dopmyna f, = fn—1 + fn_2, y3 mouerne yciose fo = 1 u f; = 1, mro
je jemma omromapajyha mudepeHnHa jegHaumHa APYror pena, uduje Ne pemmeme OBIE
VKpaTKO OuTu u3BemeHo. bBpojHa cy 3aHMMJIbMBA CBOjcTBa PubOHAUMjEBOT HU3A, OX KO-
jux NeMo caMo OMEHYTU Ia OIHOC Y3aCTONHWUX UJIAHOBA HU3A IPEACTAB/bA TAKO3BAHU
3AaMHU Npecex.

Yxparko hemo mpuxasaTu ABa IPUCTYIA 3a pelmaBame NU(PEPEHIHE jeTHAYuNHe
IpyTor pena, Ha nmpumepy PubonaumjeBor Huza. [IpBm mpucTyn je cTammapmHUA TPU-
CTYI 3a pemaBame In(epeHnHe jeJHaunHe IOMONYy HeHe KapaKTePUCTUYHE jeIHAUNHE,
IIOK je npyru npuctyn noMohy ¢yuknuje remeparpuce. Hawme, nudepennna jennaun-
Ha KOjy Tpeba pemwutu je f, = fn_1 + fn_2, n > 2, cama ca IOYETHUM YCJIOBUMA
fo=0mu f; =1, mro je xomorena mudepeHIHa jeHAUMHA IPYTOr peAa. Y OIIITeM
CIYyYajy, Yn + G1Yn—1 + G2Yn—2 = 0, ce HA3UBA TOMO2eHa QUPEPEHRUNG jeOHAYURA
Opyeoe peda ca kKoncmarmuum xoeduyujenmuma. OIMTe pemene OBE jeTHAYMHE
3aBYICH OJ IPUAPYAKCHE KADAKTEPUCTHYHE jeJHAYnHe, Koja raacu A2 4+ aj A + ag = 0.
Ona MOke ma UMa ABA PEAsHa PA3JIUUNATA DPEIIenha, jeJHO PEasHO DPEIlemhe WIN IBa
KOBYTOBAHO KOMIIJIEKCHA pemrema. Tako na pa3iukyjeMo TPU CIyuaja:
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1. Axo KapakTepUCTUYHA jeIHAUMHA UMa IBa PeasiHA U PA3IUUUTA PEllema, A
7 A2, Tala je OIIITe peleme oaropapajyhe nudepenime jeaHauune

Yn = CIAT + c2Ay,

Ie Cy €1 U Co IPOM3BOJLHE KOHCTAHTE, Koje ce oxpeDyjy M3 mOUeTHHX ycJIoBa 3a Yo
nyp.

2. Axo KapakTepUCTUYHA jeJHAUMHA MMa jeIHO PEAJHO pemieme, A; = Ao = A,
Taja je ommTe pememe oarosapajyhe mudepeniHe jenHauunHe

Yn = 1A + con A" = (¢1 + can) ",

roe Cy €1 u Cp ITpOU3BOJ/LHE KOHCTAHTE, KOje ce oszteyjy "3 NMOYETHUX YCJOBa 3a Yo
nyp.

3. Axo KapakTepUCTHYHA jeIHAUMHA WMa KOHjYTOBAHO KOMILIEKCHA peme}La

—a1++/a?—4a _ \/4daz—a?
)\1’2:%: glztz%:a:tzﬁ,mﬂasap ( )
/ 2\ 2 —a; ‘/4a27a
Vdema N cosh = = = —-9% y sinf = Vidas o} e
2 - 27 - £/ a2 - 2\/0,2 - \/a2 21/ )

pememe oarosapajyhe mupepennse jengaunue nma ob6IUK
Yn = p"(c1 cosbn + cosinbn),

re Cy ¢1 U Co IPOM3BOJBHE KOHCTAHTE, Koje ce oxpeDhyjy W3 MOUeTHUX yCJIOBA 3a Yo
nyp.

Kako je mudepennua jemnaumua kojy pemasamo f, = fp—1 + fn_2,m > 2, ca
nouerHnM ycaosuma fo = 0 u f; = 1, HeHa KapaKTepUCTUJHA jeqHaumna je A2 —\—1 =

1ﬂ:\/5

0, unja cy pemema: A2 = , T€ je TaKO ONIITE Peleme MU(PEePEHNHe jeTHaunHe:

fn=c1 (1+T\/5) +co ( \f) Komcrante ¢ u ¢y ce nobujajy m3 moyeTHUX yCIOBA,

fo=20,f1 =1, u nobuja ce ¢c; = % ucy = —%, na je popmyna 3a Pubonaunjes
o1 (1evs\T 1 (1=

HU3: fn—\/g( 5 ) —\/5< 5

Hpyru npucTyn 3a pemasame 0Be In(epeHnHe jeHadrte 6a3upa ce Ha KOHCTPYK-
Iju (YHKNZje TeHepaTpuce, MITO je KOPUCTAH HAYWH 33 ONUCUBAH€ HU3a IPUPOITHUX
opojesa. Haume, dpynrnuja remeparpuce je

B(z) =by+ bz +byx® +--- = kzobkmk,

rae cy roedunujunaty by omrosapajyhm mm3. Yecto ce mpuMmemyje TakO3BaHA 3aTBO-
pera ¢opma, 006IUrKa
o0
B(z) = Y bkak =

= 1—bx

Tako je 3a Pubomaunjen mm3 B(x) = . fez®, 3a fn = fu1 + fuo2, n > 2, ca
E=0
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novetHnM ycaoBuMa fo =0 u f1 = 1. Hame je:
B(z) = X frr® = fo+ fiw + 3 (fr1 + fr—2)a®
k=0 k=2
=z+ Y fim1d" + 3 fodb =2 +a D fiod + 2 3 fma™
k=2 k=2 j=1 m=0
=z+ x( > fjad — fo) +2?B(r) = + 2B(x) + 22 B(x)
j=0

u nobuja ce 3aTBOpeHa hopMma (yHKIMje remeparpuce 3a Pubonauujer Hu3,

x

B =—

(z) 1—x— 22
Ilame, KaKo je 3a KBanpaTHy jemHaumuy 1 —x — 22 = —(m — *15\@) (m — *1;.”/3),
TO BasKH . .
B(.’ﬂ) = p) = - ~
l-w—w (@ +¢)(x +¢)
1 5 - 1—-+5
rme je ¢ = +2\[ neg=1—¢= 2\[. Kako je morpeGHO MMEHUIAL] HAUCATH Y
obuuky (1 — bx), uckopuctumo na je ¢ - ngS = —1 u momenuMoO OpOjUIIAIl ¥ MMEHUIIAI]
B(x) ca ¢ - ¢. Hobuja ce
(@+d)z+d)/(98)  (z+1)(2+1) (1-da)(1-¢2)
a b
Iame ce uzpa3s (2) moke Hammcatyn y obmuky B(x) = — + . Hocae xpaher
l1—¢x 1—ozx

pauyHa mobuja ce a = f% nb= %, Te je

1 1 1 1 ) o,
80 = (=~ 1o5) “ vl 50 - L)
X ok
_\/5;@2::0@) PF)”.

Omnasge ciemu, na 3a PubonauujeB HU3 BasKU

1 L(H\/S)’Z 1 (1—\/5)’“.

_ = (ak _ Tky -

2.2. Ilpumep mu¢epeHHE jeqHAUMHE OPYTOT pela Y €eKOHOMUjU

Osne hemo HaBecTH jom jemaH mpuMep IpUMeHE AU(GEPEHIHE jeTHAUNHE APYTror
pelna y eKOHOMUjU, TAYHKj€e Y jeJHOM MaKpO-€KOHOMCKOM Mozeny. AKO ce, paau jemHo-
CTAaBHOCTH, pa3MaTpa 3aTBOPEHa IpuBpena, 06e3 IPKABHOT CEKTOpa, TPU BAXKHE BEJIU-
4KHe FOBODE O cTamy Te ekoHomuje: unsectunuje (I), npuxomu (V) u morpomma (C').
MoskeMO TpeTHOCTaBUTH 14 jeé CBAKY BEIUYUMHY MOTyNe MEPUTH y Y3ACTOIHUM Bpe-
MEHCKUM Iepuoauma ucre ay:kuae u Heka Iy, Y; m Cp mpencraBmajy BPEIHOCTH TUX
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BequurHa y TpeHyTKy ¢. Tana 3a CBaKy BEJIUUMHY UMaMO BPEIHOCTU Y TPEHYTKY
t =0,1,2,.... 3a cBakM TPEHYTAK IPETIOCTABHAMO & BasKU YCJIOB PABHOTEKHOT
noxorka Yy = Cy + I;. Iame, y MOJesy KOju pa3MaTpaMo, & KOjU je Y eKOHOMUjU
HO3HAT KA0 MO0EA MYAMUNAUKAMUSHOZ GKUEAEPAMOPA, TPETIOCTABbA CE 1A BakKe
crenehe Bese uameby Benuunua: Cy = ¢+ bY;_1, e ¢y ¢ u b MO3UTUBHE KOHCTAHTE U
I, =14+ v(Y;—1 — Y;_2), roe ¢y | u v mosutusHe KoHCTaHTe. [locie mpuMene ycuoBa
pasaoTE)RE, Y: = Cy + I}, nobuja ce nudpepennHa jeqHauuHa APYror peaa, Ho Yi:

Yi=Ci+L=(c+1)+ (b+v)Y;—1 —vYio.

Ha kpajy, majemo u map 3aaraka 3a Be;kOy IO yrieny Ha 3aJaTKe U3 yIIOeHUKa 3a
MaTeMaTUKy HaMEmEeHy CTyIeHTUMa eKOHomuje Ha uysenoj London School of Econo-
MicS, YAMe UCTAUYEMO jOII jeTHOM Ja je u3ydaBame AU(PEpPEHIHNX jeIHAUNHA CTaHIap-
JIaH 3aaTaK 33 €KOHOMICTE W CTOTa HATJIAIIABAMO HOTPEDY Ia Ce TAKBUM j€THAUNHAMA
7y CPEeIIHOMKOICKO] MATEMATUIN TOCBETH AEKBATHA MAKHA.

2.3. IIpumepu 3a BekOy

1. Ilnaruparu OGPOj BMCOKO TEXHOJONIKUX IIOCJIOBA KOjU OTIOUUEY CBAaKe TOAUHE
je N. Tpenyrao je 3000 TakBUX MOCIOBA Y 3€MJbM, M j€ OUYCKMBAHO Oa CE
OJl CBUX TAKBUX IIOCJOBA KOJU MOCTOje HA MOUETKY jeaHe roaune, 5% yracu TOKOM
re romure. Hexra y; o3mauaBa Opoj mocioBa Ha kpajy t-te rommue. OOjacHuTu
3aI0TO je

yr = 0.95y,-1 + N.
Pemmru oBy mugepennny jennaumny 3a npoussosbHo N. Hahu ycnos 3a N xoju
0be36ebyje ma Gpoj mocIOBa pacre U3 TOAUHE Y TOIUHY.

2. Tpwumre ce 3a jemaH apTurasl MoJeaupa ca cirenehuM QyHRnUjama MOHYZE U
TPaKELE:

Sp)=p, Dp)=1-p.
[lena ce y Tory BpemeHna ¢ mpuiarobasa, ImTo je OArOBOD HA BUIIAK TPAaKIE HA
IOHYIOM, IIPEMa jeTHAUNHU

P41 — pr = a(D(p) — S(pr)),
rle je a N03WTHBHA KOHCTaHTa. Heka je moueTHa BPENHOCT LEHE Py = % Penmru
OBY jeIHAUMHY U MOKA3aTH Ja C€ TOKOM BpeMaHa t IieHa IPUOIIIKaBa PABHOTEKHO]
IIEHU, Tj. IEHU Y KOjO] je MOoHyma jemHaka Tpawkmu, akko 0 < a < 1. Ilom rojum
YCIIOBUMA [[EHA TEXM paBHOTExHO] nern ocuuinaTopro?! Ilra ce memasa ca nerom
Kata je a = 37
3. a) IlpernocraBuMo ma je morpomma 3a Tekyly romuHy apuUTMETHYKa CpeIMHA

BPEIHOCTU NPUXOJA 3a OBY MOAWHY U IOTPOMIEKE 32 IPOILTY T'OAMHY, TO je

Ci= L%+ Cia).
[Ipernocrasumo Takobe ma je Besa usmeby npuxomna 3a ciaenehy roauny u Tpemy-
THe MHBECTUIMje naTa ca Y1 = kl;, 3a Heky no3utusHy koHcTauTy k. IlorazaTtu
IIa, YKOJIMKO BaKU paBHOTERHU ycioB Yy = Cy + Iy, Tana

k+1

Vi (T Ve SYH =0
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6) ¥ momeny u3 a), mpermoctaBuMo Aa je k = 3 M ma je moueTHa BPEAHOCT Yi
nosuruBHa. [lokazaru na Y; ocumnaropso pacre.

B) Ompemutu BpenHocT mapaMerpa k 3a KOju MOZEN ¥ &) BOIM K& OCHUJIATOPHOM
pemeny Y;, ¥ yIBPAUTK IO KOJUM YCJIOBOM je OCIMIMpame pacrtyhe.
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