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DINAMIKA U UQIONICI

ili: kako kroz primere iz ekonomije motivisati uqeǌe
diferencnih jednaqina u sredǌoxkolskoj matematici

1. Uvod – diferencne jednaqine i dinamiqki sistemi

Svesni smo da iza ozbiǉnog izuqavaǌa diferencnih jednaqina stoji obimna
teorija koju ovde ne²emo iznositi, a opet sa ¼eǉom da napravimo ovaj kratak
pregled qitǉiv svima koji su zainteresovani bez obzira na prethodno predznaǌe,
da²emo u najkra²im crtama neke osnovne informacije vezane za diferencne je-
dnaqine. Za vixe informacija, qitaoca upu²ujemo na [3, 5].

Najjednostavniji primeri diferencnih jednaqina su aritmetiqki an+1 =
an +d i geometrijski niz an+1 = qan, n ∈ N, q 6= 0. Oba niza zadaju se rekurent-
nom vezom oblika an+1 = f(an) i predstavǉaju primere diferencne jednaqine
prvog reda koju u opxtem obliku zapisujemo kao F (n, an, an+1) = 0. Sliqno se de-
finixe diferencna jednaqina k-tog reda F (n, an, an+1, . . . , an+k) = 0. Rexavaǌe
diferencne jednaqine podrazumeva nala¼eǌe svih nizova koji je zadovoǉavaju,
pri qemu je unapred poznato k prvih qlanova niza za jednaqinu k-tog reda. Naj-
qex²e se bavimo linearnim diferencnim jednaqinama. Postoje brojne tehnike za
rexavaǌe linearnih diferencnih jednaqina, ali se ovde ne²emo baviti pregle-
dom tih tehnika, ve² ²emo sa naglaskom na primerima iz prakse kroz konkretne
zadatke napomenuti i neke od elementarnih tehnika za rexavaǌe.

Mislimo da je ve² na nivou sredǌoxkolske matematike mogu²e i korisno
uvesti i neke od osnovnih pojmova vezanih za dinamiqke sisteme. Dinamiqki
sistemi u najxirem znaqeǌu predstavǉaju granu matematike koja se bavi izuqa-
vaǌem procesa koji se meǌaju u toku vremena. Danas je izuqavaǌe dinamiqkih
sistema praktiqno neograniqeno i predmet je mnogobrojnih nauka: fizike, bi-
ologije, hemije, ekonomije, astronomije, demografije, medicine, kao i raznih
druxtvenih nauka. Takvi procesi koji se meǌaju u toku vremena opisuju se ili
diferencnim ili diferencijalnim jednaqinama, u zavisnosti od toga da li vreme
posmatramo kao diskretnu ili kontinualnu veliqinu. Pomenimo daǉe quvenog
ekologa Roberta Meja koji je u svom radu [2] iz 1976. godine pokazao da i ne-
ka veoma jednostavna iterativna preslikavaǌa koja opisuju bioloxke sisteme
pokazuju veoma kompleksna ponaxaǌa.

Pomenimo sada samo u kratkim crtama osnovne pojmove vezane za dinamiq-
ke sisteme: fazni prostor je skup qiji elementi predstavǉaju mogu²a staǌa
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sistema u bilo kom trenutku vremena, vreme mo¼e biti ili diskretno (t ∈ Z)
ili kontinualno (t ∈ R) i zakon evolucije koji nam omogu²ava da znaju²i staǌe
sistema u jednom trenutku odredimo staǌe sistema u nekom drugom trenutku.
Pretpostavǉa se da zakon evolucije ne zavisi od vremena t. Ako sa X ozna-
qimo fazni prostor dinamiqkog sistema i sa gt : X → X operator evolucije
koji bilo koje staǌe sistema x ∈ X u trenutku 0, prevodi u staǌe sistema
gtx u trenutku t. Daǉe, uvedimo pojam trajektorije ili orbite taqke x iz
faznog prostora, pri qemu se ograniqavamo na sluqaj diskretnog vremena jer
²emo se samo takvim primerima baviti u ovom radu: trajektorija je skup taqa-
ka {. . . , x, g(x), g(g(x)) = g2(x), . . . , g(gn−1(x)) = gn(x), . . . }. Uvedimo i pojam
fiksne ili ravnote�ne taqke za diskretne dinamiqke sisteme: fiksna ili
ravnote¼na taqka je ona vrednost x∗ za koju va¼i x∗ = f(x∗). Za taqku x, za koju
va¼i x = fn(x) i x 6= f i(x), za svako i < n, gde je fn(x) = f(fn−1(x)), ka¼emo
da je taqka sa periodom n, a za {x, f(x), f2(x), . . . , fn−1(x)} ka¼emo da je cikl
perioda n.

1.1. Diferencna jednaqina prvog reda. Jednostavni primeri
linearnih dinamiqkih sistema u ekonomiji

Posmatrajmo diferencnu jednaqinu prvog reda oblika: yt = ayt−1 + b, a, b ∈
R. Razmatramo a 6= 1 jer je za a = 1 niz brojeva yt upravo aritmetiqki niz, sa
prvim qlanom y0 i razlikom b. Tako±e, za b = 0, imamo da je yt = aty0, pa se
radi o geometrijskom nizu sa prvim qlanom y0 i koliqnikom a, pa razmatramo
b 6= 0. Ovakva diferencna jednaqina, kada je a 6= 1 i b 6= 0, qesto se javǉa u
ekonomiji, recimo, u sluqaju primera otplate kredita koji ²emo razmotriti u
nastavku.

Odredimo sada opxte rexeǌe jednaqine, yt = ayt−1 + b za a 6= 1. Primetimo
prvo da vrednost y∗ = b

1−a zadovoǉava y∗ = ay∗ + b. Ovo upravo znaqi, ukoliko
je y0 = y∗, tada ²e biti y1 = y2 = · · · = yt = y∗, za svako t. Tako da se iz
tog razloga vrednost y∗ naziva konstantnim rexeǌem ili vremenski nezavisnim
rexeǌem. Opxte rexeǌe posmatrane jednaqine je yt = y∗ + (y0 − y∗)at, za
y∗ = b

1−a .
Sada mo¼emo razmotriti ponaxaǌe opxteg rexeǌa tokom vremena. Naime,

jasno je da ponaxaǌe zavisi od qlana at. Za a > 1, at → ∞, pa yt → ∞ ili
yt → −∞, xto zavisi od znaka qlana (y0−y∗). Za a < −1, at oscilatorno raste,
pa i rexeǌe yt oscilatorno raste. Razmotrimo sada sluqaj |a| < 1. Naime za
0 ≤ a < 1, qlan at → 0, pa yt → y∗, dok za −1 < a < 0 qlan at → 0 oscilatorno
opada, te yt → y∗ tako±e oscilatorno opada. Za a = −1 rexeǌe oscilira izme±u
dve vrednosti, y∗ + (y0 − y∗) = y0 i y∗ − (y0 − y∗) = 2y∗ − y0, tj. javǉa se cikl
perioda 2.

U ekonomiji se najqex²e sre²emo sa diskretnim dinamiqkim sistemima opi-
sanim diferencnim jednaqinama ili sistemima diferencnih jednaqina. Posma-
trajmo za poqetak najjednostavniji zadatak izraqunavaǌa kamatne stope. Kako
staǌe na raqunu zavisi od prethodnog staǌa na raqunu i kamate, mo¼emo ovakav
proces jednostavno modelovati sa S(t + 1) = S(t) + kS(t), gde smo sa S(t) ozna-
qili staǌe u trenutku t, a sa k kamatu. Prethodni model mo¼emo zapisati i u
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obliku Sn+1 = Sn + kSn = (1 + k)Sn, xto zapravo predstavǉa najjednostavniju
diferencnu jednaqinu prvog reda u vidu geometrijskog niza.

Posmatrajmo daǉe primer otplate kredita od 15000 evra, sa kamatom od k =
8% godixǌe i pretpostavimo da klijent godixǌe ispla²uje banci po g = 2000
evra. U tom sluqaju model otplate bi izgledao Sn+1 = (1 + k)Sn− g, odnosno za
konkretne vrednosti dobijamo S2 = 14200, S3 = 13336, . . . S12 = 1683,6, S13 < 0,
dakle posle 13 godina kredit bi bio ispla²en. Ako pretpostavimo da je klijent
odredio da pla²a 1000 evra godixǌe iz istog modela vidimo da tako kredit
nikada ne bi bio otpla²en jer je S2 = 15200 > S1. Ukoliko bi klijent izabrao
opciju godixǌe isplate rate kredita u iznosu od 1200 evra, kredit tako±e nikada
ne bi bio otpla²en ali bi va¼ilo S1 = S2 = · · · = Sn = · · · = 15000 evra.

Naravno, i daǉe je req o veoma jednostavnom modelu predstavǉenom linear-
nom diferencnom jednaqinom prvog reda, ali zgodnom za uvo±eǌe i objaxǌavaǌe
pojmova fiksne taqke i stabilnosti, a pre svega verujemo da je za ±ake kori-
sno da uvo±eǌe ovih pojmova bude zasnovano na ǌima razumǉivim i aktuelnim
primerima.

Uopxtimo prethodni primer. Neka je klijent od banke pozajmio sumu S0, sa
kamatom k posto godixǌe i neka je suma koju banci vrati promenǉiva u skladu
sa mogu²nostima klijenta – neka u toku i-te godine banci vrati gi. Tada je:

S1 = (1 + k)S0 − g0

S2 = (1 + k)S1 − g1 = (1 + k)2S0 − (1 + k)g0 − g1

. . .

Sn+1 = (1 + k)n+1S0 − gn − (1 + k)gn−1 − · · · − (1 + k)ng0

= (1 + k)n+1S0 −
n∑

i=0

(1 + k)ign−i.

U sluqaju konstante godixǌe isplate gi = g dobijamo

Sn+1 = (1 + k)n+1S0 − ((1 + k)n+1 − 1)
g

k
.

Dakle, ako ¼elimo da dug isplatimo do poqetka T + 1-ve godine, onda iz uslova

ST+1 = 0 dobijamo potrebnu godixǌu ratu g =
kS0

1− (1 + k)−T−1
i jasno je da

uslov isplate kredita u konaqnom vremenskom periodu predstavǉa g ≥ kS0.
Vratimo se sad na pojam fiksne ili ravnote¼ne taqke diskretnog dinamiqkog

sistema. U sluqaju prethodnog modela otplate kredita Sn+1 = (1 + k)Sn − g

ravnote¼nu taqku a dobijamo iz a = (1 + k)a− g, odakle je a =
g

k
, dok sistem za

k = 0, g 6= 0 nema fiksnu taqku.
Slede²e va¼no pitaǌe jeste pitaǌe stabilnosti na±ene ravnote¼ne taqke.

Ka¼emo da je ravnote¼na taqka a stabilna ili privlaqe�a ukoliko postoji
ε > 0 takvo da |S0 − a| < ε ⇒ limn→∞ Sn = a. Daǉe ka¼emo da je ravnote¼na
taqka nestabilna ili odbijaju�a ukoliko postoji ε takvo da za 0 < |S0− a| < ε
va¼i |Sk−a| > ε (ne mora da va¼i za svako k). Na osnovu toga, za nax jednostavan
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model dobijamo slede²e:

|S1 − a| = |(1 + k)S0 − g − g

k
| = |1 + k||S0 − a|

i sliqno indukcijom dokazujemo da je

|Sn − a| = |1 + k|n|S0 − a|.
Dakle, a ²e biti stabilna ravnote¼na taqka za |1 + k| < 1, tj. −2 < k < 0,
nestabilna za k < −2 ili k > 0, a za sluqaj k = 0 ve² smo videli da nema
ravnote¼ne taqke. Ostaje jox da ispitamo xta se dexava za k = −2. U tom
sluqaju dobijamo cikl perioda 2 jer je za svako n ispuǌeno:

Sn+2 = −Sn+1 − g = −(−Sn − g)− g = Sn.

1.2. Jedan model ponude i tra�ǌe kao jednostavan primer dina-
miqkog sistema

Jedan od najtipiqnijih primera primene dinamiqkih sistema u ekonomiji
jeste u modelu ponude i tra¼ǌe. Svako tr¼ixte se sastoji od ponu±aqa (pro-
izvo±aqa) i potroxaqa. Mo¼emo modelovati ǌihova ponaxaǌa i na osnovu to-
ga predvideti ponaxaǌe cena na tom tr¼ixtu i ispitati dugoroqno ponaxaǌe
tr¼ixta pod takvim uslovima.

Posmatrajmo za poqetak najjednostavniji linearni model ponude i tra¼ǌe
sa naivnim oqekivaǌem cena, gde je oqekivana cena u narednom trenutku P e

t+1

jednaka ceni u prethodnom trenutku Pt, (tj. P e
t+1 = Pt):

(1)

St+1 = S(P e
t+1) = sPt + a

Dt+1 = D(Pt+1) = −dPt+1 + b

St+1 = Dt+1,

gde s predstavǉa osetǉivost proizvo±aqa na cene, d osetǉivost potroxaqa na
cenu i va¼i s, d > 0. Daǉe iz posledǌe jednaqine, izjednaqavaǌem ponude i
tra¼ǌe dobijamo

sPt + a = −dPt+1 + b,

odakle izvodimo jednaqinu koja daje dinamiku cene:

Pt+1 = − s

d
Pt +

b− a

d
.

Daǉe lako nalazimo ravnote¼nu cenu iz

P = − s

d
P +

b− a

d

i dobijamo P =
b− a

d + s
, a kako je dinamika ponaxaǌa cene opisana jednostavnom

linearnom diferencnom jednaqinom prvog reda, to lako odre±ujemo i ǌeno opxte
rexeǌe:

Pk = c
(
− s

d

)k

+
b− a

d + s
,

gde je c konstanta koju treba odrediti iz poqetnog uslova.
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Slika 1. Nestabilna fiksna taqka

Kada je stabilnost u pitaǌu, kao xto je dobro poznato, ukoliko proizvo±aqi
imaju naivnu oqekivanu cenu kao u prethodnom primeru, va¼e slede²i zakǉuqci:
cena je stabilna za | − s

d
| < 1, tj. za s < d i vidimo da su potroxaqi osetǉiviji

na cenu od proizvo±aqa; cena je nestabilna za s > d i na kraju za s = d cena
konvergira ka ciklu perioda 2 jer je tada Pt+2 = Pt za svako t.

Ovde ²emo naglasiti da je prethodne rezultate o stabilnosti veoma lako po-
tvrditi i metodom grafiqke iteracije ili takozvanom metodom paukove mre�e
(cobweb method). Za preslikavaǌe dato sa xn+1 = f(xn) najpre se iz poqe-
tne taqke x0 nacrta vertikalna linija do preseka sa grafikom funkcije u taqki
(x0, f(x0) = x1). Zatim se od iste taqke crta horizontalna linija do preseka sa
pravom xn+1 = xn i nakon toga opet vertikalnu liniju do ponovnog preseka sa
krivom. Iz paukove mre¼e tako mo¼emo zakǉuqiti da li je ravnote¼na taqka sta-
bilna ili ne, a neke karakteristiqne sluqajeve iz prethodne analize prikazali
smo na slikama 1 i 2.
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Slika 2. Metod grafiqke iteracije
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2. Diferencne jednaqine drugog reda
– od Fibonaqijevog niza do primena u ekonomiji

2.1. Fibonaqi kao zaqetnik ekonomske nauke

Leonardo iz Pize (1170–1250), poznatiji po svom nadimku Fibonaqi (,,sin
Bonaqa“), bio je jedan od najtalentovanijih zapadnih matemetiqara u sredǌem
veku. Proveo je neko vreme u Egiptu, Siriji, Grqkoj, Siciliji i Provansi, gde
je izuqavao razliqite matematiqke metode izraqunavaǌa i numeriqke sisteme.
Po povratku u Italiju pokuxao je da prenese to znaǌe kroz Evropu i 1202. go-
dine napisao je svoju najuticajniju Kǌigu o abaku (Liber Abaci), gde je istakao
prednosti arapsko-indijskog numeriqkog sistema u odnosu na rimsku numeraci-
ju, koja se tada koristila u Evropi. Fibonaqi je jedan od prvih istra¼ivaqa
koji je razvio detaǉni matematiqki pristup za finansijska izraqunavaǌa. Ne
samo da je analizirao poslovne probleme u to doba, ve² je imao glavni uticaj
na razvoj karakteristiqnog tr¼ixta kapitala u Evropi u kasnom sredǌem veku
i renesansi, pogledati [4] za vixe detaǉa. Kǌiga o abaku je sadr¼ala dosta ma-
tematiqkih alata za raqunaǌe sadaxǌe vrednosti, slo¼enog interesa, razvoja
geometrijskih nizova za raqunaǌe profita iz riziqnih poslova, i cene dobara
i novqanih sredstava ukǉuquju²i kompleksne promene te¼ina, mera i valuta.
Va¼nosti kǌige je doprineo i sam istorijski i ekonomski kontekst tog vremena.

Ipak, danas je Fibonaqi svakako najpoznatiji po rekurzivnom brojnom nizu
do koga je doxao iz problema o rastu hipotetiqke populacije zeqeva, uz idealne
pretpostavke (npr. da do umiraǌa ne dolazi). Ukoliko je svakom paru potrebno
2 meseca da sazri do umno¼avaǌa i svaki par daje novi par od po jedne ¼enke
i jednog mu¼jaka, zakǉuqio je da po mesecima broj parova zeqeva raste sa 1 na
1, na 2, na 3, na 5, na 8, na 13, gde se niz teorijski nastavǉa do beskonaqnosti.
Matematiqki zapisano, ako je fn broj parova u n-toj generaciji, tada va¼i re-
kurzivna formula fn = fn−1 + fn−2, uz poqetne uslove f0 = 1 i f1 = 1, xto
je jedna odgovaraju²a diferencna jednaqina drugog reda, qije ²e rexeǌe ovde
ukratko biti izvedeno. Brojna su zanimǉiva svojstva Fibonaqijevog niza, od ko-
jih ²emo samo pomenuti da odnos uzastopnih qlanova niza predstavǉa takozvani
zlatni presek.

Ukratko ²emo prikazati dva pristupa za rexavaǌe diferencne jednaqine
drugog reda, na primeru Fibonaqijevog niza. Prvi pristup je standardni pri-
stup za rexavaǌe diferencne jednaqine pomo²u ǌene karakteristiqne jednaqine,
dok je drugi pristup pomo²u funkcije generatrise. Naime, diferencna jednaqi-
na koju treba rexiti je fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2, sada sa poqetnim uslovima
f0 = 0 i f1 = 1, xto je homogena diferencna jednaqina drugog reda. U opxtem
sluqaju, yn + a1yn−1 + a2yn−2 = 0, se naziva homogena diferencna jednaqina
drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Opxte rexeǌe ove jednaqine
zavisi od pridru¼ene karakteristiqne jednaqine, koja glasi λ2 + a1λ + a2 = 0.
Ona mo¼e da ima dva realna razliqita rexeǌa, jedno realno rexeǌe ili dva
koǌugovano kompleksna rexeǌa. Tako da razlikujemo tri sluqaja:



Dinamika u uqionici 35

1. Ako karakteristiqna jednaqina ima dva realna i razliqita rexeǌa, λ1

i λ2, tada je opxte rexeǌe odgovaraju²e diferencne jednaqine

yn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 ,

gde su c1 i c2 proizvoǉne konstante, koje se odre±uju iz poqetnih uslova za y0

i y1.

2. Ako karakteristiqna jednaqina ima jedno realno rexeǌe, λ1 = λ2 = λ,
tada je opxte rexeǌe odgovaraju²e diferencne jednaqine

yn = c1λ
n + c2nλn = (c1 + c2n)λn,

gde su c1 i c2 proizvoǉne konstante, koje se odre±uju iz poqetnih uslova za y0

i y1.

3. Ako karakteristiqna jednaqina ima konjugovano kompleksna rexeǌa,

λ1,2 = −a1±
√

a2
1−4a2

2 = −a1
2 ± i

√
4a2−a2

1
2 = α ± iβ, tada za ρ2 =

(
−a1
2

)2

+
(√

4a2−a2
1

2

)2

= a2, cos θ =
−a1

2√
a2

= − a1
2
√

a2
i sin θ =

√
4a2−a2

1
2√
a2

=
√

4a2−a2
1

2
√

a2
, opxte

rexeǌe odgovaraju²e diferencne jednaqine ima oblik

yn = ρn(c1 cos θn + c2 sin θn),

gde su c1 i c2 proizvoǉne konstante, koje se odre±uju iz poqetnih uslova za y0

i y1.

Kako je diferencna jednaqina koju rexavamo fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2, sa
poqetnim uslovima f0 = 0 i f1 = 1, ǌena karakteristiqna jednaqina je λ2−λ−1 =
0, qija su rexeǌa: λ1,2 = 1±√5

2 , te je tako opxte rexeǌe diferencne jednaqine:

fn = c1

(
1+
√

5
2

)n

+ c2

(
1−√5

2

)n

. Konstante c1 i c2 se dobijaju iz poqetnih uslova,

f0 = 0, f1 = 1, i dobija se c1 = 1√
5

i c2 = − 1√
5
, pa je formula za Fibonaqijev

niz: fn = 1√
5

(
1+
√

5
2

)n

− 1√
5

(
1−√5

2

)n

.

Drugi pristup za rexavaǌe ove diferencne jednaqine bazira se na konstruk-
ciji funkcije generatrise, xto je koristan naqin za opisivaǌe niza prirodnih
brojeva. Naime, funkcija generatrise je

B(x) = b0 + b1x + b2x
2 + · · · =

∞∑
k=0

bkxk,

gde su koeficijinti bk odgovaraju²i niz. Qesto se primeǌuje takozvana zatvo-
rena forma, oblika

B(x) =
∞∑

k=0

bkxk =
1

1− bx
.

Tako je za Fibonaqijev niz B(x) =
∞∑

k=0

fkxk, za fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2, sa
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poqetnim uslovima f0 = 0 i f1 = 1. Daǉe je:

B(x) =
∞∑

k=0

fkxk = f0 + f1x +
∞∑

k=2

(fk−1 + fk−2)xk

= x +
∞∑

k=2

fk−1x
k +

∞∑
k=2

fk−2x
k = x + x

∞∑
j=1

fjx
j + x2

∞∑
m=0

fmxm

= x + x
( ∞∑

j=0

fjx
j − f0

)
+ x2B(x) = x + xB(x) + x2B(x)

i dobija se zatvorena forma funkcije generatrise za Fibonaqijev niz,

B(x) =
x

1− x− x2
.

Daǉe, kako je za kvadratnu jednaqinu 1− x− x2 = −
(
x− −1−√5

2

)(
x− −1+

√
5

2

)
,

to va¼i
B(x) =

x

1− x− x2
= − x

(x + φ)(x + φ̂)
,

gde je φ =
1 +

√
5

2
i φ̂ = 1− φ =

1−√5
2

. Kako je potrebno imenilac napisati u

obliku (1 − bx), iskoristimo da je φ · φ̂ = −1 i podelimo brojilac i imenilac
B(x) sa φ · φ̂. Dobija se

(2) B(x) = − x/(φφ̂)

(x + φ)(x + φ̂)/(φφ̂)
=

x(
x
φ + 1

)(
x
φ̂

+ 1
) =

x

(1− φ̂x)(1− φx)
.

Daǉe se izraz (2) mo¼e napisati u obliku B(x) =
a

1− φ̂x
+

b

1− φx
. Posle kra²eg

raquna dobija se a = − 1√
5

i b = 1√
5
, te je

B(x) =
1√
5

( 1
1− φx

− 1

1− φ̂x

)
=

1√
5

( ∞∑
k=0

φkxk −
∞∑

k=0

φ̂kxk
)

=
1√
5

∞∑
k=0

(φk − φ̂k)xk.

Odavde sledi, da za Fibonaqijev niz va¼i

fk =
1√
5
(φk − φ̂k) =

1√
5

(1 +
√

5
2

)k

− 1√
5

(1−√5
2

)k

.

2.2. Primer diferencne jednaqine drugog reda u ekonomiji

Ovde ²emo navesti jox jedan primer primene diferencne jednaqine drugog
reda u ekonomiji, taqnije u jednom makro-ekonomskom modelu. Ako se, radi jedno-
stavnosti, razmatra zatvorena privreda, bez dr¼avnog sektora, tri va¼ne veli-
qine govore o staǌu te ekonomije: investicije (I), prihodi (Y ) i potroxǌa (C).
Mo¼emo pretpostaviti da je svaku veliqinu mogu²e meriti u uzastopnim vre-
menskim periodima iste du¼ine i neka It, Yt i Ct predstavǉaju vrednosti tih
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veliqina u trenutku t. Tada za svaku veliqinu imamo vrednosti u trenutku
t = 0, 1, 2, . . . . Za svaki trenutak pretpostavǉamo da va¼i uslov ravnote¼nog
dohotka Yt = Ct + It. Daǉe, u modelu koji razmatramo, a koji je u ekonomiji
poznat kao model multiplikativnog akceleratora, pretpostavǉa se da va¼e
slede²e veze izme±u veliqina: Ct = c+ bYt−1, gde su c i b pozitivne konstante i
It = l + v(Yt−1 − Yt−2), gde su l i v pozitivne konstante. Posle primene uslova
ravnote¼e, Yt = Ct + It, dobija se diferencna jednaqina drugog reda, po Yt:

Yt = Ct + It = (c + l) + (b + v)Yt−1 − vYt−2.

Na kraju, dajemo i par zadataka za ve¼bu po ugledu na zadatke iz u­benika za
matematiku nameǌenu studentima ekonomije na quvenoj London School of Econo-
mics, qime istiqemo jox jednom da je izuqavaǌe diferencnih jednaqina standar-
dan zadatak za ekonomiste i stoga naglaxavamo potrebu da se takvim jednaqinama
i u sredǌoxkolskoj matematici posveti adekvatna pa¼ǌa.

2.3. Primeri za ve�bu

1. Planirani broj visoko tehnoloxkih poslova koji otpoqiǌu svake godine
je N . Trenutno je 3000 takvih poslova u zemǉi, ali je oqekivano da se
od svih takvih poslova koji postoje na poqetku jedne godine, 5% ugasi tokom
te godine. Neka yt oznaqava broj poslova na kraju t-te godine. Objasniti
zaxto je

yt = 0.95yt−1 + N.

Rexiti ovu diferencnu jednaqinu za proizvoǉno N . Na²i uslov za N koji
obezbe±uje da broj poslova raste iz godine u godinu.

2. Tr¼ixte se za jedan artikal modelira sa slede²im funkcijama ponude i
tra¼ǌe:

S(p) = p, D(p) = 1− p.

Cena se u toku vremena t prilago±ava, xto je odgovor na vixak tra¼ǌe nad
ponudom, prema jednaqini

pt+1 − pt = a(D(pt)− S(pt)),

gde je a pozitivna konstanta. Neka je poqetna vrednost cene p0 = 3
4 . Rexiti

ovu jednaqinu i pokazati da se tokom vremana t cena pribli¼ava ravnote¼noj
ceni, tj. ceni u kojoj je ponuda jednaka tra¼ǌi, akko 0 < a < 1. Pod kojim
uslovima cena te¼i ravnote¼noj ceni oscilatorno? Xta se dexava sa cenom
kada je a = 1

2?
3. a) Pretpostavimo da je potroxǌa za teku²u godinu aritmetiqka sredina

vrednosti prihoda za ovu godinu i potroxǌe za proxlu godinu, to je

Ct =
1
2
(Yt + Ct−1).

Pretpostavimo tako±e da je veza izme±u prihoda za slede²u godinu i trenu-
tne investicije data sa Yt+1 = kIt, za neku pozitivnu konstantu k. Pokazati
da ukoliko va¼i ravnote¼ni uslov Yt = Ct + It, tada

Yt −
(k + 1

2

)
Yt−1 +

k

2
Yt−2 = 0.
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b) U modelu iz a), pretpostavimo da je k = 3 i da je poqetna vrednost Yt

pozitivna. Pokazati da Yt oscilatorno raste.
v) Odrediti vrednost parametra k za koji model u a) vodi ka oscilatornom
rexeǌu Yt, i utvrditi pod kojim uslovom je osciliraǌe rastu²e.
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