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VIRTUELNE KONSTRUKCIJE
TRANSCENDENTNIH BROJEVA

U ovom qlanku su prikazane ,,virtuelne“ (pribli¼ne) konstrukcije trans-
cendentnih brojeva ln 2, π i e. Koristi se uopxtena GLaD-ova metoda podele
du¼i na jednake delove u smislu konstruktivne geometrije. Naime, euklidska
konstrukcija nije, naravno, primenǉiva za rexeǌe ovog problema. Ovo teorij-
sko razmatraǌe se bazira na tvr±eǌu koje ka¼e da se transcendentni broj ne
mo¼e prikazati pomo²u konaqnog broja racionalnih sabiraka. Dakle, naxe kon-
strukcije se ne mogu izvesti u konaqno mnogo koraka.

Dobro je poznato kako se mo¼e bilo koja du¼ podeliti, u smislu konstruk-
tivne geometrije, na bilo koji broj jednakih du¼i. Naime, tu konstrukciju je
iskazao i dokazao Eulkid u Propoziciji 10. u Kǌizi 6, koja je sastavni deo
ǌegovih Elemenata (u orginalu Στoιχεια). Ta jedina metoda podele du¼i na
jednake delove se u matematici, i ne samo u matematici, primeǌivala bar dvade-
set tri stole²a, sve dok nije objavǉen qlanak [2], qiji su autori Daniel Litchfield
i David Goldenheim uz potporu Charles H. Dietrich-a. U tom qlanku, ta teorema
konstruktivne podele razdvojena je na dva sluqaja – na sluqaj neparnog broja i
na sluqaj parnog broja jednakih delova. Navedene konstrukcije se zovu GLaD-ove
konstrukcije. Vidimo da je akronim izveden od prvih slova prezimena autora
tih konstrukcija. No, mi ²emo sada prikazati jedno uopxteǌe tih konstrukcija,
tako da ne²emo razlikovati podelu na parni i neparni broj jednakih delova,
ve² ²e se ona odnositi na proizvoǉan prirodni broj jednakih delova. Daǉe,
taj postupak ²emo opravdati matematiqkom indukcijom, pa ²emo ga primeniti na
,,konstrukciju“ transcendentnih brojeva.

Konstrukcija 1. Bilo koja du¼ OA deli se na bilo koji broj n, n ∈
{2, 3, 4, . . . }, jednakih du¼i konstrukcijom prikazanom kao na slici 1, gde je

|OPn| = 1
n
|OA|.

Dokaz. Neka je data du¼ OA qija je du¼ina |OA| = a. Kostruiximo parale-
logram OAS1B, tako da je |OA| = |BS1| = a, |OB| = |AS1| = b i α = ∠(OA, OB),
gde je 0 < α < π. Povucimo dijagonale OS1 i AB, koje se seku u taqki S2. Po-
stavimo taj paralelogram u koordinatni sistem kao na slici 1. Jasno je da je
apscisa taqke P2 jednaka

a

2
, odnosno P2

(a

2
, 0

)
, jer je to presek du¼i OA s pravom
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Slika 1

koja prolazi kroz S2 a paralelna je s OB. Sliqno bismo raqunaǌem prema istoj
slici dobili da je P3

(a

3
, 0

)
, . . . , Pn

(a

n
, 0

)
.

Sada ²emo kroz Pn i B(b cosα, b sin α) postaviti pravu

(1) pn : y =
b sin α

nb cos α− a
(nx− a),

a kroz O(0, 0) i S1(a + b cosα, b sin α) pravu

(2) s : y =
b sin α

a + b cosα
x.

Te se prave seku u taqki Sn+1, a iz (1) i (2) sledi da je

Sn+1

(
a + b cos α

n + 1
,
b sin α

n + 1

)
.

Postavimo li sada pravu qn+1 kroz taqku Sn+1, paralelno s OB, dobi²emo da je

qn+1 : y = x tg α− a tg α

n + 1
,

a ta prava seqe osu Ox u taqki Pn+1

( a

n + 1
, 0

)
, dakle je |OPn+1| =

1
n + 1

|OA|,
qime je konstrukcija na slici 1 u potpunosti dokazana.

Konstrukcija 2. Konstruiximo transcendentni broj ln 2 ,,proizvoǉno“
taqno.

Rexeǌe. Iz matematiqke analize znamo da je

ln 2 = 1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+

1
5
− · · · .
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Dakle, treba konstruisati brojeve
1
2
,

1
3
,

1
4
, . . . a to je pokazano u konstrukciji 1.

Naime, pretpostavimo da je OA jediniqna du¼, dakle |OA| = |OP1| = 1, pa na
ǌu primenimo navedenu konstrukciju. Dobijamo situaciju kao na slici 2, gde je

|OPn| =
1
n

. Vidimo da smo nanoxeǌem vrednosti razlomaka ,,gore oduzimali“
razlomke s parnim imeniocem, a ,,dole dodavali“ razlomke s neparnim imeniocem.

Slika 2

Konstrukcija 3. Konstruiximo transcendentni broj π/4 ,,proizvoǉno“
taqno.

Slika 3

Rexeǌe. Znamo da je
π

4
= 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+

1
9
− · · · .
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Jasno je da i sada treba znati konstruisati
1
2
,

1
3
,

1
4
, . . . , a koristi²emo samo

1
3
,

1
5
,

1
7
, . . . Analogni postupak je kao i u prethodnom zadatku, a sve to prikazuje

slika 3. Iz vrednosti π/4 trivijalnom konstrukcijom se dobije vrednost broja π.
Konstrukcija 4. Konstruiximo transcedentni broj e = 2,718281 . . . ,,pro-

izvoǉno“ taqno.
Rexeǌe. Budu²i da je

e = 1 +
1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+
1
4!

+ · · · = 2 +
1
2

+
1
6

+
1
24

+ · · · ,

treba znati konstruisati brojeve
1
2!

,
1
3!

,
1
4!

, . . . Konaqno, i tu uzimamo vrednosti
sa slike 1, ali iz praktiqnih razloga konstruixemo najpre ,,vrednost“ e − 2.
Qitav postupak se vidi na slici 4.

Slika 4

Napomena 1. Ve² smo rekli da se nijedan transcendentni broj (a to va¼i
i za neke algebarske) ne mo¼e prikazati kao konaqna suma racionalnih brojeva,
ali se svaki racionalni broj mo¼e na beskonaqno mnogo naqina prikazati kao
suma konaqnog ili beskonaqnog broja racionalnih brojeva. Na primer,

1 =
1
3

+
2
3

=
1
7

+
2
7

+
4
7

= · · · ili

1 =
1
2

+
1
4

+
1
8

+ · · · = 1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 + · · ·

Napomena 2. Gledaju²i teorijski, mogu²e je ,,proizvoǉno“ taqno konstru-
isati sve transcendentne brojeve. Navedimo samo neke dobro poznate oblike iz
matematiqke analize:

sin 1 = 1− 1
3!

+
1
5!
− 1

7!
+ · · · , cos 1 = 1− 1

2!
+

1
4!
− 1

6!
+ · · · ,

sh 1 = 1 +
1
3!

+
1
5!

+
1
7!

+ · · · , ch 1 = 1 +
1
2!

+
1
4!

+
1
6!

+ · · · ,

1
e

= 1− 1
1!

+
1
2!
− 1

3!
+

1
4!
− · · · ,

π2

6
= 1 +

1
22

+
1
32

+
1
42

+ · · ·
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Napomena 3. Jasno je da, qak i pomo²u danaxǌih monitora najve²e re-
zolucije, ve² nakon nekoliko koraka izvo±eǌa ovih konstrukcija dolazimo ,,u
taqku“. To se nikada ne²e mo²i popraviti u toj meri, da bi te aproksimativne
vrednosti konstrukcija bile primenǉive u preciznijoj praksi.

Napomena 4. Recimo i to da suma harmonijskog reda

1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+ · · ·
toliko sporo divergira da se ta divergencija ne mo¼e naslutiti ni pomo²u
raqunara, a pogotovo ne pomo²u geometrijskih konstrukcija koje se prikazuju na
monitoru. Naime, suma prvih 1043 qlanova tog reda je maǌa od 100.
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