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SREDǋI POVRATNI PERIOD EKSTREMNOG DOGA�AJA

Teorija ekstremnih vrednosti obezbe±uje teorijsku osnovu za prouqavaǌe i
modeliraǌe doga±aja, koji se zbog svoje ekstremalne prirode, retko ili veoma
retko dexavaju. Interesovaǌe za ovakve doga±aje sve je ve²e, jer je oqigledno
da oni mogu imati velike posledice po qoveqanstvo.

U okviru teorije ekstremnih vrednosti razvijeni su razliqiti modeli i
tehnike koje se mogu koristiti za rexavaǌe va¼nih problema upravǉaǌa rizi-
kom u oblastima kao xto su: hidrologija (meteoroloxki i poplavni nadzor i
predvi±aǌe), klimatologija (klimatske promene), ekologija, geofizika, vetar-
in¼eǌering, analiza pouzdanosti mehaniqkih sistema i komponenti. S druge
strane, znaqajne su i ǌene primene na probleme u ekonomiji i finansijama (vi-
soka volatilnost finansijskih instrumenata), kao i u ne¼ivotnom osiguraǌu i
reosiguraǌu (pojava velikih odxteta, uzrokovanih prirodnim katastrofama ili
dejstvom ǉudskog faktora).

Jasna je potreba za razvojem verovatnosnih i statistiqkih metoda pri-
meǌivih u analizi ekstrema, pa stoga ne qudi qiǌenica da je u posledǌih ne-
koliko decenija teorija ekstremnih vrednosti postala vrlo aktuelna i xiroko
prouqavana matematiqka disciplina sa brojnim primenama.

1. Raspodele ekstremnih vrednosti i generalisane
Paretove raspodele

Klasiqna teorija ekstremnih vrednosti sluqajnih nizova bavi se prouqa-
vaǌem graniqnog ponaxaǌa uzoraqkih ekstrema, tj. sluqajnih veliqina

Mn := max
1≤j≤n

Xj i mn := min
1≤j≤n

Xj , pri n →∞,

gde je (Xn)n∈N niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina, sa za-
datom, nedegenerisanom funkcijom raspodele F . Akcenat ²e, u nastavku, biti
na rezultatima za maksimume zbog primena u aktuarskoj matematici, a analogni
rezultati se mogu formulisati i za minimume na osnovu jednakosti

min
1≤j≤n

Xj = − max
1≤j≤n

(−Xj).

Funkcija raspodele sluqajne veliqine Mn data je, za x ∈ R, sa

(1.1) P{Mn ≤ x} = P{Xj ≤ x, za j = 1, 2, . . . , n} =
n∏

j=1

P{Xj ≤ x} = (F (x))n.
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Pitaǌe koje se name²e tiqe se asimptotskog ponaxaǌa maksimuma Mn, pri
n →∞.

Iz jednakosti (1.1) lako se vidi da sluqajna veliqina Mn konvergira u ve-
rovatno²i ka taqki xF – desnom kraju nosaqa funkcije raspodele F , tj. xF :=
sup{x ∈ R : F (x) < 1}, pri qemu je xF ∈ R ∪ {+∞}, xto nije naroqito kori-
sna informacija u pogledu reda veliqine maksimuma. Daleko je interesantnije
razmotriti konvergenciju u raspodeli linearno normiranog maksimuma ka ne-
koj nedegenerisanoj funkciji raspodele. Slede²a teorema, poznata u literaturi
kao teorema o ekstremalnim tipovima, rexava opisani ekstremalni graniqni
problem.

Teorema 1. [Gnedenko (1943); de Haan (1976)] Ako postoje nizovi kon-
stanti (an) i (bn), an > 0, bn ∈ R za n ∈ N, tako da va�i

P
{Mn − bn

an
≤ x

}
= (F (anx + bn))n → G(x), pri n →∞,

za ∀x ∈ C(G), gde je C(G) skup taqaka neprekidnosti neke nedegenerisane
funkcije raspodele G, tada je funkcija raspodele G istog tipa kao neka od
funkcija raspodele iz slede�e tri familije:

G0(x) = exp(−e−x), −∞ < x < +∞(1.2)

G1,α(x) =
{

0, za x ≤ 0
exp(−x−α), za x ≥ 0,

(α > 0)(1.3)

G2,α(x) =
{

exp(−(−x)α), za x ≤ 0
1, za x ≥ 0,

(α > 0).(1.4)

Znaqaj ovog rezultata je u tome xto on karakterixe klasu graniqnih raspo-
dela linearno normiranog maksimuma u nizu nezavisnih, jednako raspodeǉenih
sluqajnih veliqina.

Ka¼e se da su dve funkcije raspodele H1 i H2 istog tipa ako postoje kon-
stante a > 0 i b ∈ R takve da jednakost H2(x) = H1(ax + b) va¼i za ∀x ∈ R.

Zajedniqki naziv za gorenavedene tri parametarske (u α-parametrizaciji)
familije funkcija raspodela je raspodele ekstremnih vrednosti, a standardni
predstavnici ovih familija dati formulama (1.2)–(1.4) poznati su, redom, i kao
Gumbelova, Frexeova i Vejbulova raspodela. One su matematiqki povezane je-
dnostavnim transformacijama. U primenama, tj. sa stanovixta modeliraǌa, ove
tri familije raspodela, me±utim, priliqno razliqito manifestuju ekstremalno
ponaxaǌe, xto odgovara razliqitom ponaxaǌu repa funkcije raspodele F slu-
qajne veliqine Xj . Frexeova raspodela, kao pravilno promenǉiva raspodela,
jedna je od predstavnika raspodela sa izrazito texkim repom, koje se generalno
koriste kao dobri modeli za velike odxtete u aktuarskoj matematici (situacija
kada jedna pojedinaqna odxeta dominira u zbiru svih ispla²enih odxteta).

Raspodele ekstremnih vrednosti mogu se, γ-parametrizacijom, objediniti u
jednu familiju raspodela, tzv. standardnih generalisanih raspodela ekstremnih
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vrednosti qiji su qlanovi oblika

(1.5) Gγ(x) =
{

exp(−e−x), ako je γ = 0

exp(−(1 + γx)−1/γ), ako je γ 6= 0,
1 + γx > 0.

Drugi metod izdvajaǌa maksimalnih vrednosti u sluqajnom nizu zasniva se
na prekoraqeǌima zadatog visokog nivoa (praga). Pojmu raspodele maksimuma
niza nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina u ovom pristupu od-
govara funkcija raspodele Fu prekoraqeǌa X−u pri uslovu X > u, definisana
sa

Fu(x) = P{X − u ≤ x |X > u} =
F (x + u)− F (u)

1− F (u)
, x ≥ 0,

gde je u dati nivo (fiksirana vrednost unutar nosaqa funkcije raspodele F
sluqajne veliqine X). Funkcija eF definisana sa

eF (u) = E(X − u |X > u),

je funkcija sredǌeg prekoraqeǌa.
Znaqajna je primena ovog koncepta u reosiguraǌu, jer postoje tipovi ugovora

o reosiguraǌu kod kojih reosiguravaju²a kompanija preuzima obavezu da ispla-
ti samo eventualna prekoraqeǌa maksimalne sume koju primarna osiguravaju²a
kompanija mo¼e da isplati po pojedinaqnoj odxteti, i raspola¼e podacima je-
dino o takvim odxtetama. Posebno su va¼ne i ǌegove implikacije u aktuarskoj
matematici, jer pru¼a mogu²nost za razlikovaǌe raspodela sa lakim od ras-
podela sa texkim repom sluqajnih veliqina sa nosaqima neograniqenim zdesna.
Naime, ako funkcija sredǌeg prekoraqeǌa eF (u) te¼i beskonaqnosti pri u →∞
prirodno je smatrati da funkcija raspodele F ima te¼ak rep, a ako eF (u) te¼i
(konaqnoj) konstanti pri u →∞ prirodno je smatrati da funkcija raspodele F
ima lak rep.

Dakle, pitaǌe koje se name²e tiqe se asimptotske raspodele prekoraqeǌa
visokog nivoa kada taj nivo te¼i desnom kraju nosaqa raspodele. Teorijski
rezultati koji su dobijeni u vezi s tim omogu²avaju modeliraǌe prekoraqeǌa
visokog nivoa.

Teorema 2. [Balkema, de Haan (1974); Pickands (1975)] Ako za ∀x ∈ R
va�i

(1.6) Fu(aux + bu) → W (x), pri u → xF ,

gde je W neprekidna funkcija raspodele, a au > 0 i bu ∈ R, onda je funkcija
raspodele W istog tipa kao neka od funkcija raspodele iz slede�e familije:

(1.7) Wγ(x) =
{

1− e−x, ako je γ = 0
1− (1 + γx)−1/γ , ako je γ 6= 0,

za x ≥ 0 ako je γ ≥ 0, odnosno za 0 ≤ x ≤ −1/γ ako je γ < 0.
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Znaqaj ovog rezultata je u tome xto on karakterixe klasu neprekidnih gra-
niqnih raspodela prekoraqeǌa visokog nivoa za datu funkciju raspodele F .

Naziv gorenavedene parametarske familije (u γ-parametrizaciji) funkcija
raspodela je standardne generalisane Paretove raspodele. Standardni pred-
stavnici ove familije, ali u α-parametrizaciji, su:
• eksponencijalna raspodela

W0(x) =
{

0, za x ≤ 0
1− e−x, za x ≥ 0

• Paretova raspodela

W1,α(x) =
{

0, za x ≤ 1
1− x−α, za x ≥ 1

• beta raspodela

W2,α(x) =





0, za x ≤ −1
1− (−x)α, za − 1 ≤ x ≤ 0
1, za x ≥ 0.

Ako se dozvoli da nedegenerisana funkcija raspodele W , u graniqnoj vre-
dnosti datoj formulom (1.6) za ∀x ∈ C(W ), nije neprekidna, onda se kao graniqne
mogu pojaviti i neke nedegenerisane diskretne raspodele.

Jednakosti (1.5) i (1.7) ukazuju na jednostavnu analitiqku vezu koja postoji
izme±u generalisanih raspodela ekstremnih vrednosti i generalisanih Pareto-
vih raspodela, a data je sa

Wγ(x) = 1 + ln Gγ(x), ako je ln Gγ(x) > −1.

Sl. 1. Grafici funkcija raspodele standardnih

(a) generalisanih raspodela ekstremnih vrednosti (b) generalisanih Paretovih raspodela
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2. Povratni period ekstremnog doga�aja

Jedan od va¼nih problema, posebno sa stanovixta primena u hidrologiji i
meteorologiji kao i upravǉaǌa rizikom, qije rexavaǌe zahteva poznavaǌe teo-
rije ekstremnih vrednosti je oceǌivaǌe tzv. t-godixǌeg nivoa. Pod t-godixǌim
nivoom u(t) podrazumeva se prag u = u(t) takav da je oqekivani broj prekoraqeǌa
tog praga u vremenskom intervalu du¼ine t jednak 1. Pri tome, podrazumeva se
da su podaci bele¼eni u ekvidistantim vremenskim trenucima, odnosno da je za
svaku godinu (ili ma koju drugu jedinicu mereǌa vremena – dan, mesec, godixǌe
doba) dostupna po jedna opservacija, tj. realizovana vrednost sluqajne veliqine
od interesa.

Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina
sa zadatom funkcijom raspodele F . Tada je nivo u(t), zapravo, rexeǌe jednaqine

(2.1) E

(∑

j≤t

I{Xj≤u}

)
= 1.

Oqigledno je da va¼i

(2.2) u(t) = F−1

(
1− 1

t

)
,

tj. u(t) je, ustvari, (1− 1/t)-kvantil funkcije raspodele F (F−1(·) je uopxteni
inverz funkcije F ). Va¼i i

P{X1 > u(t)} = 1− F (u(t)) =
1
t
,

pa, prema tome, sluqajna veliqina od interesa odre±ene godine prekoraquje t-
godixǌi nivo sa verovatno²om jednakom 1/t.

U nastavku ²e biti objaxǌeno zaxto se t-godixǌi nivo u(t), dat sa (2.2),
naziva i t-godixǌi povratni nivo, xto je jox jedna mogu²a interpretacija za
u(t).

Pored broja i veliqina prekoraqeǌa unapred odre±enog nivoa znaqajno je
uoqiti i trenutke u kojima se dexavaju ta prekoraqeǌa. U vezi s tim intere-
santno je, pre svega, razmotriti pitaǌe pojave slede²eg prekoraqeǌa izvesnog
vixeg nivoa u u vremenski neograniqenoj budu²nosti. Formalno gledano, posma-
tra se ranije uvedeni sluqajan niz (Xn) sa funkcijom raspodele F ; od interesa
su doga±aji oblika {Xj > u}; trenutak prvog prekoraqeǌa nivoa u, u < xF , je
sluqajna veliqina τ1 data sa

τ1 := min{j ∈ N : Xj > u}.
Na sliqan naqin, za fiksirani nivo u, mo¼e se definisati qitav niz (τn)n∈N

-- sluqajnih trenutaka prekoraqeǌa nivoa u, ure±enih monotono rastu²e: τ1 <
τ2 < . . . . Sluqajna veliqina τm tada se zadaje rekurzivno kao

τm := min{j ∈ N : j > τm−1, Xj > u}, m > 1.
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Jasno je da postoji zavisnost sluqajnih veliqina u nizu (τn) od nivoa u, xto se,
po potrebi, mo¼e naglasiti i zapisom τm = τm(u), m ∈ N.

Razlike izme±u uzastopnih qlanova niza (τn), tj. priraxtaji τ2−τ1, τ3−τ2,
. . . , jednostavno, predstavǉaju du¼ine vremenskih intervala izme±u uzastopnih
prekoraqeǌa nivoa u, odnosno, u xirem kontekstu, svaka od ǌih je du¼ina qe-
kaǌa izme±u dva ekstremalna doga±aja odre±enog tipa. One su nezavisne, jednako
raspodeǉene sluqajne veliqine sa geometrijskom raspodelom. Naime,

P{τ1 = k} = P{X1 ≤ u,X2 ≤ u, . . . , Xk−1 ≤ u,Xk > u}
= p(1− p)k−1, k ∈ N,

gde je p := 1 − F (u), pri qemu je korix²ena nezavisnost sluqajnih veliqina u
nizu (Xn). Prema tome, τ1 ima G(p) raspodelu, pa je ǌeno matematiqko oqekivaǌe
jednako

(2.3) Eτ1 =
1
p

=
1

1− F (u)
.

Daǉe,

P{τ1 = k1, τ2 − τ1 = k2, . . . , τm − τm−1 = km}

= P

{
τ1 = k1, τ2 = k1 + k2, . . . , τm =

m∑

j=1

kj

}

= P{X1 ≤ u, . . . , Xk1−1 ≤ u,Xk1 > u, Xk1+1 ≤ u, . . . , Xk1+k2+···+km > u}

=
m∏

j=1

P{τ1 = kj}, k1, k2, . . . , km ∈= N.

Stoga sledi da trenutak m-tog prekoraqeǌa nivoa u ima negativnu binomnu ras-
podelu s parametrima m i p.

Matematiqko oqekivaǌe koje se pojavǉuje u formuli (2.3) naziva se sredǌi
povratni period (ekstremalnog) doga±aja {Xj > u}.

Verovatno²a da ²e vremenski period izme±u dva uzastopna prekoraqeǌa ni-
voa u biti kra²i od sredǌeg povratnog perioda jednaka je

P{τ1 ≤ Eτ1} = P

{
τ1 ≤

[
1
p

]}
= 1− (1− p)[1/p],

gde je [·] ceo deo pozitivnog broja. Za vrlo visoke nivoe u, tj. pri u ↑ ∞, a to
znaqi pri p ↓ 0, dobija se

lim
u→∞

P{τ1 ≤ Eτ1} = lim
p→0

(
1− (1− p)[1/p]

)
= 1− e−1 ≈ 0.63212,

xto pokazuje da je za vrlo visoke nivoe u matematiqko oqekivaǌe sluqajne ve-
liqine τ1, tj. sredǌi povratni period, ve²e od ǌegove medijane, pa raspodela
postaje asimetriqna udesno.
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Nivo u takav da je sredǌi povratni period jednak t naziva se t-godixǌi
povratni nivo i on je rexeǌe jednaqine

Eτ1 =
1

1− F (u)
= t.

Trebalo bi primetiti da ova jednaqina ima isto rexeǌe kao i jednaqina (2.1) i
to rexeǌe u(t) je upravo ono dato formulom (2.2). Disperzija sluqajne veliqine
τ1 = τ1(u(t)) je tada jednaka (t− 1)t.

Jednakosti (2.3) i (2.2) ukazuju na znaqaj oceǌivaǌa visokih kvantila raspo-
dele. Va¼nu ulogu u rexavaǌu tog problema imaju statistike poretka. Posebne
texko²e pojavǉuju se pri oceǌivaǌu visokih kvantila, jer je qesto potrebno
oceǌivati kvantile koji izlaze izvan opsega vrednosti u uzorku na osnovu koga
se vrxi oceǌivaǌe.

Podaci koji se sre²u u primenama najqex²e su takvi da postoji zavisno-
st i/ili nestacionarnost opservacija u uzorku. U tim situacijama prethodno
izlo¼ena priqa se mora modifikovati sa ciǉem pronala¼eǌa adekvatnih proce-
dura za oceǌivaǌe visokih kvantila u takvim uzorcima.

3. Primeri i primene

Interesantno je primetiti da je kod proizvoǉne raspodele sredǌi povratni
period koji odgovara nivou jednakom medijani raspodele 2 godine (ili neke druge
jedinice mereǌa vremena). Sliqno, sredǌi povratni period koji odgovara nivou
jednakom tre²em kvartilu raspodele je 4 godine itd.

Neka je (Xn) niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih veliqina sa
funkcijom raspodele F i neka je t = t(u), u skladu sa ranijim oznakama, sredǌi
povratni period doga±aja {Xj > u}. U nastavku ²e biti navedene formule za t
za neke poznate raspodele.

Primer 1. Eksponencijalna raspodela E(1), F (x) = 1− e−x, za x ≥ 0

t(u) = eu, u ≥ 0

Sredǌi povratni period t(Cu) koji odgovara nivou Cu, gde je C > 1 konstanta,
povezan je sa t(u) jednostavnom jednakox²u

t(Cu) = (t(u))C .

Primer 2. Logistiqka raspodela LG(1), F (x) = (1 + e−x)−1, za x ∈ R
t(u) = 1 + eu, u ∈ R

Ovde je t(Cu) = 1 + (t(u)− 1)C .

Primer 3. Paretova raspodela PAR(a), a > 0, F (x) = 1− x−a, za x ≥ 1

t(u) = ua, u ≥ 1

Ovde je t(Cu) = Ca · t(u).
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Primer 4. Neka su qlanovi niza (Xn) grupisani hronoloxki u blokove
du¼ine k, gde je k veliko, i neka je, zatim, u svakom bloku uoqena najve²a vre-
dnost, qime je dobijen niz Mk,1,Mk,2, . . . , Mk,l blok maksimuma. Pretpostavi se
da se posledǌi niz mo¼e modelirati nekom generalisanom raspodelom ekstre-
mnih vrednosti, zadatom formulom

(3.1) Gγ,µ,σ(x) = exp

{
−

(
1 + γ

(
x− µ

σ

))−1/γ
}

, 1 + γ(x− µ)/σ > 0,

gde je γ ∈ R parametar oblika, a za parametre polo¼aja i razmere va¼i, redom,
µ ∈ R, σ > 0.

Trebalo bi napomenuti da se qesto biraju blokovi koji odgovaraju vremen-
skom periodu od jedne godine, pa su, u tom sluqaju, blok maksimumi – jednogo-
dixǌi maksimumi.

Invertovaǌem formule (3.1) dobija se
(3.2)

up =

{
µ− σ ln(− ln(1− p)), ako je γ = 0

µ− σ

γ
(1− (− ln(1− p))−γ) , ako je γ 6= 0,

gde je p := 1−Gγ,µ,σ(up).

Ukoliko se u formule (3.2) uvrste ocene maksimalne verodostojnosti θ̂0 =
(µ̂, σ̂, γ̂) parametara generalisane raspodele ekstremnih vrednosti dobijaju se
ocene maksimalne verodostojnosti up kvantila raspodele godixǌeg maksimuma.
Oqigledno je up povratni nivo koji odgovara sredǌem povratnom periodu jedna-
kom 1/p. Prema tome, jednogodixǌi maksimum za bilo koju godinu prekoraquje
nivo up sa verovatno²om p. Tako±e, mo¼e se re²i da je up t-godixǌi nivo, gde
je t = 1/p.

Ako se uvede oznaka yp := − ln(1− p) onda formula (3.2) dobija oblik

up =

{
µ− σ ln yp, ako je γ = 0

µ− σ

γ

(
1− y−γ

p

)
, ako je γ 6= 0,

a grafik kvantila up kao funkcije od − ln yp je tzv. grafik povratnog nivoa.
Lako se vidi da je ovaj grafik – grafik linearne funkcije za γ = 0. Za vredno-
sti γ < 0 funkcija prikazana na grafiku je konkavna (tj. oblast ispod grafika
funkcije je konveksna), pri qemu je prava y = µ − σ/γ horizontalna asimpto-
ta pri − ln yp → +∞ (tj. p → 0). Dakle, kod Vejbulovih raspodela ekstremnih
vrednosti (γ < 0) postoji povratni nivo, i to je upravo nivo µ − σ/γ, qiji je
povratni period beskonaqan. Za vrednosti γ > 0 funkcija prikazana na grafiku
je konveksna (tj. oblast iznad grafika funkcije je konveksna) i nema horizon-
talnu asimptotu pri − ln yp → +∞, tj. neograniqena je odozgo. Ispostavǉa se
da je grafik povratnog nivoa posebno pogodan i za prezentaciju i za validaciju
razmatranog modela za konkretne opservacije i ǌihove blok maksimume.

Posebno su od interesa male vrednosti p, koje odgovaraju vrlo visokim kvan-
tilima, odnosno veoma retkim – ekstremnim doga±ajima. Logaritamsko skali-
raǌe vrednosti na apscisi omogu²ava da se uoqe neobiqna ponaxaǌa raspodela
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Sl. 2. Grafici povratnog nivoa (µ = 0, σ = 1, γ ∈ {−0.5, 0, 0.5})
(a) na apscisi su vrednosti − ln yp (b) na apscisi su vrednosti t = 1/p

koje se koriste npr. za modeliraǌe blok maksimuma, a koja ukazuju na beskonaqne
povratne periode. Tu do izra¼aja tako±e dolaze i autlajeri me±u opservacijama.
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[2] P. Emberschts, C. Klüppelberg and T. Mikosch, Modelling Extremal Events: for Insurance and
Finance, Springer, Berlin–Heidelberg, 2013.
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