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Marko Koxqica

KARNOOVA TEOREMA

U ovom qlanku navodimo Karnoovu teoremu i primere u kojima se ona mo¼e
primeniti.

Teorema 1 (Karno1). Neka su P , Q i R taqke pravih odre�enih ivicama
BC, CA i AB trougla ABC. Prave upravne na pravim BC, CA i AB u
taqkama P , Q i R seku se u jednoj taqki ako i samo ako je

BP 2 − PC2 + CQ2 −QA2 + AR2 −RB2 = 0.

Dokaz. =⇒: Pretpostavimo da se prave upravne na pravim BC, CA i AB
seku u jednoj taqki. Oznaqimo tu taqku sa X. Primenom Pitagorine teoreme na
pravougle trouglove BPX i CPX je BP 2 = BX2−XP 2 i PC2 = CX2−XP 2,
odakle je BP 2 − PC2 = BX2 − CX2. Analogno se dobija da je CQ2 − QA2 =
CX2−AX2 i AR2−RB2 = AX2−BX2. Odavde je BP 2−PC2 +CQ2−QA2 +
AR2 −RB2 = BX2 − CX2 + CX2 −AX2 + AX2 −BX2 = 0.

⇐=: Prave upravne na pravim BC, CA u taqkama P i Q se seku – oznaqimo
ǌihovu preseqnu taqku sa X. Neka je R′ podno¼je upravne iz taqke X na pravu
AB. Na osnovu prethodno dokazanog smera je BP 2−PC2 +CQ2−QA2 +AR′2−
R′B2 = 0. Kako je po pretpostavci BP 2 − PC2 + CQ2 −QA2 + AR2 −RB2 = 0,
dobijamo da je AR2 −RB2 = AR′2 −R′B2. Pritom je AR2 −RB2 =

−→
AR · −→AR−−→

RB ·−→RB = (
−→
AB +

−→
BR) ·−→AR− (

−→
RA+

−→
AB) ·−→RB =

−→
AB ·−→AR+

−→
AB ·−→BR. Analogno je

AR′2 −R′B2 =
−→
AB · −−→AR′ +

−→
AB · −−→BR′. Neposredno se dobija da je

−→
AB · −−→RR′ = 0.

Kako je
−→
AB 6= 0 i kako taqke R i R′ pripadaju pravoj AB mora biti

−−→
RR′ = 0,

tj. R ≡ R′. Kako je normala na pravu AB u taqki R u ravni trougla ABC
jedinstvena, to se prave upravne na pravim BC, CA i AB u taqkama P , Q i R
seku u taqki X.

Primer 1. Dokazati da se simetrale stranica trougla seku u jednoj taqki.
Rexeǌe. Neka su A1, B1 i C1 sredixta redom stranica BC, CA i AB

trougla ABC. Tada je BA1 = A1C, CB1 = B1A i AC1 = C1B. Simetrale
stranica BC, CA i AB upravne su redom na pravim BC, CA i AB i prolaze
redom kroz taqke A1, B1 i C1. Kako je BA2

1−A1C
2+CB2

1−B1A
2+AC2

1−C1B
2 =

0, to se na osnovu Karnoove teoreme simetrale stranica trougla seku u jednoj
taqki.

1L. Carnot (1753–1823), francuski matematiqar
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Primer 2. Dokazati da se prave odre±ene visinama trougla seku u jednoj
taqki.

Rexeǌe. Neka su P , Q i R podno¼ja visina iz temena A, B i C trougla
ABC. Iz Pitagorine teoreme dobijamo da je BP 2 − PC2 = AB2 −CA2, CQ2 −
QA2 = BC2 − AB2 i AR2 − RB2 = CA2 − BC2. Sabiraǌem odgovarajuc1ih
strana jednakosti dobijamo BP 2 − PC2 + CQ2 − QA2 + AR2 − RB2 = 0, pa na
osnovu Karnoove teoreme sledi da se prave odre±ene visinama trougla seku u
jednoj taqki.

Primer 3. Dat je trougao ABC. Neka su p, q i r prave upravne redom na
pravim BC, CA i AB koje se seku u jednoj taqki. Neka se D, E i F razliqite
taqke koje se nalaze redom na pravim p, q i r. Dokazati da se upravne iz taqaka
A, B i C redom na prave EF , FD i DE seku u jednoj taqki.

Rexeǌe. Neka je {P} = BC ∩ p, {Q} = CA ∩ q i {R} = AB ∩ r (slika 1).
Daǉe, neka je X podno¼je upravne iz A na EF , Y podno¼je upravne iz B na
FD i Z podno¼je upravne iz C na DE. Prave p, q i r se seku u jednoj taqki,
pa je na osnovu Karnoove teoreme BP 2 − PC2 + CQ2 − QA2 + AR2 − RB2 = 0.
Primetimo da je EX2 − XF 2 = AE2 − AF 2, FY 2 − Y D2 = BF 2 − BD2 i
DZ2−ZE2 = CD2−CE2, odakle je EX2−XF 2 + FY 2− Y D2 + DZ2−ZE2 =
AE2−AF 2+BF 2−BD2+CD2−CE2 = AE2−CE2+BF 2−AF 2+CD2−BD2 =
AQ2 −CQ2 + BR2 −AR2 + CP 2 −BP 2 = 0, pa se na osnovu Karnooove teoreme
prave AX, BY i CZ seku u jednoj taqki.
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Primer 4. (Republiqko takmiqeǌe 1990, Srbija, 2. razred) Neka je ABC
pravougli trougao (]C = 90◦), CD visina trougla i K taqka ravni trougla,
takva da je AK = AC. Dokazati da je preqnik kruga opisanog oko trougla ABK,
koji sadr¼i taqku A, normalan na pravu DK.

Rexeǌe. Neka je O centar opisanog kruga 4ABK, a m i n normale iz O
redom na prave AB i BK (slika 2). Daǉe, neka je {F} = m∩AB i {L} = n∩BK.
Tada je F sredixte du¼i AB, a L sredixte du¼i BK. Neka je T podno¼je
upravne iz taqke A na pravu DK. Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpostavimo
da je B−D−F −A. Tada je DT 2−TK2 = AD2−AK2 = AD2−AC2 = −CD2.
Kako je i BF 2 − FD2 = (BF − FD)(BF + FD) = BD(AF + FD) = BD ·AD =



Karnoova teorema 23

CD2, to je KL2 − LB2 + BF 2 − FD2 + DT 2 − TK2 = 0. Kako su prave n, m i
AT upravne redom na prave BK, BD i DK, to se na osnovu Karnoove teoreme
prave n, m i AT seku u jednoj taqki. Kako se prave n i m seku bax u taqki O,
sledi da prava AT sadr¼i taqku O. Odavde oqigledno sledi tvr±eǌe zadatka.

Primer 5. (BMO 1985) Neka je O sredixte opisanog kruga trougla ABC,
D sredixte du¼i AB i E te¼ixte trougla ACD. Dokazati da je CD ⊥ OE ako
i samo ako je AB = AC.

Rexeǌe. Koristi²emo slede²e qiǌenice bez dokazivaǌa:
(i) Ako su a, b i c du¼ine stranice trougla, a ta, tb i tc du¼ine te¼ixnih

du¼i tog trougla koje odgovaraju redom stra-
nicama a, b i c, tada va¼i

t2c = 1
4 (2a2 + 2b2 − c2),

t2b − t2a = 3
4 (a2 − b2).

(ii) Ako je C1 sredixte stranice AB, a
T te¼ixte trougla ABC onda je CT = 2TC1,
tj. CT = 2

3CC1.
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Slika 3

Neka je S podno¼je normale n iz taqke O na pravu CD, a F i G podno¼ja
normala iz taqke E redom na prave AB i AC (slika 3). Tada je DF 2 − FA2 +
AG2 − GC2 = DE2 − AE2 + AE2 − CE2 = DE2 − CE2. Koriste²i (i) i (ii)
raqunamo DE2 − CE2 = ( 2

3 )2 3
4 (AD2 − AC2) = 4

9
3
4 ((AB

2 )2 − AC2) = 1
3 ( 1

4AB2 −
AC2). Daǉe, CS2−SD2 = CO2−OD2 = AO2−OD2 = AD2 = 1

4AB2. Konaqno
dobijamo
(*)
DF 2−FA2+AG2−GC2+CS2−SD2 = 1

3 ( 1
4AB2−AC2)+ 1

4AB2 = 1
3 (AB2−AC2),

Ako je AB = AC, desna strana jednakosti (∗) jednaka je nuli, pa je i leva
strana iste jednakosti jednaka nuli, a kako su prave FE,GE i n upravne redom
na pravim AD, AC i CD to se na osnovu Karnoove teoreme one seku u jednoj
taqki. Prave FE i GE se seku u taqki E pa i prava n sadr¼i taqku E, odakle
je CD ⊥ OE.

Ako je CD ⊥ OE, taqka S pripada pravoj OE, jer je normala na pravu CD iz
taqke O na pravu CD u ravni 4ABC jedinstvena. Na osnovu Karnoove teoreme
leva strana jednakosti (∗) jednaka je nuli, pa sledi da je 1

3 (AB2−AC2) = 0, tj.
AB = AC.

Primer 6. (IMO 1994) Neka je ABC jednakokraki trougao sa AB = AC.
Pretpostavimo da:

(i) M je sredixte du¼i BC i O je taqka prave AM za koju je OB normalno
na AB;

(ii) Q je proizvoǉna taqka du¼i BC razliqita od B i C;
(iii) E pripada pravoj AB i F pripada pravoj AC tako da su taqke E, Q i

F razliqite i kolinearne.
Dokazati da je OQ normalno na EF ako i samo ako je QE = QF .
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Rexeǌe. Razmotrimo prvo sluqaj Q ≡ M . Ako je QE = QF , tada mora
biti E ≡ B i F ≡ C, jer je u suprotnom 4MBE ∼= 4MCF , pa bi sledilo
da je ]MBE = ]MCF , xto je nemogu²e, jer je jedan od ova dva ugla oxtar, a
drugi tup. Dakle, E ≡ B i F ≡ C, pa je oqigledno OQ ⊥ EF . Obratno, neka je
OM ⊥ EF . Kako je OM ⊥ BC, zbog jedinstvenosti normale iz taqke na pravu,
sledi da se prave EF i BC poklapaju, pa je E ≡ B i F ≡ C. Sada je oqigledno
da je QE = QF .

Pretpostavimo sada da je Q 6≡ M . Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpo-
stavimo da je A−B − E. Tada je A− F − C. Neka normala iz F na pravu AM
seqe prave AB i AM , redom, u taqkama D i N (slika 4). Tada je N sredixte
du¼i DF , pa je DN = FN . Prave BC i DF su paralelne, pa je na osnovu
Talesove teoreme BE : BD = QE : QF , tj. BE = QE

QF BD. Oznaqimo izraz
QE2 −QF 2 + FN2 −DN2 + BD2 −BE2 sa Σ. Tada je

Σ = QE2 −QF 2 + BD2 −
(QE

QF
BD

)2

=
(QE2 −QF 2)(GF 2 −BD2)

QF 2
.

Ako je QE = QF , tada je Σ = 0, pa se na osnovu Karnoove teoreme primeǌene na
4EDF normala na pravu EF u taqki Q u ravni trougla ABC i prave BO i NO
seku u jednoj taqki. Kako se prave BO i NO seku u taqki O, to je OQ ⊥ EF .

Obratno, ako je OQ ⊥ EF , na osnovu Karnoove teoreme je Σ = 0, odakle je
QE = QF ili QF = BD. Ako bi bilo QF = BD, onda bismo imali BE =
QE
QF BD = QE, pa bi 4EBQ bio jednakokrak, xto je nemogu²e jer je ]EBQ tup.
Sledi da mora biti QE = QF .
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Primer 7. (IMO 1995) Neka su A, B, C i D qetiri razliqite taqke jedne
prave, raspore±ene u tom poretku. Krugovi nad dijametrima AC i BD seku se
u taqkama X i Y . Prava XY seqe BC u taqki Z. Neka je P taqka prave XY
razliqita od Z. Prava CP seqe krug nad dijametrom AC u taqkama C i M , a
prava BP seqe krug nad dijametrom BD u taqkama B i N . Dokazati da se prave
AM , DN i XY seku u jednoj taqki.

Rexeǌe. Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpostavimo da je X − P − Z
(slika 5). Kako je ]AMC = 90◦, to je AM ⊥ CP . Analogno DN ⊥ BP .
Tako±e je XY ⊥ BC. Dakle, prave AM , DN i XY su upravne na pravim
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odre±enim ivicama trougla BCP . Izraqunajmo vrednost izraza CM2−MP 2 +
PN2 − NB2 + BZ2 − ZC2. Kako je AM ⊥ CP to je CM2 − MP 2 = AC2 −
AM2 + AM2 − AP 2 = AC2 − AP 2. Analogno je NB2 − PN2 = BD2 − DP 2.
Zbog PZ ⊥ AD je AP 2 − DP 2 = AZ2 − DZ2. Iz posledǌe tri jednakosti
dobijamo da je CM2 − MP 2 + PN2 − NB2 = AC2 − AZ2 − BD2 + DZ2 =
(AZ + ZC)2−AZ2− (BZ + DZ)2 + DZ2 = ZC2−BZ2 + 2(AZ ·ZC −BZ ·DZ).
Kako taqka Z pripada pravoj XY , tj. radikalnoj osi krugova nad preqnicima AC
i BD, to je AZ ·ZC = BZ ·DZ, odakle je CM2−MP 2+PN2−NB2 = ZC2−BZ2,
tj. CM2 −MP 2 + PN2 − NB2 + BZ2 − ZC2 = 0. Ispuǌen je uslov Karnoove
teoreme, pa se prave AM , DN i XY zaista seku u jednoj taqki.

Korisna je i slede²a teorema.

Teorema 2. Neka su AB i XY dve prave u istoj ravni. Tada va�i

AB ⊥ XY ⇐⇒ AX2 −AY 2 = BX2 −BY 2.

Dokaz. =⇒: Pretpostavimo da je AB ⊥ XY . Neka prava XY seqe pravu
AB u taqki Z. Na osnovu Pitagorine teoreme je AX2 = AZ2 + ZX2 i BX2 =
BZ2+ZX2, odakle je AX2−BX2 = AZ2−BZ2. Analogno se dobija AY 2−BY 2 =
AZ2−BZ2, odakle je AX2−BX2 = AY 2−BY 2, tj. AX2−AY 2 = BX2−BY 2.

⇐=: Neka su X0 i Y0 podno¼ja upravnih redom iz taqaka X i Y na pravu AB.
Tada je na osnovu Pitagorine teoreme AX2

0 − BX2
0 = AX2 − BX2. Analogno je

AY 2
0 −BY 2

0 = AY 2−BY 2, a kako je AX2−AY 2 = BX2−BY 2, to je AX2
0−BX2

0 =
AY 2

0 − BY 2
0 . Daǉe AX2

0 − BX2
0 =

−−→
AX0 · −−→AX0 − −−→

BX0 · −−→BX0 = (
−→
AB +

−−→
BX0) ·−−→

AX0 − (
−→
BA +

−−→
AX0) · −−→BX0 =

−→
AB · (−−→AX0 +

−−→
BX0). Analogno je AY 2

0 − BY 2
0 =−→

AB · (−−→AY0 +
−−→
BY0). Oduzimaǌem izraza AY 2

0 −BY 2
0 i AX2

0 −BX2
0 dobijamo da je−→

AB · (−−→AY0−−−→AX0 +
−−→
BY0−−−→BX0) = 0, odakle je 2

−→
AB ·−−−→X0Y0 = 0, tj.

−→
AB ·−−−→X0Y0 = 0.

Kako je
−→
AB 6= 0 i kako taqke X0 i Y0 pripadaju pravoj AB to je

−−−→
X0Y0 = 0,

tj. X0 ≡ Y0. Kako je normala na AB u taqki X0 koja pripada ravni odre±enoj
pravama AB i XY jedinstvena, zakǉuqujemo da su taqke X,Y i X0 kolinearne.
Odavde sledi da je AB ⊥ XY .

Napomenimo da se korix²eǌem ove teoreme primeri 4, 5 i 6 mogu rexiti
elegantno.

Pre nego xto navedemo slede²i primer, podsetimo se nekih qiǌenica vezanih
za trougao. Neka je ABC proizvoǉni trougao i neka su a, b i c redom du¼ine
stranica BC, CA i AB; la, lb du¼ine odseqaka simetrala uglova redom iz
temena A i B; l′a, l′b rastojaǌa centra upisanog kruga 4ABC redom od temena
A i B. Ako sa s oznaqimo poluobim 4ABC, tj. s = a+b+c

2 , onda se neposredno
iz Stjuartove2 teoreme i teoreme o simetrali ugla trougla dobija:

la =
2
√

bc

b + c

√
s(s− a), lb =

2
√

ac

a + c

√
s(s− b).

2M. Stewart (1717–1785), engleski matematiqar
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Primenom teoreme o simetrali ugla trougla neposredno se dobija da je:

l′a =
b + c

a + b + c
la, l′b =

a + c

a + b + c
lb.

Iz prethodnog se mo¼e izvesti slede²a jednakost:

(**) l′b
2 − l′a

2 = c(a− b).

Primer 8. (9. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika Matematiqke
gimnazije u Beogradu, drugi krug, 4. razred – A kategorija) Neka je taqka P
presek dijagonala AC i BD konveksnog qetvorougla ABCD u kom je AB = AC =
BD. Neka su O i I centri opisanog i upisanog kruga trougla 4ABP . Ako je
O 6= I, dokazati da su prave OI i CD normalne.

Rexeǌe. Neka su E, F , A1 i B1 sredixta redom du¼i BC, AD, BP i
AP (slika 6). Poxto je AB = AC, prava AE polovi du¼ AE i ]BAC. Zbog
AB = BD, prava BF polovi du¼ AD i ]ABD. Iz ovoga sledi da je I preseqna
taqka pravih AE i BF . Poxto taqka I pripada simetrali du¼i BC to je CI =
BI. Analogno, DI = AI. Neka je T podno¼je upravne iz taqke O na pravu CD.
Prave OA1, OB1 i OT upravne su na pravim odre±enim ivicama trougla CDP ,
pa je na osnovu Karnoove teoreme DT 2− TC2 + CB2

1 −B1P
2 + PA2

1−A1D
2 = 0.

Kako je OT ⊥ CD, to je na osnovu Teoereme 2 DO2 − CO2 = DT 2 − TC2 =
A1D

2−PA2
1− (CB2

1 −B1P
2) = (BD−BA1)2−PA2

1− ((AC −AB1)2−B1P
2) =

BD2 − BD · BP − (AC2 − AC · AP ) = AB2 − AB · BP − AB2 + AB · AP =
AB(AP − BP ). Kako je na osnovu (∗∗) AI2 − BI2 = AB(AP − BP ), to je
DO2 − CO2 = AI2 − BI2 = DI2 − CI2, pa su na osnovu Teoreme 2 prave OI i
CD zaista normalne.
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Primer 9. (Dr¼avno takmiqeǌe 2007, Srbija, 3. razred – A kategorija) U
trouglu ABC u kome je AB 6= AC, upisani krug sa centrom S dodiruje stranice
BC, CA i AB redom u taqkama D, E i F . Prava EF seqe pravu BC u P .
Dokazati da je PS normalno na AD.

Rexeǌe. Neka je L preseqna taqka du¼i EF i AS. Neka je G podno¼je
upravne iz S na pravu AD (slika 7). Zbog uslova AB 6= AC je G 6= S. Pra-
ve PL, PD i SG su upravne na pravaim odre±enim stranicama trougla ASD.
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Izraqunajmo vrednost izraza AL2 − LS2 + SD2 −DD2 + DG2 −GA2. Na osno-
vu teoreme 2 je DG2 − GA2 = SD2 − AS2. Na osnovu Pitagorine teoreme je
AL2 = AE2 − LE2, AE2 = AS2 − SE2 i LE2 + LS2 = SE2, pa je AL2 − LS2 =
AE2−LE2−LS2 = AS2−2SE2. Sada je AL2−LS2+SD2−DD2+DG2−GA2 =
AS2−2SE2+SD2−0+SD2−AS2 = 2(SD2−SE2) = 0, s obzirom da je SD = SE.
Sada se na osnovu Karnoove teoreme prave PL, PD i SG seku u jednoj taqki, pa
sledi da taqka P pripada pravoj SG. Odavde je PS ⊥ AD.

Primer 10. (SMO 2016) U 4ABC upisana kru¼nica, qiji je centar taqka
I, dodiruje stranicu BC u taqki D. Neka je taqka M sredixte du¼i BC.
Dokazati da se normale iz taqaka M i D na prave AI i MI, redom, seku na
pravoj koja sadr¼i visinu 4ABC iz temena A.

Rexeǌe. Ako je AB = AC, tvr±eǌe je trivijalno, jer se pomenute prave
podudaraju sa pravom BC koja je u tom sluqaju normalna na pravu AI u taqki D.
Pretpostavimo zato da je AB 6= AC. Bez umaǌeǌa opxtosti dokaza pretpostavi-
mo da je AB < AC. Uvedimo oznake BC = a,
AC = b, AB = c, ]CAB = α, ]ABC = β
i ]BCA = γ (slika 8). Oznaqimo poluobim
4ABC sa s tj. s = a+b+c

2 . Oznaqimo sa T po-
dno¼je visine 4ABC iz temena A. Neka je E
podno¼je normale iz taqke D na pravu MI, a P
taqka u kojoj prava DE seqe pravu AT . Daǉe,
neka je L taqka u kojoj prava AI seqe du¼ BC,
a G podno¼je visine 4LMI iz temena M .

A

B C
D

T L
M

G

P

EI

Slika 8

Iz uslova c < b je γ < β, pa je ]BLA = α
2 +γ = α

2 + γ
2 + γ

2 < α
2 + β

2 + γ
2 = 90◦.

Kako je ]ATL = 90◦ i ]IDL = 90◦, taqke T i L moraju biti na pravoj BC s
one strane taqke L, sa koje je i taqka B. Kako je ID ‖ AP , to je na osnovu
Talesove teoreme DL

TL = IL
AL , odakle je DL = IL

ALTL < TL, pa zakǉuqujemo
da va¼i raspored T − D − L. Na osnovu teoreme o simetrali ugla trougla
neposredno se dobija da je BL = c

b+ca. Kako je BM = a
2 i c

b+ca < c
c+ca = a

2
to je B − L−M , tj. taqke B i M su na pravoj BC sa razliqitih strana taqke
L. Konaqno dobijamo da va¼i raspored T − D − L − M − C. Prave DE, MG
i AT upravne su na pravim odre±enim stranicama trougla LMI. Izraqunajmo
vrednost izraza ME2 − EI2 + IG2 − GL2 + LT 2 − TM2. Na osnovu teoreme
2 je ME2 − EI2 = DM2 − ID2, i IG2 − GL2 = IM2 −ML2, dok je na osnovu
Pitagorine teoreme DM2 = IM2−ID2. Sada je ME2−EI2+IG2−GL2+LT 2−
TM2 = DM2−ID2 +IM2−ML2 +LT 2−TM2 = 2DM2−ML2 +LT 2−TM2 =
2DM2−ML2+(TM−ML)2−TM2 = 2(DM2−TM ·ML) Mo¼e se dokazati da je
CD = s−c, pa je DM = CD−CM = s−c− a

2 = b−c
2 . Kako je CL = BC−BL = a−

c
b+ca = b

b+ca i MC = a
2 , to je ML = CL−MC = a(b−c)

2(b+c) . Iz pravouglog trougla

ATC i kosinusne teoreme raqunamo TC = b cos γ = b · a2+b2−c2

2ab = a2+b2−c2

2a ,
pa je TM = TC − MC = b2−c2

2a . Konaqno dobijamo da je DM2 − TM · ML =
( b−c

2 )2 − b2−c2

2a · a(b−c)
2(b+c) = 0, pa je ME2 − EI2 + IG2 − GL2 + LT 2 − TM2 = 0.
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Na osnovu Karnoove teoreme prave DE, MG i AT se seku u jednoj taqki, odakle
sledi tvr±eǌe zadatka.

Primer 11. (Dr¼avno takmiqeǌe 2017, Srbija, 3. razred – A kategorija)
Dat je 4ABC. Taqke Ia, Ib i Ic su centri ǌegovih pripisanih kru¼nica, a
taqke A1, B1 i C1 su taqke dodira tih pripisanih kru¼nica sa naspramnim
stranicama, redom. Dokazati da se prave IaA1, IbB1 i IcC1 seku u jednoj taqki.

Rexeǌe. Uvedimo oznake BC = a, AC =
b, AB = c, AC1 = x i C1B = y (slika 9). Sa
s oznaqimo poluobim 4ABC tj. s = a+b+c

2 .
Neka pripisana kru¼nica sa centrom Ic dodi-
ruje prave CA i BC u taqkama X i Y , re-
dom. Kako su tangentne du¼i iz iste taqke
na kru¼nicu jednake, to je AX = AC1 = x
i BY = C1B = y. Tako±e, iz jednakosti
CX = CY dobijamo CA + AX = BC + BY ,
tj. b + x = a + y, odakle je

(***) x− y = a− b.

A B

C

Ic

X

Y

C1

Ib

B1
A1

Ia

Slika 9

Iz jednakosti x+ y = c i (***) dobijamo da je x = c+a−b
2 = s− b i y = s−a.

Dakle, dobijamo da je AC1 = s − b i C1B = s − a. Analogno dobijamo da je
BA1 = s− c, A1C = s− b, CB1 = s− a i B1A = s− c. Prave IaA1, IbB1 i IcC1

upravne su na pravim odre±enim stranicama 4ABC redom u taqkama A1, B1 i
C1, a kako je BA2

1−A1C
2 +CB2

1 −B1A
2 +AC2

1 −C1B
2 = (s− c)2− (s− b)2 +(s−

a)2 − (s − c)2 + (s − b)2 − (s − a)2 = 0, to se na osnovu Karnoove teoreme prave
IaA1, IbB1 i IcC1 seku u jednoj taqki.
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