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Xefket Arslanagi�

NEKE ZANIMǈIVOSTI U VEZI
ORTOCENTRIQNOG TROUGLA

Posmatra²emo oxtrougli trougao ABC. Neka su taqke D, E i F podno¼ja
visina trougla ABC povuqenih iz ǌegovih temena A, B i C na stranice BC, CA
i AB, redom, a taqka H je ortocentar tog trougla, tj. AD ∩ BE ∩ CF = {H}.
Trougao qija su temena taqke D, E i F se u matematiqkoj literaturi naziva
ortocentriqnim trouglom (sl. 1).

Slika 1

Dokaza²emo sǉede²e teoreme.

Teorema 1. Trouglovi AEF , DFB i DEC su me�usobno sliqni i sliqni
su datom trouglu.

Dokaz. Poxto su uglovi ]BFC i ]BEC pravi, to je qetvorougao BCEF
tetivan, pa zbog toga slijedi:

]FBC + ]CEF = 180◦, tj. ]ABC + 180◦ − ]AEF = 180◦,
odnosno

]AEF = ]ABC = β i sliqno ]AFE = ]ACB = γ.

Analogno dobijamo

]BDF = ]BAC = α, ]BFD = ]BCA = γ,

]CDE = ]CAB = α, ]CED = ]CBA = β.

Dakle, trouglovi AEF , DFB, DEC i ABC imaju jednake uglove, pa su sliqni.
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Teorema 2. Visine AD, BE i CF datog trougla ABC istovremeno
su i simetrale unutraxǌih uglova ortocentriqnog trougla DEF , dok su
stranice BC, CA i AB datog trougla simetrale spoǉaxǌih uglova orto-
centriqnog trougla DEF .

Dokaz. Kako smo pokazali u dokazu teoreme 1 da je ]FDB = ]EDC = α, to
je unutraxǌi ugao ortocentriqnog trougla DEF , ]FDE = 180◦ − 2α. Kako je
daǉe AD ⊥ BC, to je ]ADF = ]ADE = 90◦ − α. Na sliqan naqin dokazujemo
i ostala tvr±eǌa u ovoj teoremi.

Posǉedica 1. Ortocentar datog trougla ABC ujedno je i centar
upisane kru�nice ortocentriqnog trougla DEF , a temena A, B i C datog
trougla ujedno su centri pripisanih kru�nica ortocentriqnog trougla.

Sada ²emo se pozabaviti izraqunavaǌem obima i povrxine ortocentriqnog
trougla. Neka su du¼ine stranica trouglova ABC i DEF : BC = a, CA = b,
AB = c, EF = a′, FD = b′ i DE = c′. Iz pravouglih trouglova ABE i ACF
imamo AE = c cos α i AF = b cos α. Primjenom kosinusne teoreme na trougao
AFE dobijamo, redom:

FE2 = AE2 + AF 2 − 2AE ·AF cosα,

(a′)2 = c2 cos2 α + b2 cos2 α− 2bc cos3 α

= (c2 + b2 − 2bc cos α) cos2 α = a2 cos2 α,

a′ = a cosα.

Analogno dobijamo da je b′ = b cos β i c′ = c cos γ. Poluobim trougla DEF je
sada

(1) s′ =
a′ + b′ + c′

2
=

a cosα + b cosβ + c cos γ

2
.

Na osnovu sinusne teoreme primjeǌene na trougao ABC imamo:

(2) a = 2R sin α, b = 2R sinβ i c = 2R sin γ.

Sada iz (1) i (2) slijedi

s′ =
R

2
(2 sin α cosα + 2 sin β cos β + 2 sin γ cos γ)

=
R

2
(sin 2α + sin 2β + sin 2γ),

a odavde zbog poznatog identiteta sin 2α + sin 2β + sin 2γ = 4 sin α sinβ sin γ do-
bijamo

(3) s′ = 2R sin α sin β sin γ.

Dakle, obim ortocentriqnog trougla DEF je

(4) O′ = 2s′ = 4R sin α sin β sin γ.
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Obim datog trougla ABC je O = a + b + c = 2R(sinα + sin β + sin γ), a odavde

zbog poznatog identiteta sin α + sin β + sin γ = 4 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
dobijamo

(5) O = 8R cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
.

Sada iz (4) i (5) slijedi

(6)
O′

O
=

4R sin α sin β sin γ

8R cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2

= 4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
.

Zbog poznate nejednakosti ([2], 2.12, s. 20) sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
6 1

8
, iz (6) slijedi

O′

O
6 1

2
.

Jednakost va¼i ako i samo ako je α = β = γ = 60◦, tj. ako je u pitaǌu jedna-
kostraniqni trougao ABC, dok su tada stranice ortocentriqnog trougla DEF
sredǌe linije trougla ABC.

Napomena 1. U [5], str. 105 dokazana je (nexto te¼e, op.a.) sǉede²a teorema.

Teorema 3. U skupu svih trouglova upisanih u dati trougao ABC,
ortocentriqni trougao DEF ima najmaǌi obim.

Povrxina ortocentriqnog trougla DEF iznosi P ′ =
a′b′

2
sin(180◦ − 2γ),

odnosno zbog a′ = a cos α, b′ = b cos β,

(7) P ′ =
ab

2
cosα cos β sin 2γ,

te analogno:

(8) P ′ =
ac

2
cos α cos γ sin 2β i P ′ =

bc

2
cos β cos γ sin 2α.

Sada iz (7) i (8) imamo

3P ′ =
1
2
(ab cos α cosβ sin 2γ + ac cosα cos γ sin 2β + bc cos β cos γ sin 2α)

= (ab sin γ + ac sin β + bc sinα) cos α cosβ cos γ,

a odavde, koriste²i sinusnu teoremu za trougao ABC,

(9) P ′ = 4R2 sin α sin β sin γ cosα cosβ cos γ.

Kako je povrxina datog trougla P =
ab

2
sin γ = 2R2 sin α sin β sin γ, to iz (9)

dobijamo

(10)
P ′

P
=

4R2 sin α sin β sin γ cos α cos β cos γ

2R2 sin α sinβ sin γ
= 2 cos α cos β cos γ.
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Zbog poznate nejednakosti ([2], 2.23, s. 25) cosα cosβ cos γ 6 1
8
, iz (10) slijedi

P ′

P
6 1

4
,

sa jednakox²u ako i samo ako je ako i samo ako je α = β = γ = 60◦, tj. ako je
dati trougao jednakostraniqan.

Izraquna²emo na kraju radijuse r′ i R′ upisane i opisane kru¼nice orto-

centriqnog trougla DEF . Imamo r′ =
P ′

s′
, odnosno zbog (3) i (9),

r′ =
4R2 sin α sinβ sin γ cos α cosβ cos γ

2R sin α sin β sin γ
= 2R cosα cos β cos γ,

a odavde koriste²i poznati trigonometrijski identitet cos 2α+cos 2β+cos 2γ =
−1− 4 cos α cos β cos γ,

r′ = 2R
−1− cos 2α− cos 2β − cos 2γ

4
= R(sin2 α + sin2 β + sin2 γ − 2),

te zbog poznatog trigonometrijskog identiteta sin2 α + sin2 β + sin2 γ = 2 +
2 cos α cos β cos γ,

(11) r′ = 2R cosα cos β cos γ.

Na osnovu ve² pomenute nejednakosti cosα cos β cos γ 6 1
8
,

r′ 6 1
4

R.

Daǉe, imamo

R′ =
a′b′c′

4P ′
=

8R3 sin α sin β sin γ

16R2 sin α sin β sin γ
,

tj.

(12) R′ =
R

2
.

Sada iz (11) i (12), slijedi

R′

r′
=

1
4
· 1
cosα cos β cos γ

> 1
4
· 8 = 2,

tj. R′ > 2r′ (Ojlerova nejednakost).
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